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Streszczenie

W artykule przedstawiono najczgsciej stosowane metody obliczania kata tarcia wewngtrznego
i spojnosci skal, a takze metodg¢ zaproponowana przez autorow. Podstawa tej metody jest przyjgte
zalozenie, zgodnie z ktorym obwiednia kot Mohra jest parabola. Roéwnanie paraboli okresla si¢ metoda
najmniejszych kwadratow, a wartosci kata tarcia i spojnosci z réwnania stycznej do tej paraboli
w zadanym punkcie. Opracowano program komputerowy MOHR, wedlug ktorego oblicza si¢ wartosci
katow tarcia i spdjnosci.

Przedstawiono réwniez przyktady praktycznego zastosowania opracowanego programu oraz analize
uzyskanych wynikow dla kilku przykladowych skat karbonskich GZW. Badania prowadzono
W trojosiowym stanie naprg¢zenia, stosujac sztywna maszyng, co umozliwito okreslenie wiasnosci
wytrzymato$ciowych skal zwigzlych (faza przedkrytyczna) i spgkanych (faza pokrytyczna). Do analizy
wynikow wykorzystano omdéwiony program komputerowy. Z réwnania obwiedni parabolicznej kot
Mohra dla danego rodzaju skaty metoda stycznych do obwiedni wyznaczono zmiang wartosci kata tarcia
wewngtrznego i zmiang spojnosci w funkcji naprezenia normalnego.

Calculation of internal friction angle and rock coherence by means of the method
tangent to the envelope of Mohr’s circles in the form of a parabola

Abstract

The article presents the used most frequently method of calculation of the internal friction angle and
rock coherence as well as a method proposed by the authors. The basis of this method is the assumption,
in conformity with which the envelope of Mohr’s circles is a parabola. The parabola equation is
determined using the least square method, and the values of the friction angle and coherence from the
equation of tangent to this parabola in the assigned point. A MOHR computer program was developed,
according to which we calculate the values of friction angles and coherence.

Furthermore, examples of practical application of the worked out program and analysis of obtained
results for several exemplary Carboniferous rocks from the Upper Silesian Coal Basin have been
presented. The investigations were conducted in the triaxial stress state, using a rigid machine, which
enabled to determine the strength properties of cohesive rocks (precritical stage) and fissured rocks
(postcritical stage). For the analysis of results the discussed computer program was used. From the
equation of the parabolic envelope of Mohr’s circles for the given type of rock by means of the method
of tangent to the envelope, the change of the internal friction angle and change of coherence in the normal
stress function were determined.

WPROWADZENIE

W projektowaniu podziemnych robot gorniczych niezbgdna jest znajomo$¢ war-
tosci fizyko-mechanicznych parametréw skat zalegajacych w warunkach naturalnych,
przede wszystkim wytrzymalos$ci na Sciskanie i $cinanie. Zwykle warto$ci te uzyskuje
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si¢ na podstawie badan probek skalnych w warunkach laboratoryjnych podczas
jednoosiowego lub trojosiowego stanu naprgzenia, przy czym glebokos$¢ zalegania
skat symuluje si¢ za pomoca ci$nienia okolnego.

Na og6t wytrzymato$¢ na Scinanie jest przedstawiana za pomoca dwoch parame-
trow: kata tarcia wewngtrznego i spojnosci.

Parametry te sa stosowane do okreslania nosnosci spagow, wielkosci oddziatywa-
nia skat na obudowe¢ wyrobisk korytarzowych i wybierkowych, i do obliczania
dzialajacych cisnien na obudowe szybow (Borecki, Chudek 1972). Sa one réwniez
wykorzystywane do okreslania szerokosci strefy spgkan (Wilson 1981, Brady-Brown
1985, Duncan Fama 1993, Kleczek 1994, Sanetra 2004). Znajomo$¢ kata tarcia
wewnetrznego 1 spdjnosci, szczegodlnie pokrytycznej, sa konieczne do projektowania
wyrobisk zlokalizowanych ponizej gltgbokosci krytycznej, gdzie wokot nich wytwarza
si¢ strefa plastyczna lub strefa spekan.

1. METODY WYZNACZANIA KATA TARCIA WEWNETRZNEGO
I SPOJNOSCI SKAL

Do wyznaczania kata tarcia wewngtrznego ¢ i spojnosci ¢ skat najczesciej jest
stosowana metoda stycznej do kot Mohra. Polega ona na wykresleniu, w uktadzie
wspotrzednych: naprgzenia $cinajacego Tt (rzedna), naprgzenia normalnego o
(odcigta), kot Mohra dla znanych warto$ci naprgzenia krytycznego i ci$nienia
okolnego (Kidybinski 1982, Bukowska i inni 1998, Majcherczyk 2000). Dla uzyska-
nych kot wyznacza si¢ obwiednig, a nastepnie wykresla si¢ styczna do obwiedni. Kat
utworzony migdzy styczna i osia odcigtych odpowiada wartosci kata tarcia wewngtrz-
nego, natomiast odcinek utworzony przez przecigcie osi rzednych styczng jest
wartoscia spojnosci. Jest to jednak metoda subiektywna.

Najbardziej jednoznaczne okreslenie tych parametrow umozliwiaja metody obli-
czeniowe. Do takich nalezy metoda, zgodnie z ktora w uktadzie wspotrzednych p, ¢
(Bela i inni 1984) sa nanoszone kolejne punkty obliczone wedtug wzorow:

_©0,+o0, _ 0, +o0,

5 . q > (1)

gdzie:
p — potozenie $rodka kota,
q — maksymalne naprezenie styczne.

Dla otrzymanego wykresu punktowego wyznacza si¢ rownanie aproksymanty
q,=ptga+a (2)
z ktorego okresla sig kat tarcia wewngetrznego ¢ i spojnosci ¢, wedlug wzorow:

¢ =arcsin o 3)
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a

C =

“
cos P
W innej metodzie obwiedni¢ granicy wytrzymato$ci i obwiedni¢ wytrzymatosci
rezydualnej (resztkowej) w ukladzie wspotrzednych o,, 63 mozna aproksymowac
dwoma prostymi (Kovari i inni 1983) o réwnaniu

G, =m;p+b, (5)

gdzie:
m; — tangens kata nachylenia,
b; — rzedna punktu przecigcia wyznaczonej prostej z osia G,
p — cisnienie okoélne.

Parametry m; i b; stosuje si¢ do obliczania warto$ci kata tarcia wewngtrznego o;
1 spojnosci ¢; wedlug wzorow wynikajacych z teorii Coulomba:

om;—1
¢, = arcsin — (6)
m; +1
1—sm o,
¢, =b——+L (7
ZCos(p‘

Wedtug Talobra (Kleczek 1994, Pininska 1998) obwiedni¢ kot Mohra mozna
uzna¢ za krzywa zbudowana z trzech oddzielnych tukéw, przy czym tuk pierwszy
odpowiada utracie ciaglosci goérotworu na drodze poslizgu, tuk drugi odpowiada
zniszczeniu struktury gorotworu przez kruche peknigcie, a tuk trzeci — odksztatceniu
plastycznemu.

Fairhurst (Kteczek 1994) zaproponowat opis obwiedni okreslajacej krytyczny
stan gorotworu rownaniem paraboli, ktorej parametrami sa wytrzymatos¢ skaty na
jednoosiowe $ciskanie R. i rozciaganie R, przy zatozeniu, ze R./R, >4. Roéwnanie

paraboli wyraza wzor
2
= i+1—1 R|R -o (8)
R rl " r

Kryterium wytrzymato$ciowe w postaci obwiedni zaproponowane przez Brace’go
(Kteczek 1994) ma postac:
e w przedziale naprezen rozciagajacych

1=2JR €, —o_ ©)
e w przedziale naprgzen $ciskajacych

T=2R, +otgp (10)
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W przypadku skal karbonskich Gornoslaskiego Zaglebia Weglowego do pelnego
opisu kryterium wytrzymatosciowego mozna postuzy¢ si¢ réwnaniem obwiedni
(Kidybinski 1982), ktore ma postac

t=a(?+R,.E (11)

gdzie:
T — naprezenie styczne, MPa;
G — napr¢zenie normalne, MPa;
R, — wytrzymatos¢ na rozciaganie, MPa;
a, b — wspotczynniki liczbowe (dla wegla kamiennego: a = 18,3; b = 0,364; dla
piaskowca a = 21,3; b= 0,50).

Wedtug Dunikowskiego, Kormana i Kohslinga (1969) w przypadku skat kru-
chych warto$¢ ich spojnosci mozna odczytaé na osi T w migjscu przecigcia jej ze
styczna taczaca kota naprezen przy jednoosiowym rozcigganiu i jednoosiowym
Sciskaniu. Kat tarcia wewngtrznego odczytuje si¢ migdzy ta prosta a osia ©.
W przypadku skat plastycznych wartos¢ spdjnosci odcina na osi T styczna do
prostoliniowego odcinka obwiedni, a utworzony przez nia kat z osia o jest katem
tarcia wewnetrznego.

W badaniach piaskowcow krosnienskich, poddanych wysokim ci$nieniom, Luka-
szewski (2004) do wyznaczania obwiedni wytrzymatosciowej, wedlug kryterium
Coulomba-Mohra, wykorzystat lini¢ regresji okreslona metoda najmniejszych
kwadratow.

2. OBLICZANIE KATA TARCIA WEWNETRZNEGO I SPOJNOSCI SKAL
METODA STYCZNEJ DO OBWIEDNI KOL. MOHRA W POSTACI
PARABOLI

2.1. Wyznaczanie réwnania paraboli

Odlegtos¢ miedzy zadana parabola a okregiem obliczono wykorzystujac schemat
przedstawiony na rysunku 1.

Odlegtos¢ Odl, migdzy Srodkiem okrggu o promieniu R i wspdtrzednych (o, 0)
a dowolnym punktem na paraboli okreslonej rownaniem 1> = 2p(c — R,), korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa, obliczono z nastgpujacej zaleznosci

Odl ()= 2p€-R, 3 €, o (12)

Odlegtos¢ miedzy Srodkiem okrggu o promieniu R i wspotrzednych (o, 0) a pa-
rabola v = 2p(c — R,) wyznaczono jako minimum funkcji Odli(c). Obliczono
pierwsza pochodng funkcji (12) i po przyréwnaniu jej do zera otrzymano

~ ~
il €, ~p =\2p€,-p ~R 5 p> (13)
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1 =2p(c-R)

J2p(c-R)+(c, ~0)’

2,(c —R,

v

S

Rys. 1. Sposob obliczania odlegtosci miedzy parabolg i Srodkiem okregu
Fig. 1. Calculation method of distance between the parabola and circle center

Z powyzszej zalezno$ci oraz z rysunku 1 wynika, ze odlegtos¢ Odl, migdzy okre-
giem o promieniu R i $rodku o wspolrzednych (o, 0) a parabola wynosi

Odl:\/Zp ¢, » R rp R (14)

Wyznaczenie obwiedni kot Mohra w postaci rownania paraboli sprowadza si¢ do
okreslenia takiej wartoéci parametru p paraboli o rownaniu 1> = 2p(c — R,), dla ktérego
warto$¢ sumy kwadratow odlegtosci Odl, wyznaczonych wedlug wzoru (14), migdzy
okrggami (kotami Mohra) o promieniach R-; , i wspolrzednych s$rodkow (X .,)
a parabola ma minimalng warto$¢, co mozna zapisa¢ w postaci wyrazenia

S €0 n 50 n)| 1

gdzie n — liczba kot Mohra.

2.2. Wyznaczanie kata tarcia wewnetrznego i spojnosci

W celu okreslenia wartosci kata tarcia wewngtrznego ¢ i spdjnosci ¢ skaty
wyznaczono kierunkowe rownanie prostej (v = ax + b) stycznej do paraboli

> = 2p(c — R,) w punkcie o wspohrzednych (o, rS:,/2p($S —R, ), a nastgpnie
obliczono pierwsza pochodng prawej strony rownania paraboli

2t =2p, (16)
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=2 (17)
T

Aby prosta byla styczna do paraboli, musi zachodzi¢ rownos¢

a=2 (18)

gdzie 1, — rzedna punktu stycznosci.

Warto$¢ statej b w rownaniu prostej oblicza si¢ z zalezno$ci
b=1t,—ac, (19)

Na podstawie powyzszych wzoréow, podstawiajac pod o, zadana wartos¢ napreze-
nia ¢, mozna obliczy¢ warto$¢ kata tarcia wewngtrznego ¢ oraz wartos¢ spdjnosci ¢
dla danej probki skaly Znajac warto$¢ wspotczynnika kierunkowego a proste;j,
wyznacza sig¢ wartos¢ kata tarcia wewngtrznego ¢ skaty z zaleznos$ci

¢ = arc tan (a) (20)
a wartos$¢ spdjnosci ¢ skaty z zaleznosci

C=T,—ao, (21

2.3. Program komputerowy MOHR

W celu praktycznego wykorzystania opisanej metody opracowano komputerowy
program o nazwie MOHR (wer. 3.0), ktory zostat napisany w jezyku Visual Basic
i pracuje w $rodowisku MS Excel. Program ten na podstawie empirycznych wartosci
naprgzen G, i 3 pozwala na obliczanie warto$ci kata tarcia wewngtrznego o
1 spojnosci ¢ probki skaty dla zadanych wartosci naprezenia normalnego G,,.

Informacje wejsciowe do programu wprowadza si¢ do arkusza DANE. Moga one
by¢ zapisane do bazy danych (arkusz BAZA) stanowiacej integralna cze$¢ programu,
a nastgpnie w dowolnej chwili uzyte ponownie do obliczen. Wyniki obliczen sa
przedstawiane na arkuszu WYNIKI. W arkuszu tym sa pokazane kota Mohra wraz
z obwiednia w postaci paraboli oraz wykres przedstawiajacy zmiany wartosci kata
tarcia wewngetrznego 1 spojnosci w zaleznosci od warto$ci naprgzenia. W postaci
tekstowej jest prezentowane roOwnanie paraboli oraz wartosci kata tarcia wewnetrzne-
go 1 spojnosci dla zadanych warto$ci naprezenia.

Arkusz do wprowadzania danych (arkusz DANE) przedstawiono na rysunku 2,
natomiast przyktadowe wyniki obliczen (arkusz WYNIKI) na rysunku 3.
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Rys. 2. Arkusz wprowadzania danych w programie MOHR
Fig. 2. Sheet of data introduction in the MOHR program

e e A
o ME

Rys. 3. Arkusz wynikow w programie MOHR
Fig. 3. Sheet of results in the MOHR program
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3. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Badania laboratoryjne probek skat, w tréjosiowym stanie naprezenia, wykonywa-
no w sztywnej maszynie wytrzymalosciowej typu MTS 810 NEW metoda
konwencjonalnego $ciskania G, # 6, = o3 ze stata predkoscia odksztalcenia osiowego
£=10"s", to znaczy predkoscia odpowiadajaca odksztalcaniu sig skal w sasiedztwie
wyrobisk eksploatacyjnych oraz przygotowawczych (Kwasniewski 1986), przy
zadanym cisnieniu okdélnym od 0 do 70 MPa. W badaniach stosowano komorg
cisnieniowa 70 MPa, typu KTK produkcji UNIPRESS oraz kompresor typu U2
umozliwiajacy utrzymywanie statego cisnienia podczas badania.

Przyktadowe wyniki badan dwoch karbonskich piaskowcoéw $rednioziarnistych
oraz dwoch wegli kamiennych, ktore wystepuja w Gornoslaskim Zaglebiu Weglo-
wym:
piaskowca ze stropu poktadu 207 w kopalni ,,Piast” (probka 1),
piaskowca ze spagu poktadu 419 w kopalni ,,Sosnica” (probka 2),
wegla z poktadu 502/1 w kopalni,,Polska Wirek” (prébka 3),
wegla z poktadu 510 w kopalni ,,Niwka Modrzejow” (probka 4)
oraz réwnania parabolicznych obwiedni kot Mohra dla skat zwieztych (t* = 2p (o, —
R))) i spekanych (t* = 2p 5, ) obliczono za pomoca programu komputerowego MOHR
i zestawiono w tablicy 1.

Tablica.1. Zestawienie réwnan parabolicznej obwiedni k&t Mohra dla skat zwieztych i spekanych

Numer ok, MPa .

Typ skaly prébki przy p = 0 MPa Skata zwiezta Skata spekana
Piaskowiec 1 262 2= 36,82 (Gn + 2,00) 2= 28,16Gn
srednioziamisty 2 1224 2= 116,96 (o + 8,60) 2= 32,7200

, 3 24,4 72=30,90 (on + 1,30) 12=16,380n
Wegiel

4 48,0 12=41,16 (on + 2,20) 12=21,64cn

Znajac rownanie paraboli obliczono zmiang warto$ci kata tarcia wewngtrznego @
w funkcji naprezenia normalnego o, dla zwigztych i spekanych piaskowcoéOw srednio-
ziarnistych (rys. 4 i 5) oraz wegli (rys. 6 i 7). Podobnie mozna obliczy¢ zmiang
spojnosci w funkcji naprezenia normalnego.

Zalezno$¢ migdzy katem tarcia wewngtrznego a naprezeniem normalnym dla
badanych skat zarowno zwigztych (faza przedkrytyczna), jak i1 spgkanych (faza
pokrytyczna) w zakresie stosowanego cisnienia okolnego (0—70 MPa) najlepiej
opisuje funkcja potggowa (tabl. 2).
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Rys. 4. Zalezno$¢ ¢.w = flon) dla piaskowcow Srednioziarnistych: 1, 2 — numery probek jak w tablicy 1, 2w — kat
tarcia wewnetrznego skaty zwieztej, n — naprezenie normalne

Fig. 4. Relationship ¢zw = f(on) for medium granular sandstones: 1, 2 — sample numbers as in Table 1, ¢zw — internal
friction angle of cohesive rock, an — normal stress
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Rys. 5. Zalezno$¢ ¢sp = f(on) dla piaskowcdw Srednioziamistych: 1, 2 — numery probek jak w tablicy 1, @zw — kat
tarcia wewnetrznego skaly zwiezlej, on — naprezenie normalne

Fig. 5. Relationship @sp = f(os) for medium granular sandstones: 1, 2 — sample numbers as in Table 1, ¢zw — internal
friction angle of cohesive rock, an — normal stress
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.., stopnie
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Rys. 6. Zalezno$¢ @zw = flon) dla wegli: 3, 4 — numery probek jak w tablicy 1, @zw — kat tarcia wewnetrznego skaty
zwiezlej, on — naprezenie normalne
Fig. 6. Relationship @zw = f(an) for coals: 3, 4 — sample numbers as in Table 1, ¢w — internal friction angle
of cohesive rock, a» — normal stress
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Rys. 7. Zalezno$¢ @sp = flon) dla wegli: 3, 4 — numery prébek jak w tablicy 1, ¢zw — kat tarcia wewnetrznego
skaly zwieztej, on — naprezenie normalne

Fig. 7. Relationship @sp = f(0n) for coals: 3, 4 — sample numbers as in Table 1, ¢z — internal friction angle
of cohesive rock, G» — normal stress

Tablica 2. Zalezno$¢ migdzy katem tarcia wewnetrznego a naprezeniem normalnym
zwieztych i spekanych piaskowcow oraz wegli

Numer .
Typ skaly prébki Skata zwiezta Skata spekana
Piaskowiec 1 ¢ = 114,836,042 @y = 114,800, 04
srednioziarnisty 2 0. = 118,786,032 0y = 119,28, 0+
) 3 ¢., = 109,626,042 Qg = 97,196,704
Wegiel
4 ¢ = 113,436,040 ¢y, = 106,336,045

Zastosowany program umozliwia uzyskanie wykresu zaleznosci kata tarcia we-
wngtrznego 1 spojnosci od naprezenia normalnego rownoczesnie dla skaty zwigztej,
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jak 1 spegkanej. Przykltadowo na rysunku 8 przedstawiono zaleznos¢ ¢ = f(c,)
odpowiednio dla zwieztego i spgkanego piaskowca $rednioziarnistego (probka 2) oraz
wegla (probka 4).

70 70

60 60

50 50
2 KO
§ 40 S 40

o)
5 30 +5 30
- - .,
S 20 S-20 S ———— a
2 -'-."“"-\.-.._:H-u-.
10 4 b 10 b
0 : : | | 0 - : .
0 50 100 150 200 250 300 0 25 50 75 100 125 150
On, MPa on, MPa
PIASKOWIEC SREDNIOZIARNISTY WEGIEL
Rys. 8. Kat tarcia wewnetrznego skaty zwieztej i spekanej jako funkcja naprezenia normalnego:
a - skata zwiezta, b — skata spekana
Fig. 8. Internal friction angle of cohesive and fissured rocks as a function of normal stress:
a - cohesive rock, b - fissured rock

PODSUMOWANIE

Przedstawiona metoda obliczania kata tarcia wewngtrznego ¢ i spojnosci c skaty,
za pomoca stycznych do obwiedni kot Mohra w postaci paraboli, pozwala w jedno-
znaczny sposob obliczy¢ te parametry dla réznych warto$ci napr¢zenia normalnego.
Dzigki temu mozna porownywaé ze soba wartosci @ 1 ¢ dla probek pochodzacych z tej
samej skaty, jak i pochodzacych z r6znych skat.

Program komputerowy MOHR, ktérego algorytm bazuje na opisanej metodzie,
umozliwia na podstawie empirycznych warto$ci naprezen o, i o3 skaly, szybko
i jednoznacznie oblicza¢ wartosci kata tarcia wewngtrznego ¢ i spdjnosci ¢ dla
zadanych warto$ci naprezenia normalnego o, (Sanetra 2005). Umozliwia rowniez
zapisywanie informacji wejsciowych do bazy danych oraz ich pdzniejsze wykorzysta-
nie do przeprowadzenia powtornych obliczen.
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