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MODEL MATEMATYCZNY I ANALIZA
UKLADU NAPEDOWEGO SILNIKA INDUKCYJNEGO
Z DLUGIM ELEMENTEM SPREZYSTYM
DLA PARAMETROW ROZLOZONYCH

W pracy przedstawiono analiz¢ uktadu napgdowego silnika indukcyjnego z dlugim elementem
sprezystym. Element sprezysty przedstawiono jako uktad o parametrach roztozonych. Réwnania réz-
niczkowe stanu elektromechanicznego przedstawione w postaci normalnej Cauchy’ego. Wyniki sy-
mulacji komputerowych sa wykorzystane dla analizy predkosci katowych maszyny asynchronicznej
i roznych punktow linii watu a takze analizy pradow, momentéw rozruchowych oraz momentow
sprezystych, ktore wynikaja z linii watu napgdu.

1. WSTEP

Budowa i analiza modeli matematycznych napedéw elektrycznych sa jednymi
z najbardziej podstawowych problemoéw elektrotechniki stosowanej. Jest oczywistym,
ze efektywnie opisa¢ takie modele mozna wylacznie droga potaczenia elektrycznego
i mechanicznego poduktadéow [1]. Takie potaczenie jest mozliwe na dwa sposoby.
Pierwszy sposob polega w dekompozycji jednolitego uktadu elektromechanicznego na
podstawie zasady zachowania energii, a drugi sposob — w bezposrednim budowaniu
modeli na podstawie podej$¢ wariacyjnych [1, 3]. W zaleznosci od typu zadania wy-
korzystywana jest jedna z wymienionych zasad. W niniejszej pracy zaproponowano
podejscie pierwsze. Podzielono uktad elektromechaniczny na dwa odregbne poduktady —
elektryczny i mechaniczny. Dla kazdego z tych poduktadéw zapisano réwnania stanu na
podstawie podstawowych praw fizyki. Polaczenia wymienionych poduktadéw przepro-
wadzono przez réwnanie rownowagi momentow elektrycznych i mechanicznych [4].

* Politechnika Czgstochowska, Wydziat Elektryczny, Politechnika Lwowska, Katedra Mechaniki.
** Wydziat Elektryczny, Politechnika Czgstochowska.
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Matematyczny model silnika asynchronicznego reprezentowany jest przez rowna-
nia obwodow elektromagnetycznych dla stojana i wirnika [1], a model czg$ci mecha-
nicznej przez rownanie drgan skretnych linii watu o roztozonych parametrach mecha-
nicznych. [5]

2. MODEL MATEMATYCZNY

Réwnania stanu elektromagnetycznego silnika opisuja zaleznosci [1]:

di . .
7: = Ag(ug — Rgig) + AgII(=Q¥p — Ryiy) (M
cfi;f =TT Aps (ug — Ri) + T Age TN(=Q¥ — i) + Qe 2)
- 2 | sin(y + 21/ 3) . —siny 3)
\/§ siny —sin(y —27/3)
M, = \/gpo (igAiSB - iI?BiSA )/t (4)

po — liczba par biegundéw; m — predkos¢ obrotu wirnika.

Model matematyczny proces6w mechanicznych we wspominanym uktadzie anali-
zowano rozpatrujac dtuga sprezysta lini¢ walu, do koncoéw ktorej przytozono z jedne;
strony moment elektromagnetyczny silnika napgdowego, a z drugiej moment obciaze-
nia okreslony dowolna funkcja (patrz rys. 1).
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Rys. 1. Schemat analizowanego napgdu
Fig. 1. The diagram of the analyzed drive

Roéwnanie opisujace procesy mechaniczne w dtugim sprezystym wale przedstawia
zaleznos¢: [1, 2]
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gdzie G — modut pr¢znosci poprzecznej; & — wspotczynnik rozproszenia wewngtrzne-
go w linii watu; x — biezaca wspotrzedna wzdhuz linii watu; p — gesto§¢ materiatu wa-
hu; Jp — biegunowy moment bezwtadnosci linii watu.

Schemat obliczeniowy dyskretyzacji linii watu przedstawiono na rys. 1.

Zalezno$¢ (5) przyjmuje rzeczywisty sens tylko w przypadku zadania warunkow
brzegowych oraz poczatkowych. Warunki brzegowe wynikaja z zasady D’ Alamberta,
tj. z rdwnan rownowagi momentow na granicach watu [1, 2, 4]. Tak, dla lewej i pra-
wej granicy warunki brzegowe okreslone sa zaleznosciami (6) i (7):

*¢ dp . ¢
X G X E Y M 6
e P ox ‘:axat E ©)

¢ dp . 0’9
5.2 067 P 2P 7
* o1 P ox ‘t’axat 0 )

Metodami rozwiazania podobnych zadan sa metody elementéw skonczonych
1 rdznic skonczonych. W tym przypadku wykorzystano metodg réznic skonczonych
w sensie metody prostych tzn., ze pochodne przestrzenne dyskretyzujemy metoda
prostych, i dalej zwyczajne dyskretyzowane rownania catkujemy metodami Runge—
Kutta.

Dyskretyzowane rownanie (5) ze wzgledu na rys. 1 okreslone jest zaleznos$cia:

2
0 (El = a('Oi — g Piy 2(P12+ Do + & ®;_ 20‘)1 2+ @4 , i= 1’ 2’ - 90. (8)
o ot p  (Ax) pJ, (Ax)

Rozwiazujac razem wyrazenia (6)—(8), otrzymano komplet rownan opisujacych
cze$¢ mechaniczna:

do, _ 2(M yAx—J,G(9; —9,) —E(0; —,))

, (€))
dt (J,pAx+2Jz)Ax
o, _G Q=20+ iy & @ =2040um _p3 g9 (10)
i e Ml ()
dwgy _ 2(=M pAx +J ,G(Pg9 = Pgp) + E(g9 — ©g)) (11

dt (J,pAx+2J;)Ax
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Moment obciazenia opisano funkcjg aproksymacyjna opisang zaleznoscia:
M,=225T0+74-10°0’ +1,1-10" ®’ (12)

Potaczenia modeli matematycznych poduktadéw elektrycznych i mechanicznych
rozpatrywanych powyzej przedstawia kompleksowy model analizowanego uktadu
napgdowego.

2. WYNIKI SYMULACIJI KOMPUTEROWYCH

Dla analizy elektromechanicznych proceséw przejsSciowych wykorzystano naste-
pujacy uktad: silnik asynchroniczny przez dlugi wat sprezysto-dyssypacyjny obraca
element wykonawczy o zadanej charakterystyce obciazenia. Silnik asynchroniczny
o danych Py = 320 kW; Uy =6 kV; Iy =39 A; oy =740 s, po = 4, Jx = 49 kg- m’,
Rs=127Q, Rr=131Q,05=389H", ag=357H". Krzywa magnesowania silni-
ka dana w postaci: \,, = 12,4 arctg (0,066i,,). Parametry dhugiego watu: G = 8,1-10"
Nm, p = 7859 kg/m’, d = 0,05 m, L = 4,45 m, £ =0,5 N-m*s, Ax = 0,05 m. Jy =
50 kg-m’. Przyjeto dwa przypadki obliczeniowe. W pierwszym poddano analizie
procesy przejéciowe napedu asynchronicznego podczas rozruchu. W drugim analizo-
wano procesy przejsciowe napedu podczas nawrotu.

Na rysunkach 2 i 3 pokazano przestrzenno-czasowy rozklad predkosci obrotowej
weztow dyskretyzacji sprezystego watu w roéznych zakresach czasu dla rozruchu
i nawrotu. Wymienione rysunki pokazuja predkosci wszystkich punktow dyskretyza-
cji dlugiej sprezystej linii watu.
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Rys. 2. Przestrzenno-czasowy rozktad predkosci obrotowej wezlow dyskretyzacji
sprezystego walu w zakresie czasu ¢ € [0; 0,6] s (a), € [4,8; 5,4] s (b) dla rozruchu
Fig. 2. The distribution in space and time of the rotational speed for discrete pairs of the elastic shaft
in time intervals ¢ € [0; 0,6] s (a), ¢ € [4,8; 5,4] s (b) during starting the motor
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Rys. 3. Przestrzenno-czasowy rozktad predkosci obrotowej wezlow dyskretyzacji
sprezystego watu w zakresie czasu ¢ € [4,8; 5,4] s (a), ¢ € [10,2; 10,8] s (b) dla nawrotu
Fig. 3. The distribution in space and time of the rotational speed for discrete pairs of the elastic shaft
in time intervals ¢ € [4,8; 5,4] s (a), ¢ € [10,2; 10,8] s (b) during reversing the motor

Rysunki 4 i 5 przedstawiaja przebiegi czasowe pradu w uzwojeniu fazy 4 i mo-
mentow elektromagnetycznego i sprezystosci podczas rozruchu uktadu napedowego
1 pracy nawrotnej. Wida¢ tu istotny wptyw fali sprezystej na wielkos$¢ oscylacji pradu
1 momentu w weztach analizowanego uktadu.
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Rys. 4. Przebiegi czasowe pradu i momentu elektromagnetycznego silnika dla rozruchu
Fig. 4. The current and electromagnetic torque of the started motor versus time



229

a) b)
isa, A
30— Mg, kNm
20
10|
07
-104
t,s 7
\ \ \ \ 1 ts
0 4 8 12 16 20 I I I |
0 4 8 12 16

Rys. 5. Przebiegi czasowe pradu i momentu sprezystosci migdzy weztami nr 1 1 nr 2 dla nawrotu
Fig. 5. The current and elastic moment between kinematic pairs No. 1 and No. 2 of reversed motor
versus time

3. WNIOSKI

Z wynikoéw przeprowadzonych obliczen mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

— modelowanie matematyczne i analiza proceséw przejsciowych w skompliko-
wanych uktadach elektromechanicznych, w ktorych wystepuja dlugie potacze-
nia sprezyste nalezy prowadzi¢ na podstawie roéwnan o roztozonych parame-
trach mechanicznych, ze wzgledu na ich doktadnos$¢,

— procesy oscylacyjne w czgsci mechanicznej, ktore wystepuja podczas rozruchu
1 nawrotu w istotnej mierze wplywaja na procesy elektryczne w silniku nape-
dowym, co potwierdza koncepcje elektromechanicznego przetwarzania energii.
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MATHEMATICAL MODEL AND ANALYSIS OF THE INDUCTION MOTOR
WITH A LONG ELASTIC ELEMENT CONSIDERING DISTRIBUTED PARAMETERS

In the paper the analysis of the induction motor with a long elastic element is presented. The elastic
element is considered as a system with distributed parameters. The differential equations of an electro-
mechanical state are presented as the Cauchy’s standard form. The results of computer simulations are
used in order to analyze the angular velocities of an asynchronous machine and various points of the shaft
lines as well as in order to analyze currents, starting torques and elastic moments occurring in the line of
the drive shafts.
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