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APROKSYMACJA CZASU TRWANIA
ZYCIA W POPULACJACH NIEJEDNORODNYCH

W demografii jak tenaukach aktuarialnych od dawna trwa dyskusja maatetego, czy
istnieje uniwersalne prawo opigiie proces wymierania populacji. Od wielu lat czyicg
préby znalezienia takiego prawa. Mim@ proponowano wiele funkcgadna z nich nie opisuje
wystarczagco doktadnie rozktadu empirycznego. Trudihtkwi w tymze populacja ludzka jest
niejednorodna i do opisu umieralfw trzeba stosowamieszank réznych rozktadow.

W pracy przedstawiona jest proba opisania diejéycia populacji nezczyzn polskich
w roku 2009 za pomgcmieszanki rozktadéw Gompertza, Weibula, gammandomalnego.
Parametry rozktadéw oraz wagi mieszanki wyznachede metod minimum chi-kwadrat.

Stowa klucze:model trwaniezycia, smiertelna¢, mezczyni, mieszanka rozktadéw, niejedno-
rodnasé

WSTEP

Podstawow wielkoscia w analizie przeycia jest czas, jaki uptywa do momentu
smierci jednostki. Wielkéc ta jest nieujemmzmienmy losows, ktora zwykle oznacza si
symbolemT,, gdzie x jest wiekiem osoby i charakteryzuje $ za pomog dystrybu-

anty:
F (t) = P(T, < x+1T, > X) = F(t) = P(T, <t) (1)
Wartas¢ dystrybuanty F, {( ) w punkcie t, oznacza prawdopodoliigwo, ze

osoba w wiekw przezyje nie wkcej niz t, lat. Inra charakterystyk zmiennej losowe;j
T, jest funkcja gstdéci, ktéra z dystrybuaatzwiazana jest nagpujaco:

fO=F.0 2)
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gdzie:
F,; (t) oznacza pochodrfunkcji F,(t).

Do charakteryzowania czasycia wykorzystuje s réwniez funkcje przezycia
S, (t), okre&slona w nastpujacy sposob:

S.(t) = P(T, > x+1[T, > x) =1-F,(t) 3)

Podstawowym naezlziem analizy czasu przgcia jest funkcja intensywnoi,
ktGra wyraa Skt nasgpujacym wzorem:

L0 _d,

HO= 5 o™ ot

nS,(t) 4)

Funkcja intensywnizi w sposob jednoznaczny wyznacza funkgjstasci i dys-
trybuant zmiennej losowefl, . Wzor (4) mana tez zapis& nastpujaco:

S.(t)= exp(iu (s)is 5)

Funkcja intensywn&ei maze by interpretowana jako ,tatwsd” zgonu w chwili
t (na jednostk czasu) pod warunkiem dgcia do chwili t, przyjmuje ona waroi
z przedziatu(0,«) . W prezentowanej pracy funkcja intensyweianie kgdzie wykorzy-
stywana.

1. TEORETYCZNE MODELE CZASU PRZE ZYCIA

Od dawna czynionea9roby opisania diugei czasuzycia za pomog znanego
rozktadu teoretycznego. Prezentowany artykutiyatk tego typu prac. Jego celem jest
opisanie trwaniaycia populacji mzczyzn polskich w roku 2009.

W rodziale tym przedstawiona sozktady teoretyczne wykorzystywane przy re-
alizacji zadania.

Pierwszym parametrycznym modelenycia wykorzystywanym do opisu popu-
lacji ludzkich byt model zaproponowany w roku 17@frez de Moivre’a [1]. Czas
przezycia T, w tym modelu opisywany byt za pompcozkiadu jednostajnego [10].
W chwili obecnej model ten nie jest stosowany, mawaczenie wyktznie historyczne.
Znacznie cgsciej do modelowania czasu p#zeia wykorzystywany jest model zapro-
ponowany w 1825 roku przez B. Gompertza [2, 4])7, 8

Funkcja gstasci i dystrybuanta rozktadu Gompertzarastpujace:
b
f(t)= exp[—;exp((yt) - Lexp(t) (6)

gdzie:
b>0y>0

F(t)=1- exp{—éexp((yt) -1) (7)
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Model ten najcgsciej zapisywany jest za pompunkcji intensywnéci, ktora
ma post&:

u®=py, t20, y>0, >0
Taka postamodelu uzasadniana byta przez Gompertza vwepiaisty sposob [1]:

Smiertelng¢ (intensywnéé zgonow) jest wynikiem dziatania dwoch rodzajow
przyczyn. Pierwsg przyczyre stanowa choroby, ktore dziatajtak samo na ludzi mto-
dych, jak i starszych. Tak wg liczba zgondéw z tych przyczyn nie zaleod wieku i jest
proporcjonalna do liczeb&oi populacji. Druga przyczyna zgondéw to spadek acki
cztowieka do przeciwstawianiagsimierci. Spadek odporgoi organizmu namieré
(witalnos¢) jest proporcjonalny do wieku.

Model Gompertza d@ dobrze opisuje rzeczywistintensywné¢ zgonow
w grupie wiekowej powsej 80 lat, jednak dla ludsoi mtodszej zgodni ta jest
Znacznie gorsza.

Powstato w¢c przypuszczenieze oprocz dwoch wymienionych istrigeszcze
inne przyczyny, ktore nie zostaty uwgdhione przy konstrukcji modelu i ktére powo-
duja, ze funkcja Gompertza nie opisuje dobrze intensydenempiryczne;.

Model ten w 1867 r. zostat zmodyfikowany przez Makma, ktory uwzal, ze
intensywnaé¢ zgondw w kadym wieku jest cgsciowo niezalena od wieku. Zakey
natomiast od pewnych czynnikéw, ktére oddziahanagq intensywn& w sposéb addy-
tywny niezalenie od wieku. Czynniki teaszagregowane i wygbuja w modelu w po-
staci statej, ktéra dodawana jest do funkcji Gortgaefl].

Otrzymany model nazywany jest prawem Gompertzakeflama i ma posta
dystrybuanta:

0 Xx<0
FO) = 1-ex;{(-ax-}—tj(eym —1)), x>0 (8)

gdzie:
az0b>0 y>0

Rozktad Gompertza jest szczegolnym przypadkiemtaolzk Gompertza — Ma-
kehama. Jeeli przyjmiemya = 0, otrzymamy rozktad Gompertza.
Gestas¢ zmiennej losowe] ma posta
0 x<0
F¥) =@+ beVX)exp{(-ax-}—ti(eyX —1)], x>0 ©)

Zaréwno model Gompertza, jak i Gompertza — Makehamkorzystywane $
do dzk. Oprécz tych omoéwionych modeli stosowanych do wgszerycia populacii
ludzkiej wykorzystywane tesy inne rozklady teoretyczne, ktére nawet nazywanpe s
prawamizycia, alezaden z nich nie opisuje dobrze rzeczywistych proeesmieralno-
$Ci.
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W dalszej cgsci pracy wykorzystywanedola jeszcze nagpujace rozktady: roz-
ktad Weibula, rozktad gamma i rozktad lognormalny.

Dystrybuanty i funkcje gstasci tych rozktadow maj nastpujaca postd:

Xx<0

0
F(Y)= 1’{(2]} (50 (10)

Funkcja gstasci rozktadu Weibula:
0,
a ( X]a—l ( Xja (11)
—|—=| exp-|—=| |, x>0
B\ B B

Dystrybuanta rozktadu gamma:

f(x) =

0 x<0
(@)
gdzie:
M (0,%) = [t Yexp( -t )dt
0
oraz >0,a >0
Funkcja gstasci rozktadu gamma okébona jest wzorem:
cax*expl )C()
f(x)= , x>0 13
& @ (13)
0 x<0
Dystrybuanta rozktadu lognormalnego:
0 x<0
F(X) = cl)[Inx—mj’ >0 (14)
o
gdzie:

vl X
q)(t)—!)Tﬂexr( 2)dx

N

Funkcja gstasci rozktadu lognormalnego ma posta
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1 _l(lnx—mjz <50
f(x)= XO~ 27 2 o ’ (15)

2. MODEL EMPIRYCZNY TRWANIA ZYCIA

Mimo ze od dawna czynione $roby skonstruowania funkgcji, ktora mogtaby
by¢ traktowana jako prawo opisige czaszycia, to jak do tej pory kiczyly sk one
niepowodzeniem.

Opracowano wic empiryczny model trwaniaycia, ktéry nazwany zostat tabli-
cami wymieralnéci. P&niej nazwa ta zostata zmieniona na Tablice Trwafyaia
(TTZ) [12]. W Polsce model ten konstruowany jest ostatm roku, osobno dla ¢-
czyzn, osobno dla kobiet. Tablice trwarnigia mezczyzn w Polsce w roku 2009 za-
mieszczonesw pracy jako zaicznik 1.

Model ten bazuje na nagujacych funkcjach biometrycznych [1, 5]:

- liczba daywajacych wieku x;

— liczba zmartych w wieku x;

— prawdopodobigstwo zgonu w wieku Xx.

Wiek x podawany jest w sposéb dyskretny w punktaeh0,1,2,...,c.
«w — jest to najstarsza grupa wieku i w polskictZTj@st ona réwna 100 lat.
|, — jest to liczba doywajacych wieku O lat, czyli poctkowa liczebné¢ populacii,
w polskich TTZ wynosi ona 100 000 oséb. W mjarptywu czasu nagbuje wymiera-
nie populacji, w wieku 100 lat liczebfiota jest bardzo mata i tablice nig lsontynu-
owane.

Najwazniejsz funkcja biometryczim sa wspoétczynniki zgonow, ktére wyzna-
czane § na podstawie wspoétczynnikéw zgondw obserwowanyabkresie dla ktérego
budowane stablice trwaniazycia. Na podstawie wspotczynnikow zgondw iana od-
tworzy¢ wszystkie funkcje biometryczne.

Istnieje zwazek medzy empirycznym modelem trwanigcia i modelem teore-
tycznym. Warté¢ gestaéci empirycznej czasuycia w wieku x oznaczond (x) jest
réwna nasfpujacemu ilorazowi:

f0=3% dia x= 01.2...100 (16)

gdzie:
d, jest to liczba zgonow w wieku x (czyli w przedzidl&x+1), natomiastl,
poczatkowa liczebné¢ badanej populacii. 2eli w wieku x zmartod, 0sob, to
znaczy,ze spérod 100 000 osold, przezyto x lat. Czstas¢ przezycia x lat

mozna wicC policzy ze wzoru (16). W pozostatych punktach przedziatu
(x,x +1)wartcs¢ funkcji gestasci empirycznej nie jest znana.
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Na rysunku 1 przedstawiony zostat histogram ddagaycia nezczyzn polskich
w 2009 roku wyznaczony na podstawie badanej pr@@yGDO nezczyzn.
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Rys. 1. Histogram eatcici dtugasci zycia
Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawieZlfezczyzn w 2009 r.

Na rysunku 2 przedstawiony zostat natomiast diagtamgasci zycia.
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Rys. 2. Diagram estdsci diugasci zycia wygtadzony numerycznie
Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawieZlfezczyzn w 2009 r.
Po wygtadzeniu diagramu otrzymuje fiinkcje ciagta.
3. BADANIE ZGODNO SCI ROZKEADU EMPIRYCZNEGO | TEORETYCZNEGO

Sprawdzimy teraz, czy badana proba pochodzi z populv ktérej czagycia
opisany jest za pomag,prawa zycia” Weibulla, czyli czy istnieje zgod§é miedzy
rozktadem przedstawionym na rysunku 2 i rozktadeordtycznym opisanym za po-
moa funkcji gestasci okreslonej wzorem (11).

Zadanie rozwgzemy, wykorzystujc test A -Kotmogorowa. Parametry rozktadu
Weibula estymowanegha metod, najwickszej wiarogodngzi [3, 10].
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Estymatoryda f3 parametrow rozktadu Weibula otrzymane metaodjwickszej
wiarogodndci (MNW) spetniaj rownania [6]:

x¥Inx — 1
-lnx = -
a

XC(

B= (e

(17)

gdzie:
g(x) oznaczaredni funkcji g(x).

Réwnania te mina rozwazat tylko numerycznie [6, 7]

W przypadku badanej populacji otrzymano ppsjce wartdci estymatoréw
rozktadu teoretycznego (obliczenia wykonano za pmnpoogramu z pakietu Matema-
tica):

a =575974
B =771482
Teoretyczna funkcjaggtasci ma wic posté:
0 x<0
576
P09 =1 0p75| -2 |exg -| == x>0 (18)
7715 7715

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy teoretycznaenpieycznej funkcji gsto-
§ci, natomiast na rysunku 4 wykresy dystrybuant.

0.03 1
, /<~
75 o /
78R\ 7
0.02 J “ /
7 /
0.015 Y | Empir 05 / Empir
l, x === Weibull 0.4 / === Weibull
0.01 . 03
0.005 / \. 02 /
| /—a‘/ \ o /
0 - ; ; : ) 0 : ‘/ ;
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Rys. 3. Teoretyczna i empiryczna Rys. 4. Dystrybuantaozktadu empirycznego
funkcja gestasci i teoretycznego

Zrodto: Opracowanie wiasne Zrédto: Opracowanie wiasne
Funkcja gstasci empiryczna i teoretyczna mdia siec we wszystkich przedzia-

tach wieku. Jeszcze bardziej widoczre réznice medzy dystrybuant empiryczma

i teoretyczm przedstawios na rysunku 4. Aby ocefistatystycznie istotr$o tych ré:-

nic dla wszystkich przedziatéw wieku, policzonamite migdzy wartgciami dystrybu-

anty empirycznej i teoretycznej. Wykresinic przedstawiony jest na rysunku 5.
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Rys. 5. Rénice midzy wartgciami dystrybuanty empirycznej i teoretycznej
Zrédio: Opracowanie wiasne

Jak wid& réznice te § dos¢ znaczne. Maksymalnaidica wysepuje w wiekux = 78
I wynosi okoto 0,048.

mxaﬁlfn(x) ~F(x) =0,048

gdzie:
F,(x) oznacza warkg dystrybuanty empiryczne] w punkcie X, natomiast
F(x)wartas¢ dystrybuanty teoretycznej w punkcie x.

Sprawdzimy teraz czy #bice te g na tyle due, ze hipoteza méwica o tym, &
préba statystyczna pochodzi z populacji o rozkiad¥eibulla powinna byodrzucona.
Do weryfikacji hipotezy o zgodnroi rozktadu teoretycznego i empirycznego wykorzy-
stany zostanie test —Kotmogorowa.

Statystyka testowa dla tego testu ma posta
A=+n ma#lfn(x) ~F(X) (19)

Przy zatgeniu prawdziwéci sprawdzanej hipotezy statystyka ta ma znany roz-
ktad ktory jest stablicowany zaréwno dla matej, jakuzej proby [10]. Test Kotmogo-
rowa jest testem prawostronnym, czyli hipetezednakowséci rozktadu empirycznego
I teoretycznego odrzucamy, gdy wadostatystyki testowej przekracza wadaokry-
tyczm. W rozpatrywanym przypadku wastoempiryczna statystykh —Kotmogorowa
jest rébwna 15,17 natomiast waidokrytyczna A, odczytana z tablic, odpowiadap
poziomowi istotnéci a = 005, jest rowna 1,36. &t wynika,ze hipotez o zgodnéci
rozktadu empirycznego i teoretycznego ungledrzuct. Oznacza toze czaszycia
w populacji nigzczyzn polskich w 2009 roku nie ma rozktadu Weibulla

Innym rozktadem wykorzystywanym do opisu czasgia jest rozktad Gom-
pertza, ktérego funkcjaegtaici okreslona jest wzorem (6).
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Na rysunku 6 przedstawiono wykresstgxci empirycznej i gstasci rozktadu
Gompertza, ktérego parametry wyznaczono met@jwickszej wiarogodngzi.

Estymatoryﬁ,\“/ parametrow funkcji gstasci rozkladu Gompertza spetnapastpujace
rownania [7]:

p=—V (20)
exp(x) 1
7% @XP(R) 1) = exp(R) (77 ~1) +1 (21)

Rownania te rozwizano numerycznie za pompprogramu z pakietu Matematica, uzy-
skujac nastpujace wart@ci estymatorow:

b=0,000136
y=0,08172
Funkcja gstasci prawa Gompertza ma ga posta:
f(t)= exr{—o,00166exp((0082t) -1) exp(0082)) (22)

Na rysunku 6 przedstawion@sics¢ empiryczn i gestas¢ rozktadu Gompertza,
natomiast na rysunku 7 przedstawiono dystrybuamty tozktadow.

0.03 7\ 0; /—
0.025 rl 0.8 /
/ \ 07 //
0.02 / \ 06 /
0.015 / Empir 0.5 / Empir
1’ \ ====Gompertz 0.4 / ====Gompertz
0.01 03
/ \ /

0.005 -""/ \ o ‘//

0 20 40 60 80 100 0 20 a0 60 80 100

Rys. 6. Funkcja gptaici rozktadu Rys. 7. Dystrybuanta empiryczna i teoretyczna

empirycznego i rozkladu Gompertza Zrédto: Opracowanie wiasne

Zrédio: Opracowanie wiasne

Wid&t, ze zgodné¢ gestasci empirycznej i teoretycznej jest bardzazdula po-
pulacji w wieku powyej 80 lat. Fakt ten zostat dawno zauwmay przez demograféw
i aktuariuszy [1].W pozostatych grupach wieku zgmdnjest znacznie mniejsza. Roz-
bieznoéci miedzy rozkladem empirycznym i teoretycznymznacznie mniej widoczne
na wykresach dystrybuant.

Sprawdzimy teraz za pompdestu statystycznega —Kotmogorowa istotnge
roznic migdzy tymi funkcjami. W tym celu policzymy wada F,(x)- F(x)dla
wszystkich wartéci x i przedstawimy je na rysunku 8.
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Rys. 8. Rénice midzy dystrybunt empiryczn i dystrybuant rozktadu Gompertza
Zrédto: Opracowanie wiasne

Jak mana odczytda z wykresu, maksymalna wasto réznicy wynosi okoto
0,015. S4d warta¢ statystyki testoweji, jest rowna: A, =+/100000[0,015= 4,73.
Wartai¢ ta jest weksza od wartéci krytycznej, ktGra przy poziomie istotém o = 005
wynosi 1,96. Hipotegz o tym, ze czaszycia populacji mana opisa rozktadem Gom-
pertza nalgy odrzuct.

Dalszych prob aproksymacjiegsfasci empirycznej gstcscia teoretycza nie
przeprowadzono. Uznange badana populacja nie jest jednorodna, a w takayppd-
ku na pewno nie znajdzieesiozktadu, ktory opisywatby rozktad empiryczny. |éig-
norodnd¢ populacji oznaczaze populacja sktadagsiz pewnych grup jednostek [19].
Wszystkie jednostki w grupie charakterygsije takim samym rozktadem trwanigcia.
Jednostki te zostaty wymieszane i niezm@ odr@nié, ktora jednostka natata do kté-
rej grupy. Powstatl nowy rozktad (mieszanka), ktoretystrybuanta oznaczona jest
G(x). DystrybuantaG X )jest mieszank rozktadow o dystrybuantaclks; x (z)po-
szczegOlnych grup, przy czym udziat rozktadow paegbinych grup w mieszance, jest
proporcjonalny do liczebrioi tych grup. Liczebngi te nie § znane.

DystrybuantaG X jna post&
G(X) = X WG, (X) (23)
i=1

gdzie:
m - liczba grup av, udziat poszczegoélnych grup w mieszance.
Nieznane parametry rozklads( x ) estymowane dwla metody minimum chi- kwadrat [7].

Statystyka chi-kwadrat, ktorathzie minimalizowana, ma naplijaca posta:

2 _k(n _n7Ti)2
X =z Nt

(24)

dzie:

) k oznacza liczb przedziatéw, na ktore zostaty pogrupowane waitamiennej
losowej, T, 0znacza prawdopodoliistwo, ze warté¢ zmiennej o dystrybuancie
G(x)naley do przedziatu i-tegopn; zaobserwowana liczba obserwacji ate
cych do przedziatu i-tego.
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Rozpatrzymy najprostszy przypadek, gdy populacfadsk s¢ z dwéch grup,
rozktad diugéci zycia w pierwszej grupie opisany jest za pomoozkiadu Weibulla
(dystrybuanta ok&ona wzorem (10), natomiast w grupie drugiej za paprozkiadu
Gompertza (dystrybuanta oklena wzorem (7)).

Rozktad mieszanki okéony jest za pomagcnastpujacej dystrybuanty:

G(x)=W1(1—exp(—}—ki(e"x—1))+wz (1—exp(—(%)”) da x> 0 (25)

Rozktad G k) =zaleey od pkciu parametrow w b y,B ,a Udziat
w, =1-w;. Statystyka chi-kwadrat, ktoragdlzie minimalizowana w rozpatrywanym
przypadku ma nagbujaca posta:

, 9(d -1 )2
x=E @9

gdzie:
d;, jest to obserwowana liczba zgondéw w i-tym przelézmieku odczytana

z TTZ,1, pocatkowa liczebné¢ populacji, czyli 100 000, natomiast
7% =1, (G(i +1D) - G(i)) (27)

Zadanie minimalizacji statystyki® polega na znalezieniu takich wab pa-
rametréw rozkladuG X ,) aby funkcja okrdona wzorem (26) miata wareé jak naj-
mniejsz. W rozpatrywanym przypadku funkcja ta zal@d pkciu parametrow (zmien-
nych), a wec naley znale¢ ekstremum funkcji gciu zmiennych. Zdanie to zostato
rozwigzane numerycznie za pomggrogramu z pakietu Matematica.

Wartaici parametréw minimalizape wartdé statystykix? sa nastpujace:
a = 6124

Minimalna wartg¢ statystykix ?jest rowna:x°=419,204

Wykresy gstasci empirycznej i teoretycznej (mieszanki rozkladon@pertza
I rozktadu Weibulla) przedstawione sa rysunku 9.
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Rys. 9. Wykres gstasci empirycznej i gestei mieszanki

Zrédto: Opracowanie whasne

Statystykay >wykorzystania zostanie do weryfikacji hipotezy mdgdici roz-
ktadu teoretycznego okdlenego nasfpujaco:

6124
G(x) = 096031 exp(-0,00155e 8% — 1)) + o,0397(1—exp(—(Lj ) (28)
59308

Jezeli préba pochodzi z populacji 0 rozktadz@&(x), to statystykax?ma roz-
ktad chi-kwadrat z 94 stopniami swobody [3, 10]i&lkrytyczny jest prawostronny,
czyli hipotez zerows odrzucimy, gdy wart® statystyki testowej przekroczy peavn
wartas¢  krytyczrm zalezna od poziomu istotréei. Przy poziomie istotriwi
a = 005wartas¢ krytyczna odczytana z tablic rozktadu chi-kwadest rowna 117,63
[13]. Otrzymana empiryczna waftostatystykix? jest rowna 419,24, a wg znajduje
sig¢ w zbiorze krytycznym. Oznacza tée na poziomie istotrdci a = 005 hipotez
o tym,ze czas trwaniaycia populacji mzczyzn jest mieszankd6% jednostek, ktérych
czaszycia ma rozktad Gompertza i 4% jednostek, ktéryzhseycia ma rozktad We-
ibulla nalezy odrzuct.

Powstaje podejrzenige w populacji § jednostki, ktérych czasgycia opisany
jest innym nk poprzednio zmieszane rozktady. Rozpatrzmy terasnaink trzech roz-
ktadow Weibulla, Gompertza i rozktadu gamma. Estgmatparametrow mieszanki
otrzymane metagdminimum chi- kwadratsgsnastpujace:

parametry rozktadu Weibulla 819, ,@: 5905

a
parametry rozktadu Gompertza b =0,0001 y=0, 08544
parametry rozktadu gamma a=18326 C¢= 1164

waga, z jalk wchodzi do mieszanki rozktad Weibulla w, =0, 0638
waga z jak wchodzi do mieszanki rozktad gamma w, =0, 006148

waga, z jalk wchodzi do mieszanki rozklad Gompertzaw, = 093
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Wartai¢ statystyki chi-kwadrat jest rowng® =133 731

Z przeprowadzonej estymacji wynikege w analizowanej populacji 93% populacji cha-
rakteryzuje si dlugcicia zycia podlegajca rozktadowi Gompertza, 0,6 % populacji ma
rozklad trwaniazycia opisany rozktadem gamma i 6% populacji chagkuje st
trwaniemzycia opisanym za pomacozktadu Weibulla. Ponieweaestymowanych byto

8 parametréw rozktadu mieszanki, to statystyéana rozktad chi-kwadrat z 91 stop-
niami swobody. Wart@ krytyczna przy poziomie istotdoi a = 005 jest réwna
117,632, a przy poziomie istotfw a = 002 jest rowna 120,801

Wykres funkcji czstadsci rozktadu empirycznego iegtasci rozktadu mieszanki
przedstawiono na rysunku 10.
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Rys. 10. Rozktad empiryczny i rozktad mieszankettz rozktadow
Zrédto: Opracowanie wiasne

Wydaje st¢, ze rozklad teoretyczny (mieszanka) zaznaczony nankys linia
przerywan i rozklad empiryczny zaznaczony kntiagta przebiegaj niemal identycz-
nie. Jgli jednak przeprowadzimy weryfikagjstatystycza hipotezy o zgodni tych
rozktadow to, okze sk, ze zaréwno na poziomie istotfw o = 005, jak tez na pozio-
mie istotndci a = 002 hipotez te trzeba odrzuci gdyz wartas¢ statystyki testowej,
ktéra rowna jest 133,71, w obu przypadkach znajdigi@v zbiorze krytycznym. Ozna-
cza to,ze w sklad mieszanki rozktadu teoretycznego wchgdgzcze inne rozkfady.
Sprébujmy zwikszye sktadniki mieszanki o rozktad lognormalny. Jestdaktad nie-
ujemny zaleny od dwoch parametrow. Funkcjasgsci tego rozktadu okidona jest
wzorem (15) [3]. W tym przypadku rozkiad teoretygardzie zaleat od 11 parame-
trow.

Estymatory tych parametréw wyznaczone wediug knyteriminimalnegox? s
nastpujace:

Estymatory parametréw rozktadu Weibulla a = 9505 [3 = 5699
Estymatory parametréw rozktadu Gompertza b=0,00011 Y= 0,084
Estymatory parametréw rozktadu gamma a= 4677 c= 0439
Estymatory parametréw rozktadu lognormalnegi = 4156 c = 0046
Waga, z jalk wchodzi rozktad Weibulla w, =0, 044
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Waga, z jalk wchodzi rozktad gamma w, =0, 0044
Waga, z jalk wchodzi rozktad lognormalny w, =0, 00747
Waga, z jalk wchodzi rozktad Gompertza w, =0944
Wartai¢ statystyki x% =108 846
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Rys. 11. @stas¢ empiryczna i gstas¢ mieszanki czterech rozktadéw

Zrédto: Opracowanie whasne

W ostatnim rozpatrywanym przypadku statystyka ma rozktad chi-kwadrat
z 88 stopniami swobody. Waktokrytyczna odczytana z tablic przy poziomie istétno
a = 005 réwna jestx2 =110898, natomiast przy poziomie istotéw o = 002 war-
tos¢ ta rowna jestxg =117340. Przy obu poziomach istotfm warteg¢ empiryczna
znajduje st w zbiorze przycia sprawdzanej hipotezy. Takeeimazemy stwierdzt, ze
rozklad czasuycia mezczyzn w Polsce w roku 2009 jest mieszagkterech nieujem-
nych rozkladéw zmiennych losowycfwiadczy to o tymze populacja jest bardzo sil-
nie zr&nicowana. Ale te z udzialtdw poszczegolnych rozkladdéw w mieszancaikeay
ze najweksz podgrupa w tej populacji bo stanowta az 94,4%, § mezczyzni, ktérych
czaszycia opisany jest rozkladem Gompertza. Mimdest to grupa bardzo liczna to
jednak jej rozktad nie reprezentuje catej populacji
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APPROXIMATION OF SURVIVAL
FUNCTION FOR HETEROGENEOUS POPULATIONS

Summary

For a long time demographers and actuaries havenloktiberating the issue of the laws of life.
A number of proposed survival functions turnedtodie unsatisfactory when they were applied
empirically. One of the ways to overcome the diffies is to modify the general survivfahc-
tions by introducing an additional formula charagzng the frailty of individuals. Another way
is to use a mixture of appropriate distributions.this contribution the latter approach to de-
termine the survival time of men in the Polish gapan in 2009 is applied.

Key words:lifetime model, death rate, men, mixture of disttions, heterogeneity
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Zatacznik 1
W .
Tabela 1. Tabela trwanigcia 2009
56

TABL.A. TABLICA TRWANIA ZYCIA 2009 OGOLEM MEZCZYZNI
LIFE TABLE OF POLAND 2009 TOTAL MALES

Liczbs o T Ludr!oéc sfacjonarna Przecigtne

- e mns Prawdopodobieni- Stationary population dalsze

Wiek dozywajacych zmarlych ST

Age Number stwo zgonu. Number ; trwanie Zycia
£ o Probability of dying | .\l ™ wieku x |skumulowana Life
at age x cumulated expectancy
X Ix Ox dx Le Tx e

0 100000 0,00604 604 99461 7153083 71,53
1 99396 0,00035 35 99379 7053622 70,96
2 99362 0,00024 24 99350 6954243 69,99
3 99338 0,00017 17 99330 6854893 69,01
4 99321 0,00015 14 99314 6755563 68,02
5 99307 0,00014 14 99300 6656249 67,03
6 99203 0,00015 15 99285 6556950 66,04
7 99278 0,00016 15 99270 6457665 65,05
8 99262 0,00015 15 99254 6358395 64,06
9 99247 0,00015 15 99240 6259141 63,07
10 99232 0,00014 14 99225 6159901 62,08
11 99218 0,00014 14 99211 6060676 61,08
12 99204 0,00016 16 99196 5961464 60,09
13 99188 0,00020 20 99178 5862268 59,10
14 99168 0,00027 27 99155 5763090 58,11
15 99141 0,00038 38 99122 5663935 57,13
16 99104 0,00053 53 99077 5564812 56,15
17 99051 0,00071 70 99015 5465735 55,18
18 98980 0,00089 88 98936 5366720 54,22
19 98892 0,00103 102 98841 5267784 53,27
20 98790 0,00112 110 98734 5168943 52,32
21 98679 0,00114 113 98623 5070209 51,38
22 98566 0,00113 112 98510 4971586 50,44
23 98455 0,00111 109 98400 4873075 49,50
24 98346 0,00109 107 98292 4774675 48,55
25 98239 0,00108 106 98185 4676383 47,60
26 98132 0,00109 107 98079 4578198 46,65
27 98026 0,00112 109 97971 4480119 45,70
28 97916 0,00117 114 97859 4382148 44,75
29 97802 0,00125 122 97741 4284289 43,81
30 97680 0,00133 130 97615 4186548 42,86
31 97550 0,00143 140 97480 4088933 41,92
32 97411 0,00155 151 97335 3991453 40,98
33 97259 0,00169 164 97177 3894118 40,04
34 97095 0,00185 179 97005 3796941 39,11
35 96915 0,00203 196 96817 3699936 38,18
36 96719 0,00223 215 96611 3603118 37,25
37 96504 0,00245 236 96385 3506507 36,34
38 96267 0,00270 260 96137 3410122 35,42
39 96008 0,00297 285 95865 3313984 34,52
40 95723 0,00327 313 95566 3218119 33,62
41 95410 0,00360 344 95238 3122553 32,73
42 95066 0,00397 378 94877 3027315 31,84
43 94688 0,00438 415 94480 2932439 30,97
44 94273 0,00484 456 94045 2837958 30,10
45 93817 0,00534 501 93566 2743914 29,25
46 93316 0,00589 550 93041 2650348 28,40
47 92766 0,00650 603 92464 2557307 27,57
48 92162 0,00716 660 91832 2464843 26,74
49 91502 0,00788 721 91142 2373011 25,93
50 90781 0,00866 786 90388 2281869 25,14

Trwanie zycia w 2009 1.
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TABL. A. TABLICA TRWANIA ZYCIA 2009 (cd.) OGOLEM MEZCZYZNI
LIFE TABLE OF POLAND 2009 (cont.) TOTAL MALES

. F Ludno$é stacjonarna Przecietne

" Llezhy Prawdopodobies- |_Li2°3 | stationary population ek

iek dozywajacych zmarlych N ;

Age Number st\m_)»zgonu : Number . trwanie 2ycia
of survivors Probability of dying iocoacod w wieku x |skumulowana Life
at age x cumulated expectancy
X ke N d, Ly Ty e,
51 89995 0,00949 854 89568 2191481 2435
52 89141 0,01038 925 88679 2101913 23,58
53 88216 0,01133 1000 87716 2013234 22,82
54 87216 0,01234 1076 86678 1925518 22,08
55 86140 0,01341 1155 85563 1838840 21,35
56 84985 0,01453 1235 84367 1753277 20,63
57 83750 0,01571 1316 83092 1668910 19,93
58 82434 0,01695 1397 81735 1585818 19,24
59 81037 0,01824 1478 80298 1504083 18,56
60 79559 0,01958 1557 78780 1423785 17,90
61 78001 0,02097 1636 77183 1345005 17,24
62 76365 0,02244 1713 75509 1267821 16,60
63 74652 0,02397 1789 73757 1192313 15,97
64 72863 0,02559 1865 71930 1118555 15,35
65 70998 0,02731 1939 70028 1046625 14,74
66 69059 0,02915 2013 68052 976596 14,14
67 67045 0,03113 2087 66002 908544 13,55
68 64958 0,03327 2161 63878 842543 12,97
69 62797 0,03559 2235 61680 778665 12,40
70 60562 0,03814 2310 59407 716985 11,84
7 58253 0,04094 2385 57060 657578 11,29
72 55868 0,04405 2461 54637 600518 10,75
73 53407 0,04751 2537 52138 545880 10,22
74 50870 0,05138 2614 49563 493742 9,71
75 48256 0,05572 2689 46911 444179 9,20
76 45567 0,08057 2760 44187 397267 8,72
77 42807 0,06596 2823 41395 353080 8,25
78 39984 0,07191 2875 38546 311685 7,80
79 37108 0,07844 2911 35653 273139 7,36
80 34198 0,08555 2925 32735 237486 6,94
81 31272 0,09323 2915 29814 204751 6,55
82 28357 0,10148 2878 26918 174937 6,17
83 25479 0,11030 2810 24074 148019 5,81
84 22669 0,11971 2714 21312 123945 547
85 19955 0,12973 2589 18661 102633 514
86 17366 0,14041 2438 16147 83972 484
87 14928 0,15176 2265 13795 67825 454
88 12662 0,16386 2075 11625 54030 4,27
89 10587 0,17676 1871 9652 42405 4,01
90 8716 0,19041 1660 7886 32754 3,76
91 7056 0,20512 1447 6333 24868 3,52
92 5609 0,22063 1237 4990 18535 3,30
93 4371 0,23694 1036 3854 13545 3,10
94 3336 0,25406 847 2912 9691 291
95 2488 0,27196 677 2150 6779 2,72
96 1812 0,29063 526 1548 4629 2,56
97 1285 0,31004 398 1086 3081 2,40
98 887 0,33015 293 740 1995 2,25
99 594 0,35093 208 490 1255 2,1
100 385 0,37234 144 314 765 1,99
Life tables of Poland 200%



