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APROKSYMACJA CZASU TRWANIA  
ŻYCIA W POPULACJACH NIEJEDNORODNYCH 

 
 
 
 

W demografii jak też naukach aktuarialnych od dawna trwa dyskusja na temat tego, czy 
istnieje uniwersalne prawo opisujące proces wymierania populacji. Od wielu lat czynione są 
próby znalezienia takiego prawa. Mimo że proponowano wiele funkcji żadna z nich nie opisuje 
wystarczająco dokładnie rozkładu empirycznego. Trudność tkwi w tym, że populacja ludzka jest 
niejednorodna i do opisu umieralności trzeba stosować mieszankę różnych rozkładów.  

W pracy przedstawiona jest próba opisania długości życia populacji mężczyzn polskich 
w roku 2009 za pomocą mieszanki rozkładów Gompertza, Weibula, gamma i lognormalnego. 
Parametry rozkładów oraz wagi mieszanki wyznaczone będą metodą minimum chi-kwadrat. 
 
 
Słowa klucze: model trwanie życia, śmiertelność, mężczyźni, mieszanka rozkładów, niejedno-
rodność 
 
 

WSTĘP 
Podstawową wielkością w analizie przeżycia jest czas, jaki upływa do momentu 

śmierci jednostki. Wielkość ta jest nieujemną zmienną losową, którą zwykle oznacza się 
symbolem xT , gdzie x  jest wiekiem osoby i charakteryzuje się ją za pomocą dystrybu-

anty: 

 )()()()( 00 tTPtFxTtxTPtF xx ≤=≡>+≤=     (1) 

Wartość dystrybuanty )(tFx  w punkcie 0t  oznacza prawdopodobieństwo, że 

osoba w wieku x przeżyje nie więcej niż 0t  lat. Inną charakterystyką zmiennej losowej 

xT  jest funkcja gęstości, która z dystrybuantą związana jest następująco:  
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gdzie: 

)(tFx′′′′  oznacza pochodną funkcji )(tFx . 

Do charakteryzowania czasu życia wykorzystuje się również funkcję przeżycia 
)(tSx , określoną w następujący sposób: 

 )(1)()( 00 tFxTtxTPtS xx −=>+>=         (3) 

Podstawowym narzędziem analizy czasu przeżycia jest funkcja intensywności, 
która wyraża się następującym wzorem: 
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Funkcja intensywności w sposób jednoznaczny wyznacza funkcję gęstości i dys-
trybuantę zmiennej losowej xT . Wzór (4) można też zapisać następująco: 

 ∫µ=
t

x ds)s(()t(S
0

exp       (5) 

Funkcja intensywności może być interpretowana jako „łatwość” zgonu w chwili 
t (na jednostkę czasu) pod warunkiem dożycia do chwili t, przyjmuje ona wartości         
z przedziału ),0( ∞∞∞∞ . W prezentowanej pracy funkcja intensywności nie będzie wykorzy-
stywana. 

1. TEORETYCZNE MODELE CZASU PRZE ŻYCIA  

Od dawna czynione są próby opisania długości czasu życia za pomocą znanego 
rozkładu teoretycznego. Prezentowany artykuł należy do tego typu prac. Jego celem jest 
opisanie trwania życia populacji mężczyzn polskich w roku 2009. 

W rodziale tym przedstawione są rozkłady teoretyczne wykorzystywane przy re-
alizacji zadania.  

Pierwszym parametrycznym modelem życia wykorzystywanym do opisu popu-
lacji ludzkich był model zaproponowany w roku 1725 przez de Moivre’a [1]. Czas 
przeżycia xT  w tym modelu opisywany był za pomocą rozkładu jednostajnego [10].    
W chwili obecnej model ten nie jest stosowany, ma on znaczenie wyłącznie historyczne. 
Znacznie częściej do modelowania czasu przeżycia wykorzystywany jest model zapro-
ponowany w 1825 roku przez B. Gompertza [2, 4, 7, 8]. 

Funkcja gęstości i dystrybuanta rozkładu Gompertza są następujące: 

 { ))(exp)1)((expexp)( tt
b

tf γγ
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−−=        (6) 

gdzie: 

 0,0 >>>>>>>> γb  

      (7) 
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Model ten najczęściej zapisywany jest za pomocą funkcji intensywności, która 
ma postać: 

  0   ,   0    ,  0    , )( >>≥= βγβγµ tt t   

Taka postać modelu uzasadniana była przez Gompertza w następujący sposób [1]: 

Śmiertelność (intensywność zgonów) jest wynikiem działania dwóch rodzajów 
przyczyn. Pierwszą przyczynę stanowią choroby, które działają tak samo na ludzi mło-
dych, jak i starszych. Tak więc liczba zgonów z tych przyczyn nie zależy od wieku i jest 
proporcjonalna do liczebności populacji. Druga przyczyna zgonów to spadek zdolności 
człowieka do przeciwstawiania się śmierci. Spadek odporności organizmu na śmierć 
(witalność) jest proporcjonalny do wieku.  

Model Gompertza dość dobrze opisuje rzeczywistą intensywność zgonów         
w grupie wiekowej powyżej 80 lat, jednak dla ludności młodszej zgodność ta jest 
znacznie gorsza.  

Powstało więc przypuszczenie, że oprócz dwóch wymienionych istnieją jeszcze 
inne przyczyny, które nie zostały uwzględnione przy konstrukcji modelu i które powo-
dują, że funkcja Gompertza nie opisuje dobrze intensywności empirycznej.  

Model ten w 1867 r. został zmodyfikowany przez Makehama, który uważał, że 
intensywność zgonów w każdym wieku jest częściowo niezależna od wieku. Zależy 
natomiast od pewnych czynników, które oddziaływają na intensywność w sposób addy-
tywny niezależnie od wieku. Czynniki te są zagregowane i występują w modelu w po-
staci stałej, która dodawana jest do funkcji Gompertza [1]. 

Otrzymany model nazywany jest prawem Gompertza - Makehama i ma postać: 
dystrybuanta: 
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gdzie: 

0   ,0,0 >>≥ γba  

Rozkład Gompertza jest szczególnym przypadkiem rozkładu Gompertza – Ma-
kehama. Jeżeli przyjmiemy 0====a , otrzymamy rozkład Gompertza. 

Gęstość zmiennej losowej ma postać: 
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Zarówno model Gompertza, jak i Gompertza – Makehama wykorzystywane są 
do dziś. Oprócz tych omówionych modeli stosowanych do opisu przeżycia populacji 
ludzkiej wykorzystywane też są inne rozkłady teoretyczne, które nawet nazywane są 
prawami życia, ale żaden z nich nie opisuje dobrze rzeczywistych procesów umieralno-
ści. 
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W dalszej części pracy wykorzystywane będą jeszcze następujące rozkłady: roz-
kład Weibula, rozkład gamma i rozkład lognormalny.  

Dystrybuanty i funkcje gęstości tych rozkładów mają następującą postać: 
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Funkcja gęstości rozkładu Weibula: 
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Dystrybuanta rozkładu gamma: 
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Funkcja gęstości rozkładu gamma określona jest wzorem: 
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Dystrybuanta rozkładu lognormalnego: 
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Funkcja gęstości rozkładu lognormalnego ma postać: 
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2. MODEL EMPIRYCZNY TRWANIA ŻYCIA  

Mimo że od dawna czynione są próby skonstruowania funkcji, która mogłaby 
być traktowana jako prawo opisujące czas życia, to jak do tej pory kończyły się one 
niepowodzeniem. 

Opracowano więc empiryczny model trwania życia, który nazwany został tabli-
cami wymieralności. Później nazwa ta została zmieniona na Tablice Trwania Życia 
(TTŻ) [12]. W Polsce model ten konstruowany jest ostatnio co roku, osobno dla męż-
czyzn, osobno dla kobiet. Tablice trwania życia mężczyzn w Polsce w roku 2009 za-
mieszczone są w pracy jako załącznik 1.   

Model ten bazuje na następujących funkcjach biometrycznych [1, 5]: 

− liczba dożywających wieku x; 

− liczba zmarłych w wieku x; 

− prawdopodobieństwo zgonu w wieku x. 

Wiek x podawany jest w sposób dyskretny w punktach ω,...,2, 1, 0====x .  
ω  – jest to najstarsza grupa wieku i w polskich TTŻ jest ona równa 100 lat. 

0l  – jest to liczba dożywających wieku 0 lat, czyli początkowa liczebność populacji,        

w polskich TTŻ wynosi ona 100 000 osób. W miarę upływu czasu następuje wymiera-
nie populacji, w wieku 100 lat liczebność ta jest bardzo mała i tablice nie są kontynu-
owane.  

Najważniejszą funkcją biometryczną są współczynniki zgonów, które wyzna-
czane są na podstawie współczynników zgonów obserwowanych w okresie dla którego 
budowane są tablice trwania życia. Na podstawie współczynników zgonów można od-
tworzyć wszystkie funkcje biometryczne. 

Istnieje związek między empirycznym modelem trwania życia i modelem teore-

tycznym. Wartość gęstości empirycznej czasu życia w wieku x oznaczona )(ˆ xf  jest 
równa następującemu ilorazowi:  

 
0

)(ˆ
l

d
xf x====   dla  100,...,2 ,1 ,0====x    (16) 

gdzie: 

xd  jest to liczba zgonów w wieku x (czyli w przedziale )1,0 ++++x , natomiast 0l  

początkowa liczebność badanej populacji. Jeżeli w wieku x zmarło xd  osób, to 

znaczy, że spośród 100 000 osób xd  przeżyło x lat. Częstość przeżycia x lat 

można więc policzyć ze wzoru (16). W pozostałych punktach przedziału 
)x,x( 1+ wartość funkcji gęstości empirycznej nie jest znana. 
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Na rysunku 1 przedstawiony został histogram długości życia mężczyzn polskich 
w 2009 roku wyznaczony na podstawie badanej próby 100 000 mężczyzn. 

 

Rys. 1. Histogram częstości długości życia 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie TTŻ mężczyzn w 2009 r. 

Na rysunku 2 przedstawiony został natomiast diagram długości życia. 
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Rys. 2. Diagram częstości długości życia wygładzony numerycznie 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie TTŻ mężczyzn w 2009 r. 

Po wygładzeniu diagramu otrzymuje się funkcję ciągłą. 

3. BADANIE ZGODNO ŚCI ROZKŁADU EMPIRYCZNEGO I TEORETYCZNEGO  

Sprawdzimy teraz, czy badana próba pochodzi z populacji, w której czas życia 
opisany jest za pomocą „prawa życia” Weibulla, czyli czy istnieje zgodność między 
rozkładem przedstawionym na rysunku 2 i rozkładem teoretycznym opisanym za po-
mocą funkcji gęstości określonej wzorem (11). 

Zadanie rozwiążemy, wykorzystując test λ -Kołmogorowa. Parametry rozkładu 
Weibula estymowane będą metodą największej wiarogodności [3, 10]. 
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Estymatory βα ˆ , ˆ  parametrów rozkładu Weibula otrzymane metodą największej 
wiarogodności (MNW) spełniają równania [6]:  
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gdzie: 

)(xg  oznacza średnią funkcji ).(xg  

Równania te można rozwiązać tylko numerycznie [6, 7]. 
W przypadku badanej populacji otrzymano następujące wartości estymatorów 

rozkładu teoretycznego (obliczenia wykonano za pomocą programu z pakietu Matema-
tica): 
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Teoretyczna funkcja gęstości ma więc postać: 
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Na rysunku 3 przedstawiono wykresy teoretycznej i empirycznej funkcji gęsto-
ści, natomiast na rysunku 4 wykresy dystrybuant. 

               

 

 
 
 

Funkcja gęstości empiryczna i teoretyczna różnią się we wszystkich przedzia-
łach wieku. Jeszcze bardziej widoczne są różnice między dystrybuantą empiryczną        
i teoretyczną przedstawioną na rysunku 4. Aby ocenić statystycznie istotność tych róż-
nic dla wszystkich przedziałów wieku, policzono różnicę między wartościami dystrybu-
anty empirycznej i teoretycznej. Wykres różnic przedstawiony jest na rysunku 5.    

 

Rys. 3. Teoretyczna i empiryczna  
funkcja gęstości 

Źródło: Opracowanie własne                            

Rys. 4. Dystrybuanta rozkładu empirycznego 
i teoretycznego 

Źródło: Opracowanie własne 
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Rys. 5. Różnice między wartościami dystrybuanty empirycznej i teoretycznej 

Źródło: Opracowanie własne 

Jak widać różnice te są dość znaczne. Maksymalna różnica występuje w wieku 78====x    
i wynosi około 0,048. 

 0,048)()(ˆmax =− xFxFn
x

 

gdzie: 

)x(F̂n  oznacza wartość dystrybuanty empirycznej w punkcie x, natomiast 

)x(F wartość dystrybuanty teoretycznej w punkcie x.  

Sprawdzimy teraz czy różnice te są na tyle duże, że hipoteza mówiąca o tym, iż 
próba statystyczna pochodzi z populacji o rozkładzie Weibulla powinna być odrzucona. 
Do weryfikacji hipotezy o zgodności rozkładu teoretycznego i empirycznego wykorzy-
stany zostanie test −λ Kołmogorowa. 

Statystyka testowa λ  dla tego testu ma postać:  

 )()(ˆmax xFxFn n
x

−=λ     (19) 

Przy założeniu prawdziwości sprawdzanej hipotezy statystyka ta ma znany roz-
kład który jest stablicowany zarówno dla małej, jak i dużej próby [10]. Test Kołmogo-
rowa jest testem prawostronnym, czyli hipotezę o jednakowości rozkładu empirycznego 
i teoretycznego odrzucamy, gdy wartość statystyki testowej przekracza wartość kry-
tyczną. W rozpatrywanym przypadku wartość empiryczna statystyki −λ Kołmogorowa 
jest równa 15,17 natomiast wartość krytyczna αλ  odczytana z tablic, odpowiadająca 

poziomowi istotności 05,0====α , jest równa 1,36. Stąd wynika, że hipotezę o zgodności 
rozkładu empirycznego i teoretycznego należy odrzucić. Oznacza to, że czas życia        
w populacji mężczyzn polskich w 2009 roku nie ma rozkładu Weibulla. 

Innym rozkładem wykorzystywanym do opisu czasu życia jest rozkład Gom-
pertza, którego funkcja gęstości określona jest wzorem (6). 
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Na rysunku 6 przedstawiono wykres gęstości empirycznej i gęstości rozkładu 
Gompertza, którego parametry wyznaczono metodą największej wiarogodności. 

Estymatory γ̂,b̂  parametrów funkcji gęstości rozkładu Gompertza spełniają następujące 
równania [7]: 
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 1)1ˆ()ˆ(exp)1)ˆ(exp( ˆ 2 +−=− γγγγ xxx     (21) 

Równania te rozwiązano numerycznie za pomocą programu z pakietu Matematica, uzy-
skując następujące wartości estymatorów: 

08172,0ˆ

000136,0ˆ

====
====

γ
b

 

Funkcja gęstości prawa Gompertza ma więc postać: 

 { ))082,0exp()1)082,0exp((00166,0exp)( tttf −−=     (22) 
Na rysunku 6 przedstawiono gęstość empiryczną i gęstość rozkładu Gompertza, 

natomiast na rysunku 7 przedstawiono dystrybuanty tych rozkładów. 

        

 

 

 
 
 
 

Widać, że zgodność gęstości empirycznej i teoretycznej jest bardzo duża dla po-
pulacji w wieku powyżej 80 lat. Fakt ten został dawno zauważony przez demografów    
i aktuariuszy [1].W pozostałych grupach wieku zgodność jest znacznie mniejsza. Roz-
bieżności między rozkładem empirycznym i teoretycznym są znacznie mniej widoczne 
na wykresach dystrybuant. 

Sprawdzimy teraz za pomocą testu statystycznego −λ Kołmogorowa istotność 

różnic między tymi funkcjami. W tym celu policzymy wartości )x(F)x(F̂n − dla 

wszystkich wartości x i przedstawimy je na rysunku 8. 
 

Rys. 6. Funkcja gęstości rozkładu  
empirycznego i rozkładu Gompertza 

Źródło: Opracowanie własne                            

Rys. 7. Dystrybuanta empiryczna i teoretyczna 

Źródło: Opracowanie własne                            
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Rys. 8. Różnice między dystrybuntą empiryczną i dystrybuantą rozkładu Gompertza 

Źródło: Opracowanie własne 

Jak można odczytać z wykresu, maksymalna wartość różnicy wynosi około 

0,015. Stąd wartość statystyki testowej eλ  jest równa: 7340150100000 ,,e =⋅=λ . 

Wartość ta jest większa od wartości krytycznej, która przy poziomie istotności 050,=α  
wynosi 1,96. Hipotezę o tym, że czas życia populacji można opisać rozkładem Gom-
pertza należy odrzucić. 

Dalszych prób aproksymacji gęstości empirycznej gęstością teoretyczną nie 
przeprowadzono. Uznano, że badana populacja nie jest jednorodna, a w takim przypad-
ku na pewno nie znajdzie się rozkładu, który opisywałby rozkład empiryczny. Niejed-
norodność populacji oznacza, że populacja składa się z pewnych grup jednostek [19]. 
Wszystkie jednostki w grupie charakteryzują się takim samym rozkładem trwania życia. 
Jednostki te zostały wymieszane i nie można odróżnić, która jednostka należała do któ-
rej grupy. Powstał nowy rozkład (mieszanka), którego dystrybuanta oznaczona jest 

)(xG . Dystrybuanta )(xG  jest mieszanką rozkładów o dystrybuantach )(xGi z po-

szczególnych grup, przy czym udział rozkładów poszczególnych grup w mieszance, jest 
proporcjonalny do liczebności tych grup. Liczebności te nie są znane. 

Dystrybuanta )(xG ma postać: 

 ∑=
=

m

i
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gdzie: 
m - liczba grup a iw  udział poszczególnych grup w mieszance. 

Nieznane parametry rozkładu )x(G estymowane będą metodą minimum chi- kwadrat [7]. 

Statystyka chi-kwadrat, która będzie minimalizowana, ma następującą postać: 

 ∑
−=

=

k

i i

ii

n

nn

1

2
2 )(

π
πχ     (24) 

gdzie: 
k oznacza liczbę przedziałów, na które zostały pogrupowane wartości zmiennej 
losowej, iπ oznacza prawdopodobieństwo, że wartość zmiennej o dystrybuancie 

)x(G należy do przedziału i-tego, in  zaobserwowana liczba obserwacji należą-

cych do przedziału i-tego. 
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Rozpatrzymy najprostszy przypadek, gdy populacja składa się z dwóch grup, 
rozkład długości życia w pierwszej grupie opisany jest za pomocą rozkładu Weibulla 
(dystrybuanta określona wzorem (10), natomiast w grupie drugiej za pomocą rozkładu 
Gompertza (dystrybuanta określona wzorem (7)). 

Rozkład mieszanki określony jest za pomocą następującej dystrybuanty: 

 ))(exp(1())1(exp(1()( 2
 

1
αγ

βγ
x

we
b

wxG x −−+−−−=   dla  0>x     (25) 

Rozkład )(xG  zależy od pięciu parametrów     .  ,     ,  ,     , 1 αβγbw Udział 

12 1 ww −−−−==== . Statystyka chi-kwadrat, która będzie minimalizowana w rozpatrywanym 
przypadku ma następującą postać: 

 ∑
−=

=

99
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2
02 )(

i i

ii

n

ld

π
πχ      (26) 

gdzie: 

id  jest to obserwowana liczba zgonów w i-tym przedziale wieku odczytana       

z TTŻ, 0l  początkowa liczebność populacji, czyli 100 000, natomiast   

 ))()1(( 00 iGiGll i −+=π    (27) 

Zadanie minimalizacji statystyki 2χ  polega na znalezieniu takich wartości pa-
rametrów rozkładu )(xG , aby funkcja określona wzorem (26) miała wartość jak naj-
mniejszą. W rozpatrywanym przypadku funkcja ta zależy od pięciu parametrów (zmien-
nych), a więc należy znaleźć ekstremum funkcji pięciu zmiennych. Zdanie to zostało 
rozwiązane numerycznie za pomocą programu z pakietu Matematica.  

Wartości parametrów minimalizujące wartość statystyki 2χ  są następujące: 

0397,0

9603,0
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000128,0ˆ

308,59ˆ
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Minimalna wartość statystyki 2χ jest równa: 2χ =419,204 

Wykresy gęstości empirycznej i teoretycznej (mieszanki rozkładu Gompertza     
i rozkładu Weibulla) przedstawione są na rysunku 9. 
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Rys. 9. Wykres gęstości empirycznej i gestości mieszanki 

Źródło: Opracowanie własne 

Statystyka 2χ wykorzystania zostanie do weryfikacji hipotezy o zgodności roz-
kładu teoretycznego określonego następująco: 

 )
308,59

exp(1(0397,0))1(00155,0exp(1(9603,0)(
124,6

0824,0 






−−+−−−= ⋅ x
exG x  (28) 

Jeżeli próba pochodzi z populacji o rozkładzie )x(G , to statystyka 2χ ma roz-
kład chi-kwadrat z 94 stopniami swobody [3, 10]. Zbiór krytyczny jest prawostronny, 
czyli hipotezę zerową odrzucimy, gdy wartość statystyki testowej przekroczy pewną 
wartość krytyczną zależną od poziomu istotności. Przy poziomie istotności 

050,=α wartość krytyczna odczytana z tablic rozkładu chi-kwadrat jest równa 117,63 

[13]. Otrzymana empiryczna wartość statystyki 2χ  jest równa 419,24, a więc znajduje 
się w zbiorze krytycznym. Oznacza to, że na poziomie istotności 050,=α  hipotezę      
o tym, że czas trwania życia populacji mężczyzn jest mieszanką 96% jednostek, których 
czas życia ma rozkład Gompertza i 4% jednostek, których czas życia ma rozkład We-
ibulla należy odrzucić. 

Powstaje podejrzenie, że w populacji są jednostki, których czas życia opisany 
jest innym niż poprzednio zmieszane rozkłady. Rozpatrzmy teraz mieszankę trzech roz-
kładów Weibulla, Gompertza i rozkładu gamma. Estymatory parametrów mieszanki 
otrzymane metodą minimum chi- kwadrat są następujące: 

parametry rozkładu Weibulla  05,59ˆ,19,8ˆ == βα  

parametry rozkładu Gompertza  08544,0ˆ,0001,0ˆ == γb  
parametry rozkładu gamma   164,1ˆ,826,18ˆ == ca  

waga, z jaką wchodzi do mieszanki rozkład Weibulla  0638,0=ww  

waga z jaką wchodzi do mieszanki rozkład gamma   006148,0=γw  

waga, z jaką wchodzi do mieszanki rozklad Gompertza  93,0=Gw  
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Wartość statystyki chi-kwadrat jest równa 7311332 ,=χ  
Z przeprowadzonej estymacji wynika, że w analizowanej populacji 93% populacji cha-
rakteryzuje się długością życia podlegającą rozkładowi Gompertza, 0,6 % populacji ma  
rozkład trwania życia opisany rozkładem gamma i 6% populacji charakteryzuje się 
trwaniem życia opisanym za pomocą rozkładu Weibulla. Ponieważ estymowanych było 

8 parametrów rozkładu mieszanki, to statystyka 2χ ma rozkład chi-kwadrat z 91 stop-
niami swobody. Wartość krytyczna przy poziomie istotności 050,=α  jest równa 
117,632, a przy poziomie istotności 020,=α  jest równa 120,801 

Wykres funkcji częstości rozkładu empirycznego i gęstości rozkładu mieszanki 
przedstawiono na rysunku 10. 

 
Rys. 10. Rozkład empiryczny i rozkład mieszanki trzech rozkładów 

Źródło: Opracowanie własne 

Wydaje się, że rozkład teoretyczny (mieszanka) zaznaczony na rysunku linią 
przerywaną i rozkład empiryczny zaznaczony linią ciągłą przebiegają niemal identycz-
nie. Jeśli jednak przeprowadzimy weryfikację statystyczną hipotezy o zgodności tych 
rozkładów to, okaże się, że zarówno na poziomie istotności 05,0====α , jak też na pozio-
mie istotności 020,=α  hipotezę tę trzeba odrzucić, gdyż wartość statystyki testowej, 
która równa jest 133,71, w obu przypadkach znajduje się w zbiorze krytycznym. Ozna-
cza to, że w skład mieszanki rozkładu teoretycznego wchodzą jeszcze inne rozkłady. 
Spróbujmy zwiększyć składniki mieszanki o rozkład lognormalny. Jest to rozkład nie-
ujemny zależny od dwóch parametrów. Funkcja gęstości tego rozkładu określona jest 
wzorem (15) [3]. W tym przypadku rozkład teoretyczny będzie zależał od 11 parame-
trów.  

Estymatory tych parametrów wyznaczone według kryterium minimalnego 2χ  są 
następujące: 

Estymatory parametrów rozkładu Weibulla   99,56β̂           505,9α̂ ==         

Estymatory parametrów rozkładu Gompertza  0,084γ̂       00011,0b̂ ==  

Estymatory parametrów rozkładu gamma   439,0ĉ           77,46â ==  
Estymatory parametrów rozkładu lognormalnego  046,0σ̂          156,4m̂ ==             
Waga, z jaką wchodzi rozkład Weibulla   0440,wW =  
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Waga, z jaką wchodzi rozkład gamma   00440,w =γ                          

Waga, z jaką wchodzi rozkład lognormalny   007470,wLN =  

Waga, z jaką wchodzi rozkład Gompertza   9440,w
G

=  

Wartość statystyki     8461082 ,=χ  

 
Rys. 11. Gęstość empiryczna i gęstość mieszanki czterech rozkładów 

Źródło: Opracowanie własne 

W ostatnim rozpatrywanym przypadku statystyka 2χ  ma rozkład chi-kwadrat    
z 88 stopniami swobody. Wartość krytyczna odczytana z tablic przy poziomie istotności 

050,=α  równa jest 8981102 ,=χα , natomiast przy poziomie istotności 020,=α  war-

tość ta równa jest 3401172 ,=χα . Przy obu poziomach istotności wartość empiryczna 

znajduje się w zbiorze przyjęcia sprawdzanej hipotezy. Tak więc możemy stwierdzić, że 
rozkład czasu życia mężczyzn w Polsce w roku 2009 jest mieszanką czterech nieujem-
nych rozkładów zmiennych losowych. Świadczy to o tym, że populacja jest bardzo sil-
nie zróżnicowana. Ale też z udziałów poszczególnych rozkładów w mieszance wynika, 
że największą podgrupą w tej populacji bo stanowiącą aż 94,4%, są mężczyźni, których 
czas życia opisany jest rozkładem Gompertza. Mimo iż jest to grupa bardzo liczna to 
jednak jej rozkład nie reprezentuje całej populacji. 
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APPROXIMATION OF SURVIVAL  

FUNCTION FOR HETEROGENEOUS POPULATIONS 

 

Summary 

For a long time demographers and actuaries have been deliberating the issue of the laws of life.    
A number of proposed survival functions turned out to be unsatisfactory when they were applied 
empirically. One of the ways to overcome the difficulties is to modify the general survival func-
tions by introducing an additional formula characterizing the frailty of individuals. Another way 
is to use a mixture of appropriate distributions. In this contribution the latter approach to de-
termine the survival time of men in the Polish population in 2009 is applied. 
 
 
Key words: lifetime model, death rate, men, mixture of distributions, heterogeneity 
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Załącznik 1 

Tabela 1. Tabela trwania życia 2009  
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