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Abstract: In contrast to laboratory lifetime tests reliability field tests are usually
performed in conditions which vary in time in a random way. We consider the case
when users are asked about their description of their vague perceptions of the usage
conditions. In the paper we use interval-valued variables for the description of
imprecisely known test conditions that may be used as covariates in classical
reliability models. We present a simple approximate algorithm for a proportional
hazard lifetime model.
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Streszczenie: W przeciwienstwie do badan niezawodnosciowych prowadzonych w
warunkach laboratoryjnych badania prowadzone w warunkach normalnej
eksploatacji prowadzone sg w warunkach, ktore w sposob losowy zmieniajg si¢ w
czasie. W pracy rozpatrywany jest przypadek, gdy warunki eksploatacji opisane w
sposob nieprecyzyjny w postaci przedzialowej. Uzyte do tego celu zmienne
przedziatowe zostaly zastosowane jako zmienne stowarzyszone w klasycznych
modelach niezawodnosciowych typu proporcjonalnego hazardu.

Stowa kluczowe: dane z eksploatacji, dane przedziatowe, proporcjonalny hazard
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STATISTICAL ANALYSIS OF RELIABILITY FIELD
DATA WHEN WORKING CONDITIONS ARE
IMPRECISELY REPORTED

1. Introduction

In classical textbooks on lifetime data it is usually assumed that all data are
acquired from precisely described tests such as e.g. laboratory tests. Statistical
analysis of reliability data acquired from such tests is relatively simple, especially
when the test is based on either type-1 censoring or type-Il censoring schemes.
Pertinent statistical methods have been described in numerous papers and
textbooks. The situation is more complicated when tests of individual items are
performed in different conditions, as in e.g. accelerated life tests. Mathematical
models that are useful for the description of such lifetime data are well known but
not so popular. We present some of them in the second section of this paper.

When lifetime data are collected from field experiments performed in real
conditions the situation is much more complicated. We face in this case imprecise
information of different kind. For example, failures are reported with unknown
delay and their precise values are not known. Also the working condition may be
varying in time in a way which precludes their precise description. All these
uncertainties make the analysis of real reliability field data prohibitively
complicated. Precise description in terms of probability distributions requires many
simplifying assumptions which usually cannot be verified. In [2] we have proposed
an alternative method for modeling imprecise information by using fuzzy sets. The
resulting model is fuzzy random as we merge information of random and fuzzy
character. In the third section of this paper we present a method for the analysis of
lifetime data when information about working conditions is imprecise and is
described in terms of intervals. The results presented in that section can be easily
generalized to the case of fuzzy-valued imprecise information. As an example, we
consider the case of the proportional hazard model with interval-valued covariates.
This model in the case of the Weibull distribution is equivalent to the log-location-
scale model which is often used in the description of reliability data (e.g. from
accelerated life tests).

2. Mathematical model in case of precise information about working
conditions

Mathematical models of lifetimes have been developed since the early 1950s. For
example, the general mathematical model of lifetime data was presented by Hu and
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Lawless [3]. Following their proposal we consider population $ consisting of n
units described by their lifetimes, t;,i=1,...n, random censoring times,

7;,i=1,....n, and g-dimensional vectors of covariates z,,i =1,....n, respectively.

Triplets (ti /T ,zi) are the realizations of a random sample from a distribution with
the joint probability function

f(t]0;7,2)dG(r,z),t>0,r>0,z€R", (1)

where lifetimes and censoring times are usually considered independent given
fixed z, and G(r,z) is an arbitrary cumulative distribution function. Let O be the
set of m units for whom the lifetimes are observed, i.e. for whom t, <z,,i=1,..,n.

The remaining n-m units belong to the set C of censored lifetimes for whom only
their censoring times ¢, and covariates z, are known. The function

1 1
S(t|0;7,2)=1-F(t|0;7,z), where F(t|#;7,z) is the cumulative distribution
function of the lifetime, is called in the literature the survivor function or the
survival function. The likelihood function that describes the lifetime data is now
given by [3]

:Hf(ti|0;r,,z )dG(z,,z, xHSt 10;7,,2,)dG(z;,z;) (2)

ie0 ieC

Many other specific models which are comprehensively described in reliability
textbooks may be considered as special cases of this general model. Below, we
briefly present two families of lifetime data models which are the special cases of
(2) and well suited for the description of lifetime tests in field conditions, namely
proportional hazard models, and location-scale regression models.

In case of the proportional hazard models, the hazard function, defined as
h(t;0,z)= f(t;0,2)/ S(t;0,z), is linked to the test conditions by the following
equation

h(t]2)=ho(t)o(2). 3)

where ho(.) is the baseline hazard function which may depend on some unknown
parameters and g(.) links reliability with some external variables (covariates) that
may describe working conditions. Parameters of these functions have to be
estimated from statistical data. Another representation of the proportional hazard
model is the following:

S(t12)=S(t)*"™. @)
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One of the special cases of (3) which is the most frequently used in practice was
proposed by Cox [1] and is given by the following general expression

h(t]8,z)=h,(t,0)e*, (5)

where 0 is a vector of unknown parameters, zp=z,4 +---+2,8,,and f,..., 5,

are unknown regression coefficients. This model was investigated by many
authors, and its most comprehensive description can be found in Lawless [5]. In
case of the Weibull distribution of lifetimes the survivor function is given by the
following expression

S(t|z)= exp[— (te’zﬁﬂ : (6)

where >0 is the shape parameter, responsible for the description of the type of
failure processes. If we use the transformation Y =logT , the logarithms of

lifetimes are described by a simple linear model
Y =zB+ oW, @)

where o=1/6, and the random variable W is distributed according to the standard
extreme value distribution (The Gumbel distribution) with the probability density
function exp[w —exp(w)].

When n test units are observed, and independent observations (y;,z;),i=1,...,n
are available, where y; is either logarithm of lifetime or logarithm of censoring time
of the i-th unit, the maximum likelihood estimators of the parameters describing
the model can be found by solving the following set of equations [4]:

1 13 x
—;Zzi,+;Zzi,e' =0,1=1,..,q (8)
ieo i=1
r 1 1 5
—g—;;xiJr;;xie =0, )

where X; = (yi —zi|3)/ o . The solution of g+1 equations given by (8) and (9)

yields the maximum likelihood estimators of o (and hence for the shape parameter
0), and regression coefficients g, ,..., B, . The formulae for the calculation of the

asymptotic covariance matrix of these estimators can be found in [4].
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A second regression model commonly used for the analysis of lifetimes is the
location-scale model for the logarithm of lifetime T, also known as the log-
location-scale model. In this model the random variable Y =logT has a
distribution with the location parameter x(z), and a scale parameter o which does
not depend upon the covariates z. This model can be expressed as follows:

Y = ulz)+o¢, (10)

where o >0 and ¢ is a random variable with a distribution that is independent on
z. Alternative representation of this model can be written as

s(m):s{ﬁj. (11)

Both families of models, i.e. proportional hazard models and log-location-scale
models, have been applied for different probability distributions of lifetimes. The
detailed description of those results can be found, for example, in [5]. However, it
is worth to note, that only in the case of the Weibull distribution (and the
exponential distribution, which is a special case of the Weibull distribution) both
models coincide. In such a case the parameters of the model can be found from
equations (8) — (9). Similar equations for a general case of any probability
distribution can be found in [5]

When the type of the lifetime probability distribution is not known and the
proportional hazards model seems to be appropriate we can apply distribution-free
methods for the analysis of lifetimes. Let us consider a special case of (4)

S(t]z)=S,(t)*. (12)

Cox [1] proposed a method for the separation of the estimation of the vector of
regression coefficient B from the estimation of the survivor function Se(t). Suppose
that observed lifetimes are ordered as follows: ty) <---<t;,). Let R, =R(t;)) be the

set of all units being at risk at time tg), that is the set of all non-failed and
uncensored units just prior to t;,. Note, that in this model censoring times of the

remaining n — m units may take arbitrary values. For the estimation of B Cox [1]
proposed to use a pseudo-likelihood function given by

L(B)=]i[(ez“”y Ze“i)"} (13)

leR;
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Slight modification of (13) has been proposed in Lawless [4]. This modification
allows for few multiple failures at times t(i),izl,...,m. Formulae for the

calculation of the asymptotic covariance matrix of the estimators of f,..., ﬂq are

given in [4]. When the vector of the regression coefficients B has been estimated,
we can use a distribution-free methods, such as Kaplan-Meier, Breslow or
generalized Nelson - Aalen estimators (for more information, see [5]), for the
estimation So(t).

3. Mathematical model of lifetime data in case of imprecise information
about working conditions.

In the models presented in the previous section we assume that the values of
covariates z are precisely known. Even in this simplest case the analysis of real
field data is relatively difficult. In reality, however, the situation is much more
complicated. Usually, working conditions are varying time in a random way, and
their precise description becomes very difficult (see, e.g. models described in [5])
or even mathematically intractable. Therefore, there is a need to propose
approximate methods that should be simple enough in order to be applied in
practice.

In the simplest case the existing partial knowledge about the values of working
conditions, described by the vector of covariates z, can be presented in terms of
intervals representing the values of considered characteristics or quantities. In order
to simplify further notation let us denote by Az a compact interval [Zmin,Zmax]-

Let us consider the case when lifetime data can be described by the proportional
hazard model. To be more precise, let us assume that this model has the form
proposed by Cox, i.e. the hazard function in this case is given by (6). The log-
likelihood function in this case can be expressed as follows

n

1(6,B)= iéi [log hy (t;:6)+ 'z, ]- D" H,(t;;0)exp(p'z,). (14)

i=1 i=1

where ¢, is equal to 1 when we observe a failure at t; or 0 when t; is a censoring

time. In case of precise information about the times to failures, censoring times,
and values of covariates the estimates of the unknown parameters (0,B) can be
found by maximization of (14). However, in case of imprecise information about
covariates z; the results of maximization are not unequivocal anymore. The
maximum likelihood estimators of (0,8) are in this case given as multivariate
intervals obtained as the solutions of the following optimization problems:
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(emin’Bmin): mf arg maXI(e1l3) (15)
Z;edz; (913)

(emameax): SUp arg max I(G!B)’ (16)
Zjez; (05)

where 1(8,B) is the log-likelihood function given by (14).

The optimization problem defined by (17) — (18) may be, in a general case,
difficult, as the interval computations of nonlinear functions are usually time
consuming. However, if we use the partial likelihood function (13) the
optimization procedure may be simplified.

Consider the partial likelihood function given by (13) as a function of covariates.
The partial derivatives with respect to k-th element of the vector of covariates z are
expressed as follows:

_ leR(;)

IeR(i)

oinL@)_ a 3 {Z(i)ﬁ_ln 5 -

o Oy i ISR,

z: ZuB _ qZ0P

e e
7B

e (1)

)

The sign of (17) is the same as the sign of £, . Hence, for a covariate described by

a positive regression coefficient the maximum value of (13) is attained for the
maximal possible value of this covariate. In case of negative coefficients this
maximum is attained for the minimal possible value of the covariate. The
conditions for obtaining a minimum value of the likelihood function are just
opposite. This result suggests a simple algorithm for finding the interval estimate

of B. We can start with any set of values Zz;, Jd=1,...,n,k=1...,q such that
Z(\k E[Z(i),k,min’z(i),k,maxJ' and calculate initial estimators of 4,,...,5,. Then,

depending of the signs of the elements of this vector we replace the values of z;,
with their respective minimal or maximal values. For these new values of
covariates we find upper limits for the interval estimates of 4,,..., 4, . If the signs

of the elements of this vector have not been changed the estimation procedure
stops. Otherwise, we continue this iterative procedure. When the procedure does
not converge after a few steps we have to use a general estimation procedure. The
same is repeated, with appropriate changes of the procedure, for the lower limits.

After having obtained the interval estimates of the regression coefficients
Bis--- By We can estimate the remaining parameters of the model. For example, in

case of the Weibull distribution we have to solve a nonlinear equation (9). Note,
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however, that the values x; in (9) are now interval-valued. Therefore, the solution of
(9) with respect to o has to bee interval-valued too. The exact solution is not
simple, and requires extensive computations. However, reasonable approximations
can be found if for the calculation of the lower limit of o we will use lower limits
of x; that correspond to small values of times t, and upper limits of x; that
correspond to large values of times ti. In case of the calculation of the upper limit
of o-we should proceed in an opposite way.
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STATYSTYCZNA ANALIZA DANYCH
NIEZAWODNOSCIOWYCH W PRZYPADKU
NIEPRECYZYJNIE OKRESLONYCH WARUNKOW
EKSPLOATACJI

1. Wstep

w klasycznych podrecznikach poswigconych analizie danych
niezawodnosciowych zazwyczaj zaklada si¢, ze wszystkie dane otrzymywane sg z
przeprowadzonych zgodnie ze z gory zadanym planem badan, takich jak np.
badania laboratoryjne. Statystyczna analiza danych pochodzacych z takich badan
jest wzglednie prosta, zwtaszcza gdy mamy do czynienia z danymi cenzorowanymi
typu I lub typu II. Sytuacja staje si¢ znacznie bardziej skomplikowana, gdy badania
poszczegdlnych obiektow prowadzone sg w roznych warunkach, np. tak, jak ma to
miejsce w przyspieszonych badaniach niezawodno$ci. Modele matematyczne,
ktoére mozna wykorzysta¢ do opisu wynikoéw takich badan sg znane, ale sa niezbyt
popularne wsrod praktykow. Niektore z nich zostang przedstawione w drugiej
czegsci niniejszej pracy.

Gdy dane niezawodnosciowe uzyskiwane sa z badan eksploatacyjnych
prowadzonych w rzeczywistych warunkach uzytkowania sytuacja staje si¢ jeszcze
bardziej skomplikowana. Mamy wowczas do czynienia z niepewnymi
informacjami roznego rodzaju. Na przyktad, informacje o uszkodzeniach docieraja
z nieznanym opoOznieniem, a wobec tego rzeczywiste wartoSci czasow do
uszkodzenia nie sg znane. Takze warunki eksploatacji moga podlega¢ zmianom w
czasie w sposob, ktory uniemozliwia ich precyzyjne okreslenie. Wszystkie te
zjawiska powoduja, Ze statystyczna analiza rzeczywistych  danych
niezawodnosciowych staje si¢ niezwykle skomplikowana. Precyzyjny opis takich
danych przy uzyciu rachunku prawdopodobienstwa wymaga przyjecia wielu
upraszczajacych zalozen, ktore zazwyczaj nie podlegaja weryfikacji. W pracy [2]
zaproponowana zostala alternatywna metoda opisu nieprecyzyjnie okreslonych
danych niezawodnosciowych, w ktorej wykorzystano teori¢ zbioréw rozmytych.
Zaproponowany w tej pracy model jest modelem rozmyto-losowym, gdyz opisuje
on jednocze$nie zjawiska o charakterze losowym oraz zjawiska o charakterze
rozmytym. W trzeciej czgsci niniejszej pracy przedstawiamy metode analizy
danych niezawodnosciowych dla przypadkow, gdy informacja o warunkach
eksploatacji wyrazana jest w sposOb nieprecyzyjny w postaci pewnych przedziatow
mozliwych wartosci. Przedstawione tam wyniki teoretyczne mogg by¢ w prosty
sposob uogdlnione na przypadek, gdy nieprecyzyjnie okreslong informacj¢ mozna
modelowa¢ przy pomocy zbiorow rozmytych. Jako przyktad analizujemy
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przypadek modelu proporcjonalnego hazardu ze zmiennymi towarzyszacymi o
warto$ciach podanych w postaci przedziatdéw. Taki model w przypadku
wykorzystania rozktadu Weibulla jest rownowazny logarytmicznemu modelowi
typu potozenie-skala, ktory jest czesto wykorzystywany do opisu danych
niezawodnosciowych (np. pochodzacych z przyspieszonych badan niezawodnosci).

2. Model matematyczny dla przypadku precyzyjnie okreslonych
warunkow eksploatacji

Matematyczne modele opisujace czasy do uszkodzenia byly rozwijane od
wczesnych lat pigédziesiatych ubieglego stulecia. Na przyktad, jeden z najbardziej
ogdblnych takich modeli zostal zaproponowany w pracy Hu i Lawlessa [3]. Zgodnie

z ich propozycja rozpatrzmy zbior P sktadajacy si¢ z n jednostek opisanych
odpowiednio czasami poprawnej pracy (czasami do uszkodzenia), t;,i=1....n,
losowymi czasami cenzorowania, z;,i=1,....n oraz g-wymiarowymi wektorami
zmiennych towarzyszacych z,,1 =1,....n. Trojki (ti T ,Zi) sg realizacjami probki
losowej opisanej rozktadem prawdopodobienstwa danym taczna funkcja gestosci

f(t]0;7,2)dG(r,z),t >0, >0,z e R?, 1)

gdzie o czasach poprawnej pracy oraz czasach cenzorowania zazwyczaj zaklada
sie, ze sa wzajemnie niezalezne dla ustalonej wartosci wektora z, a G(r,z) jest
dowolng dystrybuantg. Niech O oznacza zbiéor m jednostek, dla ktorych
zaobserwowano czasy uszkodzen, tzn. dla ktérych zachodzi t; <7;,i=1...,n.
Pozostate n-m jednostek nalezy do zbioru C jednostek podleglych cenzorowaniu,
dla ktérych znane sg jedynie czasy cenzorowania 7; oraz zmienne towarzyszace
z,. Funkcja S(t|@;z,z)=1-F(t|0;7,2z), gdzie F(t|@;r,z) jest dystrybuanta
czasu poprawnej pracy nazywana jest w literaturze funkcja przezycia lub funkcja

niezawodnosci. Funkcja wiarogodnosci opisujaca dane niezawodno$ciowe jest
wobec tego dana wzorem [3]

L(G)ZH f(ti 107, ’Zi)dG(Ti in)XHS(ti |0;7; 'Zi)dG(Ti 1Zi)' )

ieO ieC

Wiele innych szczegdlnych modeli, ktore sa szeroko opisywane w podrgcznikach
niezawodnosci moze by¢ rozpatrywanych jako przypadki tego ogélnego modelu.
Ponizej przedstawimy dwie rodziny modeli opisujacych dane niezawodno$ciowe,
ktore sa szczegdlnymi przypadkami modelu (2) i dobrze nadaja si¢ do opisu
danych niezawodno$ciowych uzyskanych w wyniku przeprowadzenia badan w
warunkach  normalnej  eksploatacji. Rozpatrzymy  mianowicie  modele
proporcjonalnego hazardu oraz regresyjne modele typu potozenie — skala.
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W przypadku modeli proporcjonalnego hazardu funkcja hazardu (zwana tez
funkcja intensywnosci uszkodzen), definiowana zalezno$cia
h(t;0,z)= f(t;0,2)/S(t;0,2), jest powiazana z warunkami, w ktorych
przeprowadzano badanie przy pomocy nastgpujacej zaleznosci

h(t]2)=ho(t)o(2), 3)

gdzie ho(.) jest bazowa funkcja hazardu, ktéora moze zaleze¢ od pewnych
nieznanych parametréow, a funkcja g¢(.) opisuje zalezno$¢ niezawodno$ci od
pewnych zmiennych zewnetrznych (zmiennych towarzyszacych), ktoére moga
opisywa¢ warunki eksploatacji. Parametry tych funkcji nalezy wyestymowaé na
podstawie danych statystycznych. Inng formg przedstawienia modelu
proporcjonalnego hazardu jest

S(t]2)=S, (1) (4)

Jeden ze szczegolnych przypadkow (3), ktory jest najczesciej stosowany w
praktyce, zostal zaproponowany przez Coxa [1], jest opisany zaleznoscia

h(t]®,z)=h,(t,0)e, (5)

gdzie O jest wektorem nieznanych parametrow, zB=z,4 +---+2,8,, za$

By, B, sa nieznanymi wspotczynnikami modelu regresji. Model ten byt badany

przez wielu autoréw, a jego wyczerpujacy opis mozna znalez¢ w pracy Lawlessa
[5]. W szczegolnym przypadku, gdy czasy do uszkodzenia opisane sg rozktadem
Weibulla, funkcja przezycia dana jest nastepujacym wzorem:

S(t|z)= exp[— (te’zﬁﬂ : (6)

gdzie 5>0 jest parametrem ksztaltu, opisujgcym rodzaj procesu uszkodzen. Jezeli
zastosujemy przeksztatcenie Y =logT , to logarytmy czaséw poprawnej pracy

opisane sg przy pomocy prostego modelu liniowego
Y =zB+0W, (7

gdzie o=1/6, a zmienna losowa W ma rozktad wartosci skrajnych (rozktad
Gumbela) opisany funkcja gestosci prawdopodobienstwa exp[W - exp(w)].
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Jesli obserwowanych jest n badanych obiektow i dysponujemy informacjami o
niezaleznych obserwacjach (y;,z;),i=1,...,n, gdzie y; jest albo logarytmem czasu
poprawnej pracy albo logarytmem czasu cenzorowania i-tego obiektu, to
estymatory najwickszej wiarogodnosci parametréw rozpatrywanego modelu moga
by¢ znalezione jako rozwigzania nastepujacego uktadu rownan [4]:

1 1 %
—gzZi|+EZZi,E' =0,1=1....,q (8)
ieo i=1
ro1 I, x
pe e ] ¥

gdzie Xx; = (yi —Ziﬁ)/ o . W wyniku rozwigzania uktadu g+1 réwnan danych
zaleznosciami (8) i (9) uzyskujemy oszacowania estymatorow najwickszej
wiarogodnos$ci parametru o (a stad parametru ksztaltu 6) oraz wspolczynnikow
regresji  f3,,...,B5,. Wzory pozwalajagce obliczy¢ asymptotyczng macierz
kowariancji tych estymatoréw mozna znalez¢ w pracy Lawlessa [4].

Drugim modelem regresyjnym, ktory powszechnie wykorzystywany jest w
analizie danych niezawodno$ciowych jest model typu potozenie-skala dla
logarytmu czasu poprawnej pracy T, znany takze jako logarytmiczny model typu
potozenie-skala. W przypadku tego modelu zmienna losowa Y =log T ma rozktad
prawdopodobiefistwa o parametrze potozenia u(z) i parametrze skali o, ktory nie

zalezy od wartosci zmiennych towarzyszacych z. Model ten opisany jest
nastgpujaca zaleznoscig:

Y = ul2)+ o2, (10)

gdzie o>0, a ¢ jest zmienna losowa o rozkladzie niezaleznym od z.
Alternatywny zapis tego modelu jest nastgpujacy

s(m):s{ﬁ]. (11)

Obie przedstawione powyzej rodziny modeli, tzn. modele proporcjonalnego
hazardu oraz logarytmiczne modele typu potozenie — skala znalazly zastosowanie
dla roznych rozktadow prawdopodobienstwa czasOw poprawnej pracy.
Szczegdtowy opis tych zastosowan mozna znalez¢ na przyklad w pracy [5]. Warto
przy okazji podkresli¢, ze tylko w przypadku rozktadu Weibulla (a takze rozktadu
wyktadniczego, ktory jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu Weibulla) oba
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modele majg t¢ samg postaé. W takim przypadku parametry modelu moga by¢
znajdywane w wyniku rozwigzania réwnan (8) — (9). Podobne roéwnania dla
ogo6lnego przypadku, dotyczacego dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa,
podane sg w pracy [5].

Gdy typ rozktadu czasu poprawnej pracy nie jest znany, a model
proporcjonalnego hazardu wydaje sie wlasciwy, mozemy stosowaé
nieparametryczne metody analizy danych niezawodnosciowych. Rozpatrzmy
nastgpujacy szczegolny przypadek zaleznosci (4)

S(t]z)=S,(t)*. (12)

Cox [1] zaproponowatl metode, w ktorej estymatory wektora wspotczynnikow
regresji B znajduje si¢ niezaleznie od estymatora funkcji przezycia So(t).
Przyjmijmy, ze zaobserwowane czasy poprawnej pracy mozna uporzadkowaé w
nastepujacy sposob: tg) <---<t,. Niech R; = R(t(i)) bedzie zbiorem wszystkich

badanych jednostek, o ktorych moéwimy, ze "podlegaja ryzyku" w momencie t;).

Jest to zbidr wszystkich jednostek, ktore nie uszkodzity si¢ lub nie podlegaty
cenzorowaniu w chwili bezposrednio poprzedzajacej czas t;). Zauwazmy, ze w

tym modelu czasy cenzorowania pozostatych n — m jednostek moga przyjmowac
dowolne wartosci. Do estymacji wektora B Cox [1] zaproponowal wykorzystanie
funkcji pseudo-wiarogodnosci, zwanej takze czastkowa funkcja wiarogodnosci,
dang wzorem

Zezﬁ)'*J . (13)

m
Le=T11=""/

i=1 leR;
Niewielka modyfikacja wzoru (13) zostata tez zaproponowana w ksiazce Lawlessa
[4]. W modyfikacji tej dopuszcza si¢ wystgpowanie kilku uszkodzen (lub
cezorowan) Wwielokrotnych w  chwilach tg;),i=1...,m. Wzory pozwalajace
wyznaczy¢ asymptotyczng macierz kowariancji estymatorow parametrow
By ﬂq podane sa w pracy [4]. Gdy wektor wspotczynnikow regresji B zostanie
wyestymowany, mozemy skorzysta¢ z nieparametrycznych estymatorow funkcji
przezycia, takich jak estymator Kaplana-Meiera, estymator Breslowa lub

uog6lniony estymator Nelsona — Aalena (wigcej informacji na ten temat mozna
znalez¢ w [5]) 1 wyznaczy¢ ocene bazowej funkcji przezycia So(t).

3. Matematyczne modele niezawodnosci w przypadku nieprecyzyjnych
informacji o warunkach eksploatacji
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W modelach przedstawionych w poprzedniej czesci zaktadalisémy, ze wartoSci
zmiennych towarzyszacych z sg doktadnie znane. Okazuje si¢, ze nawet W tym
najprostszym przypadku statystyczna analiza rzeczywistych danych pochodzacych
z eksploatacji jest trudna. W rzeczywisto$¢, niestety, sytuacja jest jeszcze bardziej
skomplikowana. Warunki eksploatacji zmieniajg si¢ zazwyczaj w czasie w sposob
losowy, a ich precyzyjny opis staje si¢ niezwykle trudny (patrz np. modele opisane
w [5] lub nawet niemozliwy. Wynika stad potrzeba zaproponowania metod
przyblizonych, ktére bylyby wystarczajaco proste, tak by daty si¢ zastosowaé w
praktyce.

W najprostszym przypadku istniejaca czg¢Sciowa wiedza o wartosciach parametréw
opisujacych warunki pracy badanych obiektow, przedstawiona przy pomocy
wektora zmiennych towarzyszacych z, moze by¢ zapisana w postaci przedzialow
warto$ci rozpatrywanych charakterystyk lub innych wielkosci. W celu
uproszczenia zapisu bedziemy w dalszej czesci pracy oznaczali przez Az zwarty
przedziat [Zmin,Zmax]-

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy dane niezawodno$ciowe opisane s modelem
proporcjonalnego hazardu. Doktadniej, bedziemy zaktada¢, ze model ten ma postac
zaproponowana przez Coxa, tzn. ze funkcja hazardu jest w tym przypadku dana
zalezno$cia (6). Logarytmiczna funkcja wiarogodnosci jest w tym przypadku
nastepujaca:

n

1(0.8)="5,[1og hy(1:0)+ Bz, ]~ 3 Hi (1 :0)explp'z,). (14

i=1 i=1

gdzie o, jest rowne 1 gdy w chwili t; obserwujemy uszkodzenie i 0, gdy czas t;

jest czasem cenzorowania. W przypadku doktadnej informacji o czasach poprawne;j
pracy, czasach cenzorowania oraz warto$ciach zmiennych towarzyszacych
estymatory nieznanych parametrow (0,8) moga by¢ znajdowane w drodze
maksymalizacji wyrazenia (14). Jednakze w przypadku istnienia nieprecyzyjnej
informacji o warto$ciach zmiennych towarzyszacych z; rezultaty takiej
maksymalizacji  przestaja by¢ jednoznaczne. Estymatory najwickszej
wiarogodnos$ci parametrow (0,8) sa w takim przypadku wielowymiarowymi
przedziatami  uzyskanymi  jako rozwigzania  nastgpujacych  zagadnien
optymalizacyjnych:

(emin’ﬁmin): inf arg maXI(e1ﬁ) (15)
Zjez; (05)

(emawl}max): SUp arg max I(G'B)’ (16)
Z;ez; (05)
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gdzie I(G,B) jest logarytmiczng funkcja wiarogodnosci dana wzorem (14).

Zagadnienie optymalizacji zdefiniowane zaleznosciami (17) — (18) moze by¢ w
ogblnym przypadku trudne, gdyz obliczenia przedziatlowe sa w przypadku funkcji
nieliniowych ztozone i wymagaja duzych naktadéw obliczeniowych. Jednakze w
przypadku wykorzystania czastkowej funkcji wiarogodnosci (13) procedura
optymalizacyjna moze by¢ znacznie uproszczona.

Rozpatrzmy czastkowa funkcj¢ wiarogodnosci dang wzorem (13) jako funkcje
zmiennych towarzyszacych. Pochodne czastkowe tej funkcji, obliczone wzgledem
k-tego elementu wektora zmiennych towarzyszacych z, sg wyrazone w nastepujacy
Sposob:

leR(;)
—ez“)B (17)
)

Zezmﬂ _eZ(i)B
alnL(p) a & 20
= ziB—In D e =4
L Oy Z_l:{ v ;R(‘T) ‘

|ER“

Zauwazmy, ze znak (17) jest taki sam jak znak /3, . Stad w przypadku zmienne;
towarzyszacej opisanej dodatnim wspoétczynnikiem regresji, maksymalng wartos¢
wyrazenia (13) uzyskuje si¢ w przypadku mozliwie maksymalnej wartosci tej
zmiennej. W przypadku ujemnego wspolczynnika regresji taka warto$é
maksymalna uzyskiwana jest dla minimalnej mozliwej wartosci zmiennej
towarzyszacej. Warunki, dla ktoérych uzyskuje si¢ minimalne wartosci funkcji
wiarogodnosci sa dokladnie przeciwne. Wynik ten sugeruje wykorzystanie
prostego algorytmu majacego na celu znajdywanie przedzialowych wartosci
estymatoréw parametréw f. Obliczenia mozemy rozpocza¢ przyjmujac dowolny

zbiér wartosci Z;), i =1,...,n,K =1,...,q takich, ze Z;;), €|Z4)x minsZ() a

Kk max 1’

nastgpnie wyznaczy¢ poczatkowe wartosci estymatorow f3 ..., 3, . Nastepnie w

zalezno$ci od znakow elementow tego wektora nalezy zamieni¢ wartosci Zy, ich,

odpowiednio, minimalnymi lub maksymalnymi wartosciami. Dla tych nowych
warto§ci  zmiennych  towarzyszacych  znajdujemy goérne  ograniczenia
przedzialowych estymatorow parametrow f,,..., [, . Jezeli znaki elementow tego

wektora nie ulegly zmianie, to procedurg zatrzymujemy. W przeciwnym przypadku
powyzsza procedure iteracyjng kontynuujemy. Gdy po kilku iteracjach procedura
obliczeniowa nie jest zbiezna musimy zastosowa¢ ogoélng procedure estymacji.
Podobna procedura, po zastosowaniu odpowiednich modyfikacji, moze by¢
stosowana do wyznaczenia dolnych granic przedzialéw wartosci wspotczynnikdw
regresji.
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Po wyznaczeniu przedziatowych estymatorow wspotczynnikow regresji f; ..., 3,

mozemy estymowac pozostate parametry modelu. Na przyktad, w przypadku
rozktadu Weibulla musimy rozwiaza¢ nieliniowe réwnanie (9). Zauwazmy jednak,
ze w takim przypadku wystepujace w rownaniu (9) wartosci X; majg teraz wartosci
przedziatowe. Wynika stad, ze rozwigzanie réwnania (9) ze wzgledu na o musi by¢
takze w postaci przedziatowej. Wyznaczenie takiego doktadnego rozwigzania nie
jest proste i moze wymaga¢ wielu obliczen. Jednakze rozsadne rozwigzanie
przyblizone mozna znalez¢ jezeli do obliczenia dolnej granicy przedziatu warto$ci
parametru o przyjmiemy dolne granice przedzialow warto$ci tych wielkos$ci X;
ktére odpowiadaja matym warto$ciom czaséw ti, za§ gérne granice przedzialow
warto$ci tych wielkosci xi, ktore odpowiadaja duzym wartoSciom czasow ti. W
przypadku wyznaczanie goérnej granicy przedzialu warto$ci parametru o
powinnismy postgpowac w sposdb przeciwny.
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