Piotr KOZIERSKI

WYKORZYSTANIE FILTRU CZASTECZKOWEGO
W PROBLEMIE IDENTYFIKACJI
UKEADOW AUTOMATYKI

STRESZCZENIE W artykule przedstawiono sposéb identyfikaciji
parametrycznej obiektow nieliniowych zapisanych w przestrzeni stanu.
Identyfikacja wykorzystuje metode najwiekszej wiarygodnosci (ML),
z zastosowaniem filtru czgsteczkowego i algorytmu oczekiwanie-
maksymalizacja (EM).

Stowa kluczowe: identyfikacja, metoda najwiekszej wiarygodnosci, filtr
czgsteczkowy, oczekiwanie-maksymalizacja

1. WSTEP

Tworzenie modeli obiektdbw ma bardzo duze znaczenie w réznych
dziedzinach nauki, takich jak statystyka, ekonometria czy automatyka. Nie jest
to takze dziedzina zamknieta, gdyz wcigz w niektérych jej obszarach nadal sg
prowadzone badania, jak np. identyfikacja obiektéw nieliniowych [8].

W pierwszym rozdziale opisano zasade dziatania filiru czasteczkowego.
Drugi rozdziat zostat poswiecony ,wygtadzaczowi czasteczkowemu”. Trzeci
rozdziat przedstawia metode najwiekszej wiarygodnosci wykorzystang do
procesu identyfikacji. W czwartym rozdziale zamieszczono informacje doty-
czgce dziatania algorytmu oczekiwanie-maksymalizacja.
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2. FILTR CZASTECZKOWY

Czytelnika chcacego dokfadniej zrozumie¢ idee i zasade dziatania filtru
czgsteczkowego odsyta sie do [7], gdzie podstawy dotyczace tych algorytméw
zostaly szeroko opisane. Tutaj przedstawiono temat w stopniu minimalnym,
wymaganym do poprawnego przedstawienia tematu.

Zadaniem filtru czgsteczkowego jest estymacja zmiennej stanu w modelu,
w zwigzku z czym w literaturze jest on czesto poréwnywany z filtrem Kalmana.
Sama filtracja jest za$ przeprowadzana na podstawie informacji o sygnale
wyjsciowym z obiektu.

Aby skorzystac z filtru czasteczkowego muszg by¢ spetnione pewne za-
tozenia:

a) model obiektu mozna przedstawi¢ w postaci ukrytego modelu Markowa
pierwszego rzedu (pomija sie wptyw sygnatu sterujgcego w celu uproszczenia
zapisu):

X = f(xk—l'vk—l'e)

y
yk:g(xk’nk'e) )

czyli x, zalezy tylko od wartosci stanu w chwili poprzedniej, zas wyjscie jest
zalezne od stanu w chwili biezacej. v jest szumem wewnetrznym, zas n — szu-
mem pomiarowym,

b) znany jest model przejscia (ang. System model) p(xk |xk,1), czyli prawdo-
podobienstwo wystgpienia stanu x, pod warunkiem wystgpienia stanu x,_;
w poprzedniej chwili,

c) znany jest model pomiarowy (ang. Measurement model) p(yk | x, )

d) znana jest poczatkowa funkcja gestosci prawdopodobienstwa (fgp)
P(xo | J’o): p(xo)-

Filtr czasteczkowy opiera sie na regule Bayesa

p()’k |'xk )p(xk |Yk—1)
py.[¥es)

plx|v, )= )

gdzie p(yk ka) to wiarygodnos¢ (zdefiniowana w postaci modelu pomiaro-
wego), p(yk |YH) to funkcja normujgca (ang. evidence), p(xk |YH) to fgp
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apriori, a p(x, | ¥,) to fgp aposteriori, czyli rozktad ktéry chcemy uzyskaé, aby
moc obliczy¢ oczekiwang warto$¢ zmiennej stanu w chwili &

X, :E[xk|Yk]:_[xkp(xk|Yk)dxk' (3)
W zapisie przyjeto, ze
Yo = {1 Vor vi b (4)

Prior jest wyrazony wzorem:

p(xk|Yk—l): Ip(xk|xk—1 )p(xk—1|Yk—1 )dxk—l (5)

przy czym pierwszy czynnik pod catka jest to model przejscia, zas drugi to po
prostu fgp aposteriori z chwili poprzednie;.

Kluczowym elementem tej metody jest przedstawienie rozktadu aposte-
riori p(xk |Yk) za pomocg N losowo wybranych czasteczek, z ktérych kazda

ma odpowiednig wage. Na podstawie tej wiedzy sg obliczane estymaty [3].
Wykorzystywane jest przy tym mocne prawo wielkich liczb (mpwl), dzieki
ktéremu przy odpowiednio duzej liczbie czgsteczek estymator jest zbiezny do
ciagtej reprezentacji rozktadu aposteriori.

Algorytm Bootstrap Filter opisany przez Gordona, Salmonda i Smitha
w [6] jest jednym z pierwszych przyktadéw filtru czasteczkowego [9, 10, 11].
W metodzie tej wyrdznia sie dwa kroki: predykcje i aktualizacje.

Zaktada sie, ze znany jest zbior N prébek z fgp p(xH |YH). Krok
predykcyjny polega na przepuszczeniu kazdej z probek przez model przejscia,
czyli wylosowaniu N nowych probek x;(i) z rozkfadu zaleznego od wartosci
stanu w chwili poprzedniej x, ,(i).

Aktualizacja polega na obliczeniu znormalizowanych wag dla kazdej
probki

Qk(i)_ Np( |Xk )
> oy (7))

j=1
czyli poszczegdblne wagi sg zalezne tylko od modelu pomiarowego, a poniewaz
wyjscie obiektu jest dane, podobnie jak warto$ci poszczegdlnych probek, ktére

x; (7)) (6)

p<yk
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przed chwilg zostaty przepuszczone przez model przejscia, ten krok w praktyce
sprowadza sie do przypisania wadze qk(i) odczytanej wartosci z p(yk | x, )

We wzorze (6) symbol o€ oznacza ,wprost proporcjonalne”, przy czym
wiadomo, ze

ﬁqk (i)=1. (7)

i=1

Poszczegdlne probki x, (i) wraz z wagami ¢, (i) niosa informacje
o rozkiadzie dyskretnym i sg nastepnie wykorzystane do powtdrnego prébkowania
(ang. resampling) wszystkich czasteczek. Nalezy wylosowaé N nowych probek
x, (i), przy czym szansa, ze bedzie to doktadnie warto$é x; (i) wynosi ¢, (z)

Priv, () =x; (i)} =4, () ®8)

Algorytm Bootstrap jest czasami nazywany w literaturze jako Sampling-
Importance-Resampling (SIR), jednak w istocie rézni sie on od typowego SIR
odgérnym wyborem funkcji waznosci [1, 3].

3. WYGLADZACZ CZASTECZKOWY

Tak jak celem dziatania filtru czgsteczkowego jest estymacja rozktadu
brzegowego (2) [2], tak zadaniem wygtadzacza czasteczkowego (ang. particle
smoother) jest estymacja rozktadu

P(xk |xk—l)p(xk|ym)
dx,
p(xk|Yk—1) ) ©)

P(xk—1|Ym )= P(xk—1|Yk—1 )J

przez co wygtadzanie jest trudniejsze od filtracji i korzystanie wprost z (9) jest
mozliwe tylko dla obiektéw dyskretnych zapisanych w przestrzeni stanu, lub dla
obiektow liniowych niskich rzedow [4].

Rozwijajac zapis

Y, = {00 Vo Vi Vistreos Y ) (10)

widaé, ze wygtadzanie ma na celu znalezienie wartosci zmiennej stanu w chwili,
w ktdrej znane sg pozniejsze wartosci wyjscia.
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W szczegélnym przypadku gdy m=k-1, wygtadzacz stanie sie po
prostu filtrem.

W réwnaniu (9) mianownik pod catkg to fgp apriori wyrazona wzorem (5).
Wyrazenie przed catlkg to fgp aposteriori, ktérg mozna otrzymaé poprzez
wykorzystanie filtru czasteczkowego. Pierwszy czynnik w liczniku pod catkg
to model przejscia, za$ drugi czynnik mozna wyrazi¢ tym samym wzorem (9)
po zaktualizowaniu chwili czasowej. Nalezy w taki sposéb postepowalé az
do momentu, w ktérym p(x, | Y, )= p(x, | Y, ). Takie rekurencyjne podejécie jest
jednym z dwéch opisanych w [5].

Podobnie jak w filtrze czgsteczkowym, takze w tym przypadku konkretna
warto$¢ zmiennej stanu jest obliczana jako warto$¢ oczekiwana, co przy wyko-
rzystaniu czgsteczek sprowadza sie do wzoru

iy, )= Elx,Jr, |~ Zwk x, (11)

Aby otrzymaé wygtadzone wartos$ci zmiennej stanu, trzeba najpierw uru-
chomi¢ normalny filtr czgsteczkowy dla wszystkich krokéw symulacji £ =1,...,m

i zapamietaé poszczegdlne czasteczki x, (i) oraz wagi ¢, (i).

Wygtadzanie nie powoduje zmiany wartosci poszczegdlnych czgsteczek,
a jedynie wptywa na wartosci ich wag wykorzystujac takze informacje z poz-
niejszych chwil czasowych. Obliczanie kolejnych wag nastepuje ,od kohca” —
dla ostatniej chwili czasowej m, poszczegdlne wagi przyjmuje sie réwne tym,
otrzymanym na podstawie dziatania filtru

Wm (l) = qm (l) (12)

Nastepnie dla malejacego kroku czasowego k =m,m—1,...,2 oblicza sie
poszczegolne wagi

) ( (ijk—l (l))

N
Wkl le Z N (13)
J=

ZQk 1 ( Xxk 1(h))

h=1

ktore nalezy zapamieta¢, aby na koncu, korzystajac z (11) obliczy¢ wygtadzone
wartosci zmiennej stanu. Nalezy przy tym pamietaé, ze — podobnie jak
w przypadku wag ¢, (i) — réwniez wagi w, (i) maja te wtasciwosg, ze ich suma
musi by¢é réwna jednosci, w zwigzku z czym dobrze jest po obliczeniu
wszystkich wag w k-tym kroku dokonaé normalizac;ji.



162 P. Kozierski

Aby poréwnaé dziatanie filtru czasteczkowego oraz wygtadzacza czas-
teczkowego, zasymulowano obiekt dany rownaniami

expl(0,1x
x, =08x,_; LZH)VH

01+x,, (14)
Vi =X tn,

gdzie szum wewnetrzny ma rozktad normalny v~ N(O; 0,2) oraz szum pomia-
rowy takze ma rozktad normalny n ~ N(0;0,1).

W tabeli 1 przedstawiono wyniki symulacji dla 3 roéznych symulacji
testowych oraz 3 réznych wartosci N (liczba probek). Wyniki obejmujg czas
symulacji ¢+ oraz sredni kwadrat btedu pomiedzy wartoscig rzeczywistg i esty-
mowang, ktérg mozna zapisac jako

TABELA 1

Poréwnanie dziatania filtru czasteczkowego i wygladzacza
czasteczkowego dla roznej liczby czasteczek N oraz roznej
diugosci symulacji m

N =100 N =200 N =500
0r=0,453 | 57=0,435 | Jr=0,433
m=100 | Js=0,368 |Js=0,377 | Js=0,363
t=57s t=215s |t=126/4s
57=0,016 | Jr=0,016 | Jr=0,016
m=200 |dJs=0,018 |dJs=0,018 |Js=0,018
t=116s |t=430s |t=2573s
57=0,086 | Jr=0,058 | Jr=0,054
m=500 |dJs=0,086 |dJs=0,056 |Js=0,057
t=288s |t=1056s |¢=6357s

S=tt— (15)

gdzie m to dlugos¢ symulacji testowej, x, to prawdziwa warto$¢ zmiennej stanu

w k-tej iteracji, zas JAC,( to estymowana warto$¢ zmiennej stanu w k-tej iteracji.
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Wynik dziatania filtru czasteczkowego zapisano jako Jr za$ wynik
wygtadzania jako ds. Na rysunku. 1 przedstawiono wynik symulacji dla N = 100
i m =100, anarysunku 2 —dla N =100 i m = 500.
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Rys. 1. Wynik dziatania filtru czasteczkowego i wygtadzacza czasteczkowego
dla N =100 oraz m =100

Poréwnujac wyniki z tabeli 1 oraz rysunkéw 1 i 2 mozna stwierdzic,
ze pozytywny wynik wygtadzania jest zauwazalny tylko w przypadku btednego
dziatania filtru czasteczkowego — na rysunku 1, na poczatku symulacji zaobser-
wowano duzy btad estymacji zmiennej stanu, ktory zostat zmniejszony przez
wygtadzacz, jednak w stosunkowo matym stopniu.

Nalezy takze zwréci¢ uwage na czas symulacji — doskonale wida¢, ze ¢
jest liniowo zalezny od liczby krokéw symulaciji m, oraz wprost proporcjonalny
do kwadratu liczby prébek N. Powoduje to, ze wygtadzanie jest bardzo kosz-
towne obliczeniowo, co przy uzyskanych wynikach stawia pod znakiem zapyta-
nia sens jego wykorzystywania.
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Rys. 2. Wynik dziatania filtru czasteczkowego i wygtadzacza czasteczkowego
dla N =100 oraz m = 500

Mozna jednak przyjac¢, ze w przypadku braku informacji o modelu przejscia
i modelu pomiarowym obiektu (do czego dochodzi m.in. przy problemie identy-
fikacji) wynik dziatania wygtadzacza czgsteczkowego bedzie lepszy niz w przed-
stawionym, idealnym przypadku.

4. ESTYMACJA METODA NAJWIEKSZEJ
WIARYGODNOSCI

To podejscie zaktada maksymalizacje tacznej fgp (ang. joint density)
obserwacji poprzez odpowiedni dobdr parametrow:

6 =argmax p(y,,... v,) (16)

0cO

przy czym faczng fgp mozna zdekomponowac na
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p(yl""’yn):p(yl)ﬁp(yk‘yk—l)' (17)
k=2

Ze wzgledu na monotonicznos¢é (16), problem maksymalizacji jest row-
noznaczny z problemem minimalizacji

6 =argmin—L(Y,) (18)

6cO

gdzie L(Yn) to logarytmiczna postaé prawdopodobienstwa (ang. log-likelihood)

L(Y,)=log p(¥,)=1log p(, )+ log p(r,]7, ) (19)
k=2

ktéra jest stosowana z powodu mozliwosci zastgpienia iloczynu suma.

O ile wyznaczenie
P(Yk|Yk—1):_[P(Yk|xk )p(xk|Yk—l)dxk (20)

jest mozliwe poprzez wykorzystanie filtru czasteczkowego, o tyle rozwigzanie
problemu optymalizacyjnego (18) jest bardziej problematyczne, poniewaz précz
(20) istnieje potrzeba obliczenia pochodnej

0

%P()’/JY/H) (21)

Jedno z rozwigzan polega na numerycznym obliczeniu wymaganej
pochodnej. Inne podejscia zaktadajg rozwigzanie problemu bez potrzeby obli-
czania pochodnej, np. poprzez zastosowanie metod optymalizacji Simplex.
W tym artykule zostanie zaprezentowany algorytm Oczekiwanie-Maksymalizacja
(ang. Expectation Maximisation — EM) polegajacy na obliczeniu przyblizenia ML.

5. ALGORYTM OCZEKIWANIE-MAKSYMALIZACJA

Algorytm jest iteracyjng metoda poszukiwania maksymalnej wartosci
L(Y,) przy zatozeniu, ze w kazdym kolejnym kroku wartosé log-likelihood rosnie.



166 P. Kozierski

Algorytm jest wykonywany tak dtugo, jak poprawa kolejnych wartosci parame-
trow 6,,, daje efekty, a wiec moga pojawi¢ sie problemy z okresleniem czasu

dziatania algorytmu.
Kolejne kroki algorytmu sg nastepujace [10]:

Algorytm 1 (oczekiwanie-maksymalizacja)
1) Inicjalizacja algorytmu; ¢ =0, dobranie takiego 6,, aby L, (¥, ) bylo skoriczone.

2) Oczekiwanie; obliczenie wartosci 0(6,6, ,)
3) Maksymalizacja; obliczenie

6, =argmax 0(6,6, ,) (22)

0O

4) Jesli zmiana wartosci Q jest zauwazalna, to ¢t = ¢t + 1 i przejscie do kroku 2.
W przeciwnym wypadku zakonczenie algorytmu.

W kroku 2 nalezy dokona¢ obliczen korzystajac ze wzoru
Q(g'et—l):11+12+13 (23)
gdzie

Y, ), (24)

I, = I log P(xl )pz—l(xl

Y, )dxk—ldxk (25)

I, = kz"; ” log p(xk ‘xk—l )pt—l ('xk 1 Xk

Y, M, (26)

I, = z J. log p(yk ‘xk )pt—l(xk
k=1
Mozna obliczyé przyblizong warto$é Q(6,6, ,) stosujac wzory:

I zZ‘,Wl(l.)’log p(xl(i)) (27)

i=1 j=1 k=2 iwk,1(h)'pr—l(xk (j]xkil(h)) (28)
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m

w, (i) 1og p(y,|x, (7)) (29)

N
I3zz

i=1 k=1

Nalezy zwréci¢ uwage, ze we wzorze (28) wartosci prawdopodobienstwa
modelu przejscia dotyczg zestawu parametrow 6, ,, z kolei pozostate wartosci

prawdopodobienstwa nie sg zalezne od zadnego konkretnego wektora para-
metrow @, co jest zwigzane z 3 krokiem Algorytmu 1 — maksymalizacja.

Maksymalizacja polega na znalezieniu takich parametréw modelu @, aby
wyrazenie Q(Q,HH) przyjeto maksymalng wartosé¢. W ogélnym przypadku wy-
razenie to jest nieliniowg funkcjg & i ekstremum musi zosta¢ znalezione
za pomocg odpowiedniej techniki.

Jedng z takich technik jest metoda gradientowa, w ktérej wykorzystuje
sie pochodng czgstkowg po parametrach z przyblizonej wartosci Q(@, 6?,_1):

200.6.) b i p, (30)
00
in%@ﬂ%%ﬂ@ (31)

b.-33 |
=i (32)

dlog plr, ()4 0)
00

_ ﬁ“ > w, (i)alogp@k‘xk(k))

D3 k 69
i=1 k=1

(33)

Dzieki rozwigzaniu réwnania (30) i przyrownaniu do zera mozna znalez¢

maksimum funkcji, jednakze nie jest to konieczne, poniewaz najwazniejsze jest
spetnienie warunku, aby warto$¢ funkcji ¢ w kazdej iteracji rosta. W zwigzku

z tym, zamiast maksymalizowaé wyrazenie (23) mozna znalez¢ jakikolwiek
wektor parametréw obiektu 6, , ktory spetnia zaleznos¢

Q(ez ' 9[—1) > Q(Ht—l’ 9;—1 ) (34)

Takie podejécie powoduje, Ze znacznie tatwiej znajduje sie kolejne wartosci
0., jednakze zarazem trzeba liczy¢ sie z wydtuzeniem ogoinej liczby iteracji 7.
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W zwigzku z tym, Ze w kolejnych iteracjach zmienia sie wektor para-
metréw @, zmienia sie takze model obiektu, a co za tym idzie — takze modele
przejscia i pomiarowy. Pocigga to za sobg potrzebe kazdorazowego przelicza-
nia filtru czasteczkowego oraz wygtadzania wartosci zmiennej stanu w kazdej
kolejnej iteracji algorytmu. Nalezy bra¢ to pod uwage podczas wyboru pomiedzy
bardziej zlozong metoda poszukiwania ekstremum (22) skutkujacg mniejszg
liczbg iteracji 7, a metodg prostsza, ale pociggajacg za sobg wiekszg liczbe
powtorzen zadziatania filtru i wygtadzacza.

Krok 4 Algorytmu 1 wymaga przyjecia pewnej wartosci ¢ > 0. Jesli wzrost
O bedzie mniejszy od &, to nastgpi zatrzymanie. Innymi stowy Algorytm 1

bedzie wykonywany tak dtugo, jak prawdziwe bedzie wyrazenie

Q(Hz ' 91—1 ) - Q(et—l’ 0[—1) > E. (35)

6. PODSUMOWANIE

W artykule opisano zasade dziatania filtru czasteczkowego oraz wygta-
dzacza czasteczkowego. Przedstawiono wyniki dziatania obydwu i zwrdcono
uwage na zachowanie pewnej ostroznosci podczas wykorzystywania wygtadza-
nia w algorytmie.

Przedstawiono takze estymacje parametrow metoda najwiekszej wiary-
godnosci i opisano wykorzystany do tego algorytm oczekiwanie-maksymalizacja.

Przygladajac sie poszczegdélnym wzorom w 4 rozdziale, mozna dojs¢ do
wniosku, ze algorytm oczekiwanie-maksymalizacja polega na takim dobraniu
parametrow ¢, aby model przejscia oraz model pomiarowy (ktore sg zalezne
od wektora parametrow) jak najbardziej odpowiadaly kolejnym wartosciom
zmiennej stanu w czasie symulaciji.

Przy zafozeniu, Ze znany jest model przejScia oraz model obiektu
(ale tylko w kontekscie ksztattu fgp, a nie konkretnego modelu obiektu) mozna
rozpatrzy¢ metode, ktéra stuzytaby do poszukiwania wektora parametréw tylko
na podstawie tych dwoch modeli p(x, | x,_,) oraz p(y, |x, ).
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EMPLOY A PARTICLE FILTER
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ABSTRACT A way of parameter estimation of nonlinear
dynamic systems in state-space form is presented. The identification
uses Maximum Likelihood method (ML), Particle Filter approach and
Expectation-Maximization algorithm (EM).
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