Edyta LUKASIK
Beata PANCZYK
Jan SIKORA

CALKOWANIE SYMBOLICZNE
W METODZIE ELEMENTOW BRZEGOWYCH
FOURIERA

STRESZCZENIE Tradycyjna metoda elementéw brzego-
wych (MEB) pozwala uzyska¢ rozwigzanie problemu, ale tylko w przy-
padku istnienia znanego rozwigzania fundamentalnego. Bardziej uni-
wersalne podejscie oferuje MEB Fouriera, ktora realizuje, przy pewnych
zatozeniach, obliczenia bez znajomosci rozwigzania podstawowego.
Réwnowaznos$¢ obu metod zostata pokazana w pracy. Wspotczynniki
ostatecznego uktadu réwnan liniowych wyznaczane sq w przestrzeni
Fouriera. W artykule zaprezentowano implementacje catkowania sym-
bolicznego w pakiecie Matlab do wyznaczania catek osobliwych w MEB
Fouriera.

Stowa kluczowe: Metoda Elementow Brzegowych Galerkina i Fouriera,
catkowanie symboliczne

1. WSTEP

Metoda elementéow brzegowych (MEB) [5] jest numeryczng metodg
rozwigzywania réwnan catkowo-brzegowych, w ktérych poszukiwana funkcja
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znajduje sie pod znakiem catki obliczanej po brzegu pewnego obszaru.
Do obliczen catek zwykle stosowane jest catkowanie numeryczne [3, 5]. Celem
niniejszej pracy jest zastosowanie symbolicznego catkowania [2] do wyznaczenia
wspoétczynnikéw ukfadu réwnan MEB Fouriera [1] na przyktadzie réwnania
Poissona, z wykorzystaniem zaimplementowanego w Matlabie pakietu do obli-
czenh symbolicznych [8].

2. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH FOURIERA

Zalézmy, ze dany jest obszar @ < R" o brzegu 6Q =T, UT, z warun-
kami brzegowymi Dirichleta u,. zdefiniowanymi na T, i Neumana t. zdefiniowa-
nymi na I,. Podstawowym réwnaniem MEB w n-wymiarowej przestrzeni jest
wowczas:

Au(x)=-f(x), xeQcR" (1)
z warunkiem brzegowym:
u(x)=u-(x), xel,cQ, (2)

gdzie:
U — nieznana wielkos¢,
f —znana warto$¢ w obszarze Q,

A=Y 0%*/0x; - operator Laplace’a.

k=1
Strumien na brzegach obszaru opisuje wtedy rownanie:

t=Au=-0 u=—-WVu, (3)

z warunkiem brzegowym:

t(x) =t-(x), xel,cQ,
gdzie:
V - gradient poszukiwanej funkgciji u,
v —wektor normalny skierowany na zewnatrz obszaru,
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X —n-wymiarowy wektor,

dx — oznacza dx;dx, (lub dx;dx,dxs),

A, =-v-V —operator brzegowy,

0/ 0x, — pochodna czastkowa oznaczana jako 0, .

Teoretyczne podstawy MEB Fouriera przedstawiono w pracy [1], a skrétowy
ich opis w [3]. W niniejszym artykule zostang podane jedynie niezbedne defi-
nicje i twierdzenia konieczne do przedstawienia procesu obliczania catek osobli-

wych w przestrzeni Fouriera.
Transformacja Fouriera (n-wymiarowa):

Fuy=d, uel,(R"), i=+-1

jest zdefiniowana jako:

n
U(x) = J.u(x)e"“'“dx, <X R>=DTxK, . (4)
R" k=1

Podstawg metody MEB Fouriera sg dwa twierdzenia:

Twierdzenie Parsevala:

1 j&(—i)a(i)di, x,XeR". (5)

an 09U = s |

Twierdzenie o splocie w przestrzeni Fouriera w postaci:

[ouex-y)dy < $RIR). (6)

Jedli iloczyn skalarny zostanie zapisany w postaci (a,b)= Ja(x)b(x)dx,
an
zas splot jako ax*b = ja(y)b(x— y)dy, to wzory (5,6) majg odpowiednio postac
an
(7, 8):

(6(x),u(x)) =

(zi)n (3-9.08), ™
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O *u(x) <o HRR) . (8)

Transformacja uktadu rownan rézniczkowych czastkowych do przestrzeni
Fouriera przeksztatca operator rozniczkowy P(0) w wyrazenie algebraiczne P(X):

Au(x)=—f(x) «F %700 =-f(%), 9)

gdzie:

R n
P=i =2 % (10)
k

Fundamentalne rozwigzanie w przestrzeni Fouriera sprowadza sie do:

f(x) = 8(X) <L f(X) =1. (11)

Zgodnie z (11) rozwigzanie:

AU(x) =-3(x) <« -[f°UR)=-1, (12)

po transformacji do przestrzeni Fouriera sprowadza sie do wyznaczenia od-
wrotnosci P:

U(R) =

Tl (13)

Takie podejscie moze by¢ zastosowane do wszystkich réwnan réznicz-
kowych liniowych ze statymi wspétczynnikami. Rozwigzanie fundamentalne dla
takich rownan przestrzeni Fouriera jest zatem zawsze znane [1].

Dla elementéw prostych, wektor normalny v* jest lokalnie niezalezny od X,
wobec czego:

AU = VU «F5 AU =—vF iU (14)

AJAYU =1 V(K VU) s ATAKD =0 iR(PF-iR)U
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Klasyczna MEB bazuje na formutach Greena tj. na znanym rozwigzaniu
fundamentalnym. MEB Fouriera przedstawiona w pracy [1] jest szczegdlnie
interesujgca w przypadku braku takiego rozwigzania.

Ostatecznie MEB Fouriera jest przetransformowang do przestrzeni Fouriera
metodg MEB Galerkina [6] (z zastosowaniem fundamentalnych twierdzen teorii
dystrybucji [7]) i sprowadza sie do rozwigzania uktadu rownan rozniczkowych
czagstkowych postaci [1, 4]:

KN =R Y HIT - Gl (15)

gdzie wspotczynniki sg zdefiniowane w przestrzeni Fouriera wzorami:

)= Gy WD F00)

! = e AR AE®)

= G (WERAOAT) "
b Gy R ERAD)

Znane i nieznane wartosci u sg aproksymowane przez sumy wielo-
mianéw funkcji testowych ¢, ze wspotczynnikami u' postaci:

W) = YU (). (17)

Funkcje testowe wzgledem u powinny by¢ co najwyzej liniowe.

3. PODSTAWY OBLICZEN SYMBOLICZNYCH
W MATLABIE

Symbolic Math ToolBox [8] w Matlabie dostarcza narzedzi do wykony-
wania obliczen na wyrazeniach symbolicznych [2]. Pakiet wyposazony jest
w funkcje do symbolicznego wyznaczania granic, rozwigzywania réwnan, roz-
niczkowania i catkowania.
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Symboliczne oprogramowanie definiuje nowy typ zwany ,obiektem
symbolicznym” (ang. symbolic object). Jest to struktura danych, ktéra zawiera
symbol przedstawiony w postaci tahcucha. Obiekty te reprezentujg zmienne
symboliczne, cate wyrazenia i macierze. Obliczenia symboliczne wykonywane
sg na bazie pakietu Maple.

Pakiet do obliczenn symbolicznych pozwala realizowa¢ obliczenia sym-
boliczne poprzez odpowiednie zdefiniowanie symbolicznych wyrazen i opero-wanie
na nich za pomoca funkcji wywotywanych podobnie jak zwykte funkcje Matlaba.

Polecenia sym i syms deklarujg zmienne i wyrazenia symboliczne.

Na przyktad aby zrealizowa¢ symboliczne obliczenia dla funkcji kwadra-
towej postaci: f = ax> + bx + ¢ nalezy zadeklarowaé zmienne w nastepujacy
sposob:

a =sym('a’)
b =sym('b’)
c =sym('c)
x =sym('x’)

lub jednym poleceniem:

symsabcx

Usuniecie zmiennych z pamieci Maple nie jest jednoznaczne z usu-
nieciem zmiennych z przestrzeni roboczej Matlaba. Na przykiad jesli x jest
zadeklarowane jako zmienna typu real za pomoca polecenia:

syms x real

to x jest obiektem symbolicznym w przestrzeni Matlaba oraz dodatnig zmienng
typu real dla Maple. Polecenie:

syms x unreal
znosi deklaracje typu real dla zmiennej x, a polecenie:
maple restart

usuwa wszystkie deklaracje zmiennych z przestrzeni Maple.
Polecenie:

clear x

usuwa x tylko z przestrzeni roboczej Matlaba.

Na przyktad dla zmiennej x typu real, polecenie:
syms X

bez usuniecia x z jadra Maple, dla Matlaba ciggle oznacza, Ze x jest dodatnig
zmienna typu real.
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3.1. Catkowanie symboliczne

Jesli f jest wyrazeniem symbolicznym to:

int(f)
znajduje inne wyrazenie symboliczne F, takie Zze jego pochodna:
diff(F) = f.

Oznacza to, ze wynikiem wywotania funkcji inf(f) jest symboliczna postac
catki nieoznaczonej z funkg;ji f.

Polecenie:
int(f, v)
oznacza, ze wyrazenie f ma byé catkowane wzgledem symbolicznej zmiennej v.

Catkowanie symboliczne jest trudnym zadaniem obliczeniowym. Catka F
moze nie istnie¢ w ogodle lub jej postaé moze byé wyrazona za pomocg
skomplikowanej funkcji. Catka F moze istnie¢, ale oprogramowanie nie bedzie
w stanie jej wyznaczy¢ lub moze potrzebowac zbyt wiele czasu i pamieci na
realizacje obliczen. Tym niemniej dla wielu zadan, Matlab jest w stanie wy-
znaczy¢ symboliczng postaé catki a w razie niepowodzenia zwracany jest po
prostu wynik postaci wyrazenia wejsciowego: int(f).

Mozliwe jest réwniez symboliczne wyznaczanie catek oznaczonych.

Polecenia:
int(f, a, b)
oraz
int(f, v, a, b)

wyznaczajg symboliczne wyrazenia okreslajace odpowiednio catki postaci:

b

[ fdx.

a
b

j f(v)dv_

a

3.2. Catkowanie z parametrami rzeczywistymi

Jedng z subtelnosci obliczen symbolicznych sg rézne dziedziny para-
metrow catkowania.
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Na przyktad, jesli a jest zadeklarowane jako dodatnia zmienna typu real,

to wyrazenie e’axzjest okreslone dodatnimi wartosciami krzywej w ksztatcie
dzwonu zbieznej do 0 przy x — £1.

Na przyktad dla a = 1/2 mamy:

syms x
a =sym(1/2);
f=exp(-a *x2);

Jednak przy obliczaniu catki Ie’axzdx, bez okreslenia typu zmiennegj a,
Matlab zatozy, ze a jest liczbg zespolong i dlatego zwréci wynik w postaci
zespolonej. W przypadku kiedy a ma byé dodatnig liczbg typu real, catka
powinna by¢ obliczana za pomoca nastepujacych polecen:

syms a positive;
syms X;
f=exp(-a*x2);
int(f, x,=inf, inf)
W wyniku otrzymuije sie:
ans = 1/(a)"(1/2) * pi"(1/2).

W celu wyznaczenia catki dla dowolnej wartosci rzeczywistej zmiennej a
(nie koniecznie dodatniej), parametr a nalezy zdefiniowaé nastepujaco:

syms a real
f=exp(-a*x2);
F = int(f, x,=inf, inf)

4. CALKOWANIE SYMBOLICZNE
W ROWNANIU POISSONA

Praktyczne obliczenia catek osobliwych zostang pokazane na przykta-
dzie rozwigzania réwnania Poissona, zdefiniowanego na dwuwymiarowym
obszarze Q=[01]x[0,1], z wewnetrznym, stacjonarnym zrodtem ciepta f. Tem-
peratura na brzegu tego obszaru ma wartos¢ 0. Przy tych warunkach, problem
Dirichleta prowadzi do réwnania Poissona postaci:
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Au(x)=-f(x), xeQ (18)

u(x)=u. =0, xerl.

Brzeg 0Q zostat podzielony na 8 elementow [2].
Rozwigzaniem fundamentalnym jest tu funkcja:

U(x)=U(xl,x2)=—%ln1/xf+x22 , (19)

gdzie:

1 2 2
U(X_ y) ZU(X1’ Y11 X5, yz) = _Zln\/(xl - y1) +(X2 - yz) . (20)

Przy warunku u = 0 uktad réwnan liniowych (15) redukuje sie do uktadu:

0=F)+> HJt" (21)
gdzie:

HJ = [¢) [4lU(x-y)dr,dr, (22)

F) = [4/ (0] f(y)U(x-y)dQ,dr, . (23)

X

Funkcje testowe dla tego przypadku w przestrzeni Fouriera majg postac [1]:

. —iXq /2
o1 I -igg /2 1 (e -1
=5\ “l)-=i—, 24
# x1/2( )2 %, (24
. 1 0 - _ (e—iil _e—iillz)
2 B IX1/2 e IX]./Z _1 Y P S — 25
% 2 %12 ( ) R, ’ (25)
~ i . 1 _ e—i>‘<2/2 1 e—i>‘<1
Go= e e =i O R (26)

X, 12 2 X,
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Przy dyskretyzacji brzegu kwadratu jednostkowego osmioma elementami,
uktad rownan do rozwigzania jest postaci:

SR (R.40) = {3 (-5, F,0),j=1...8. (27)
Czyli np.:
. (2 x L (R R.ERUM)
[I(elxllz 1)] [I(e—lxllz l)]dx dX (28)
(27[) — R, %, (- %2 - %2) ’

Elementy lezace na gtéwnej przekatnej macierzy uktadu, sg okredlone
catkami osobliwymi, wyznaczanymi symbolicznie w Matlabie.

Aby wyznaczyé wartos¢ H'' w przestrzeni Fouriera zostata wykorzystana
tozsamos¢ z [1]:

-1 1 - -1 sgn(X,)
dx, = 29
e )™ " 29
Oraz twierdzenie Parsevala (5) w postaci:
1 N ava s s
[u,(u, ()dx = = [, (~R)d, (R)dR (30)
R" (Zn) R"

Ostatecznie:
oo L plier -olhe e ol o

(2m) 2 xx( X’ —x2)
J_[(elxll2 1)] [(e-ml/z 1)]-[

R

dx,dx, =
(Zn) X; +x2)

(2 )I[(eml/z 1)] [(e—|x1/2 1)]592)2:1 )d)'zl _
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-1 Isgn(x )[( i%,/2 1)] [(ef.xl/z 1)}1)(

T2en) %
@ -1 1 sgn(x, ) - s
" 2(2n) (zn)f F( % j':([(e 1)) [e 72 ~1)]hig, =

[1] ! 2X1 3 %2 _ 1| [ra-irz _ -
T 202m)7 .[ (Infx,| E)F([(e ][ 1))z,

Listing 1 przedstawia kod zrédiowy do symbolicznych obliczern dwaoch
przyktadowych wartosci catek osobliwych znajdujacych sie na gtéwnej przekatnej
macierzy.

Listing 1. Obliczanie catek w przestrzeni Fouriera
%Rozbite na poszczegdlne kroki
%obliczenia calek hi1l, h22
clear all
clear maple
Syms X w
% disp('Transformata Fouriera sgn(x)/x"3:")
fouriersignum=trsgn(w)

% disp('Transformata Fouriera fil(x)fil(-x):")
fourierfilfil=simplify(fourier(fil(x)*fil(-x)))
disp('Transformata Fouriera iloczynu signum i fil*fil:'")
f=trsgn(w).*fourierfilfil

disp('Calka z iloczynu transformat:')
f=simplify(int(f,-inf,inf)./(2.*pi))./(2.*pi)./2
Hll=subs(f)

% disp('Transformata Fouriera fi2(x)fi2(-x):"')
fourierfi2fi2=simplify(fourier(fi2(x)*fi2(-x)))
disp('Transformata Fouriera iloczynu signum i fi2*fi2:")
f=trsgn(w).*fourierfi2fi2

disp('Calka z iloczynu transformat:')
f=simplify(int(f,-inf,inf)./(2.*pi))./(2.*pi)./2
H22=subs (f)
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Do obliczen wykorzystano pomocnicze funkcje trsgn, fi1 i fi2, ktérych kod
zrodtowy pokazano na Listingu 2.

Listing 2. Kod pomocniczych funkcji
function f = trsgn(x)
%transformata signum/x”"3
f=x.*x.*(log(abs(x))-3./2);
end

function f=fil(x1)
%bez dzielenia przez x1 (uwzglednione w sgn)
f=1i.*(exp(-1i.*x1./2)-1);

function f=fi2(x1)
%bez dzielenia przez x1 (uwzglednione w sgn)
f=1i.*(exp(-1i.*x1)-exp(-1i.*x1./2));

Proces obliczeh w przestrzeni Fouriera przedstawia zrzut ekranu zapre-
zentowany na rysunku 1.

fouriersignum =

w"2% (log(abs(w)) - 3/2)

fourierfilfil =

2%pi¥* (dirac(w - 1/2) + dirac(w + 1/2) - 2*dirac(w))

Transformata Fouriera iloczynu signum i fil*fil:

f =

2*pi*w~2* (log(abs(w)) - 3/2)*(dirac(w - 1/2) + dirac(w + 1/2) - 2*dirac(w))
calka z iloczynu transformat:

£ =

-(log(2)/2 + 3/4)/(4*pi)
H11 =
-0.0873

Rys. 1. Zrzut ekranu z obliczeniami w przestrzeni Fouriera przykladowej
catki osobliwej H'*
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Z rysunku 1 wynika, Zze ostatecznie catka HY z iloczynu transformat
w Matlabie (symbolicznie) wynosi:

L(log(2)/4 + 3/8)/(2*pi) = -1/(167)(2In2+3),
co daje przyblizong wartosé rzeczywista: H** = -0.0873.

Uproszczony do minimum proces obliczeniowy z Listingu 1 przedstawia
Listing 3.

Listing 3. Obliczenia symboliczne w najkréotszym z zapisow
%0bliczenia symboliczne catek w przestrzeni Fouriera
clear all
clear maple
syms X X1 x2 t w
%H11:
f=trsgn(w).*simplify(fourier(fil(x)*fil(-x)));
Hill=simplify(int(f,-inf,inf)./(2.*pi))./(2.%pi)./2;
H1ll=subs(H11)

%H22:
f=trsgn(w).*simplify(fourier(fi2(x)*fi2(-x)));
H22=simplify(int(f,-inf,inf)./(2.*pi))./(2.%pi)./2;
H22=subs (H22)

Dla rozwazanego przypadku, wszystkie elementy przekatniowe H" i =1,....8
maja takg sama warto$é jak H'' wyznaczana w analogiczny sposéb.

Obliczajac wartosci catek osobliwych H" w tradycyjnej metodzie MEB
stosuje sie metody numeryczne [5], ktére zastosowane do analizowanego przy-
padku daty doktadnie takie same rezultaty. Wyznaczanie catek osobliwych me-
todami numerycznymi zostato doktadnie omoéwione w pozycji [3].

Kolejnym problemem jest proces obliczeniowy catek lezacych poza gtéwng
przekatna. Sq to juz catki nieosobliwe, a ich wartosci wyznacza sie numerycznie.

5. WNIOSKI

Metoda elementéw brzegowych Fouriera jest o tyle interesujaca, ze mozna jg
zastosowac¢ do rozwigzywania uktadéw réwnan rézniczkowych czastkowych,
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dla ktérych nie jest znana posta¢ rozwigzania fundamentalnego. Niestety
implementacja Fourier BEM jest znacznie trudniejsza niz klasycznej metody.
W artykule pokazano mozliwo$¢ wykorzystania obliczern symbolicznych pakietu
Matlab do wyznaczania wspotczynnikébw macierzy stanu okreslonych za pomocg
catek osobliwych.
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SYMBOLIC INTEGRATION
FOR FOURIER BOUNDARY ELEMENT METHOD

Edyta tUKASIK, Beata PANCZYK, Jan SIKORA

ABSTRACT The traditional Boundary Element Method (BEM)
allows for the solution of the problem, but only if there is a known
fundamental solution. A more universal approach the Fourier BEM
offers. It implements, under certain assumptions, calculations without
knowing the fundamental solution. The equivalence of both methods
is shown in. Coefficients of the final system of linear equations are
determined in the Fourier space. The paper presents the implementation
of the symbolic integration in MATLAB to determine the singular integrals
in Fourier BEM.

Keywords: Fourier Boundary Element Method, Galerkin Boundary
Element Method, symbolic integration
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