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PROJEKTOWANIE AKTUATORA
GRZEBIENIOWEGO
Z POMOCA BIBLIOTEKI METODY
ELEMENTOW BRZEGOWYCH BEMLAB

STRESZCZENIE W pracy przedstawiono zastosowanie biblioteki
metody elementéw brzegowych BEMLAB do rozwigzywania zagad-
nien zewnetrznych teorii pola elektromagnetycznego. Opracowano
modyfikacje funkcji Greena, pozwalajgcg na rozwigzywanie zgadnien
dwuwymiarowych.

Stowa kluczowe: biblioteka metody elementéw brzegowych, prob-
lemy zewnetrzne dwuwymiarowe, zagadnienia potencjalne

1. WSTEP

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie biblioteki wykorzystujacej
metode elementéw brzegowych (ang. Boundary Element Method — BEM) w za-
gadnieniach potencjalnych pola elektromagnetycznego w przestrzeni 2D i 3D.
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Uwaga czytelnika jest skoncentrowana na pozornie prostych zagadnieniach 2D
o0 brzegu otwartym. Zagadnienia te nie nalezg do fatwych, z ktérymi metoda
elementdéw skonczonych nie potrafi sie w sposéb prosty i elegancki uporaé¢. Ale
rowniez metoda elementow brzegowych, ktéra, pozornie rzecz biorgc, powin-
na da¢ sobie rade bez wiekszych problemow, to jednak dla przestrzeni 2D
napotyka powazne problemy, ktére beda traktowane w niniejszej pracy.

Pomimo wielu lat badan nad metodg elementow brzegowych i bogatej
literatury przedmiotu [1-6, 8-11], nie mogta doczekac sie uniwersalnego pakie-
tu, umozliwiajgcego rozwigzywanie zagadnien polowych. Nie powstat pakiet
umozliwiajacy rozwigzywanie wielu réwnan i wielu problemow przy uzyciu jed-
nego, wspolnego dla wszystkich zagadnien silnika. BEMLAB [11] jest pierwszg
uniwersalng, obiektowg bibliotekg numeryczng o otwartym kodzie zrédtowym
implementujacg BEM. BEMLAB umozliwia wykorzystanie wielu typéw ele-
mentow brzegowych, wielu typéw funkcji Greena (jgdro rownania catkowego)
i roznych typdéw funkcji wymuszen obszarowych. BEMLAB rozwigzuje problemy
wieloobszarowe o dowolnej liczbie obszaréw, i o dowolnej ilosci wymuszen
znajdujgcych sie w rozpatrywanych obszarach. Dzieki zdefiniowanemu interfej-
sowi programowania (ang. Application Programming Interface — API) oraz wy-
korzystanym modelowaniu obiektowym, umozliwia bardzo tatwe dalsze rozsze-
rzanie funkcjonalnosci. Projekt BEMLAB sktada sie z biblioteki oraz referen-
cyjnej aplikacji. Posiada format danych wejsciowych i wyjsciowych zgodny z po-
pularnymi M plikami formatu Matlab, umozliwiajgc bezobstugowg wymiane
danych, a takze umozliwia zastosowanie siatek z dowolnym znanym skie-
rowaniem elementow (w przypadku BEM wazny jest kierunek normalnej do
elementdw brzegowych). Dzieki temu proces definiowania zadania i tworzenia
modelu jest tatwy i nie wymaga specjalistycznej znajomos$ci BEM oraz jej
implementaciji.

2. PRZEGLAD OPROGRAMOWANIA

Obserwujemy ciggty dynamiczny rozwéj MEB, ktérej nazwe zapropo-
nowat w latach siedemdziesigtych C.A. Brebbia. Od tamtego czasu powstato
wiele prac opisujgcych kolejne obszary zastosowan BEM. Powstatly liczne
ksigzki, a jednak do tej pory powstaly jedynie nieliczne implementacje tej
metody przedstawione w [9]. Przeglad dostepnego oprogramowania przeds-
tawiono w tabeli 1.
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TABELA 1
Przeglad dostepnego oprogramowania
Biblioteka SrquW'Sko Sposob__ Zastosowanie
(jezyk) dystrybucji
ABEM Fortran Komercyjr)y otwarty Akustyka
kod zrédtowy
LibBem C++ Zamkniety Roéwnanie Laplace’a
BEMLIB Fortran GPL Laplace, Helmholtz,
Stokes flow
BIEPACK Fortran Woln}/ 9twarty Roéwnanie Laplace’a
kod zrédtowy
Rozprowadzany
BEA Fortran razem Akustyka
z podrecznikiem
AcouSTO C GPL Akustyka
Pakiet binarny
BEASY dla Windows Komercyjny Mechanika, akustyka
i Unix
égg?r?;aetr?r?g Pakiet binarny Komercyjny Fale i temperatura
dla Windows
Software

3. PROBLEM ZEWNETRZNY DLA ZADAN 2D

W przypadku zagadnien zewnetrznych rownanie catkowo brzegowe (BIE)

(ang. Boundary Integral Equation):

oG __ 0¢
o +jr¢%dl' —jr%Gdl' +[ fGdQ

przyjmuje postac:

0G 0G ¢
P+ | g—dr + —dr, =|_ —Gdr +
C'¢ .[r¢ on J.rw¢ on ° Ir on

+ jrwg—ﬁedrw + [, fGdQ

(1.1)

(1.2)

gdzie: ¢ — wspofczynnik, ktory w rozpatrywanym przypadku wynosi 0.5 [2,8],
I — brzeg rozpatrywanego obszaru Q, I, — oznacza brzeg w nieskonczonosci,

0

ot pochodna w kierunku normalnym do brzegu.
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Metoda elementéw brzegowych w naturalny sposéb umozliwia rozwia-
zywanie zadan zewnetrznych, a geometria przedstawiona na rysunku 1 suge-

ruje, aby zamodelowa¢ zadanie w postaci problemu zewnetrznego. W modelu
nalezy przyja¢, ze w dostatecznie duzej odlegtosci od obiektu |, np. nie-

skonczonej, na brzegu I, potencjat ¢ jest rowny zero. Zatem prawdziwa jest
zaleznosc, ze dla dostatecznie duzej odlegtosci:

R=1,ax potencjat ¢ =0 (1.3)

gdzie |,,,, musi by¢ wieksze od maksymalnego rozmiaru rozpatrywanego obszaru.
Odlegtos¢ |,,,, jest uzywana w procedurze normalizacji funkcji Greena
dla zadania dwuwymiarowego [1, str. 33], umozliwiajac wyzerowanie potencjatu
w duzej odlegtosci od rozpatrywanego obszaru. Rozwigzanie fundamentalne
dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’a dla zagadnien wewnetrznych ma
postac [1]:
1,1

G(R)=—In=
(R) 2n R

Wraz ze wzrostem R czion logarytmiczny In% nie zanika, stad funkcja Greena
rowniez nie zanika, zatem niemozliwe byloby rozwigzanie zadania zewnet-
rznego dla przestrzeni dwuwymiarowej, tak jak ma to miejsce w przypadku
probleméw tréjwymiarowych. Z tego powodu czion logarytmiczny In% musi

zosta¢ poddany normalizacji polegajacej na wprowadzeniu odlegtosci |, dla

ktorej funkcja Greena przyjmie warto$¢ zerowg. Po przeprowadzeniu norma-
lizacji, nastepujgca posta¢ rozwigzania fundamentalnego moze by¢ uzyta do
rozwigzywania dwuwymiarowych zagadnieh zewnetrznych:

1 |

G(R) :2—n|n% (1.4)
przy czym:
G(R=| )—im'm—aX—o (1.5)
max 27T Imax .

Pochodna normalna funkcji Greena nie musi by¢ normalizowana, poniewaz
zanika w nieskonczonosci i ma takg samg postac, jak dla problemu wew-
netrznego [1]:

0S(R)_ 1 3R

on 27R an (1.6)
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Dzieki zastosowaniu znormalizowanej funkcji Greena G (1.4) oraz faktu

L . . 0G . . ..
zerowania sie jej pochodnej normalnej e potencjat warstwy pojedynczej i po-

dwojnej rownania (1.2) zeruje sie. Dzieki temu rownanie BIE dla zagadnienia
zewnetrznego (1.2) ma takg samg postac¢ jak réwnanie (1.1). Nalezy jedynie
zwréci¢ uwage na poprawne skierowanie wektora normalnego n elementéw
brzegowych tak, aby byly skierowane na zewnatrz rozpatrywanego nieskon-
czonego obszaru Q.

W przypadku problemu trojwymiarowego nie ma potrzeby wprowadzania
procedury normalizacji, poniewaz funkcja Greena dla rownania Laplace’a

I jej pochodna normalna (;—G W przestrzeni tréjwymiarowej naturalnie zerujg sie
n

w nieskonczonosci.

W celu zilustrowania przedstawionej teorii rozwazmy przyktad okregu
z zadanym potencjalem na jego brzegu. Wyznaczmy rozktad potencjatu dla
zadania zewnetrznego opisanego przez rownanie Laplace’a:

[%¢(x) =0 (1.7)

Naturalnym uktadem wspétrzednych, w ktorym poszukiwa¢ bedziemy
rozwigzania, jest uktad wspoétrzednych biegunowych [7]. Wybrany zostat okrag,
poniewaz dla niego w prosty sposOb mozna wyznaczy¢ rozwigzanie anali-
tyczne. Na rysunku 1 przedstawiono geometrie rozpatrywanego zadania.

Q-::' » Rys. 1. Zadanie zewn etrzne dla okr egu

i i e

Na brzegu r® zostat zadany warunek brzegowy Dirichleta ¢ =U , natomiast

rozpatrywanym obszarem jest obszar Q@ rozciggajacy sie do nieskornczonosci.
Posta¢ 0golng rownania Laplace’a w uktadzie wspoétrzednych biegunowych dla
Ssrodowiska jednorodnego [2, str. 46] mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

10 (_0¢) 1 0% 0%
02¢(RO)==—| R—= |+ = ——+—2=0 1.8
(R O) RGR( aRj R?00% 072 (18)
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Na podstawie warunkéw zadania mozna stwierdzi¢, ze potencjat ¢ zalezy jednie
od wspotrzednej r. Rownanie (1.8) redukuje sie zatem do nastepujacej postaci:

s 10 (.04
0 ¢(R)_E£(R6—Rj_o (1.9)

A rozwigzanie ogolne réwnania (1.9) ma postaé:

#(R) = AnR+B (1.10)

gdzie A i B sg statymi catkowania, a r = R jest promieniem okregu — brzegu
ograniczajgcego rozpatrywany obszar.

Zadanie zdefiniowane na rysunku 1 zostato rozwigzane réwniez metodg
elementow brzegowych (BEM), z pomocg biblioteki BEMLAB. Nalezy zwrocic¢
uwage na skierowanie wektora normalnego n elementow brzegowych r® w kie-
runku $rodka okregu tj. na zewnatrz rozpatrywanego obszaru QY. Wartosé
potencjatu na brzegu r'® zostata zadana jako warunek Dirichleta ¢ = U = 10 V.
W zadaniu uzyto unormowang funkcje Greena i zastosowano zerowanie po-
tencjatu w odlegtosci:

|, ... =1000

Dyskretyzacje brzegu dokonano elementami krzywoliniowymi z interpolacjg
wielomianem stopnia drugiego [8]. Rozwigzanie zad ania w postaci rozktadu
potencjatu w obszarze Q@ (tj. na zewnatrz kota) widoczny jest na rysunku 2.

10

8.5

25  -20 -5 -10 -5 o] 5 10 15 20 25
X

Rys. 2. Zadanie zewn etrzne — rozktad potencjatu
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Na podstawie rozwigzania ogolnego (1.10) i rozktadu potencjatu z ry-
sunku 2 wida¢, ze w miare oddalania sie od brzegu obszaru (okregu) r rosnie,
to potencjal ¢ maleje. Bez zastosowania opisanej w tym rozdziale procedury

normalizacji, otrzymano by niezgodne z fizykg zjawiska rozwigzanie BEM, w kto-
rym wartos¢ potencjatu ¢ wzrastataby w miare zwiekszania sie odlegtosci r.
Normalizacja dwuwymiarowej funkcji Greena dla zagadnieh zewnetrznych jest
obstugiwana przez biblioteke BEMLAB i umozliwia w bardzo tatwy sposéb roz-
wigzywanie zagadnien zewnetrznych metodg elementéw brzegowych, zaréwno
w przestrzeni 2D, jak i w przestrzeni 3D.

4. PROBLEM ZEWNETRZNY 2D W PRZYPADKU
KONDENSATORA PLASKIEGO

W tym podrozdziale na podstawie analizy prostego (akademickiego) zaga-
dnienia o znanym rozwigzaniu analitycznym, zaprezentowano mozliwosci biblio-
teki BEMLAB w zakresie analizy dwuwymiarowych zagadnien zewnetrznych.

W zadaniu zamodelowano dwie elektrody odosobnionego kondensatora
ptaskiego. Na podstawie uzyskanych wynikow rozwigzania zadania BEM obli-
czono pojemnosé, co jest szczegdlnie proste w przypadku metody elementéw
brzegowych, jako ze pierwotnymi wielkosciami uzyskanymi z rozwigzania jest
nie tylko potencjat, ale takze jego pochodna normalna, ktora jest proporcjonalna
do powierzchniowego rozktadu tadunku elektrycznego.

Dla poroéwnania przedstawiono réwniez model uproszczony, w ktérym nie
uwzglednia sie efektow na krancach elektrod.

r
, -\
r
g L
r
w +\/
h

Rys. 3. Model geometryczny dwdch elektrod kondensat  ora

Na rysunku 3 przedstawiono dwuwymiarowy (2D) model geometryczny
elektrod kondensatora. Symbolami oznaczono wymiary, ktérych wartosci zos-
talty zebrane w tabeli 2. Do elektrod zostalo przytozone napiecie o wartosci
U =20V, przy czym do dolnej elektrody +10 V, a do gérnej —10 V.
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TABELA 2
Wymiary zeba kondensatora AVC
AVC
Opis Oznaczenie Wymiar [um]

Diugos¢ zeba I 150
Szeroko$¢ zeba w 4
Wysokos¢ zeba h 40
Szerokosé szczeliny powietrznej g 3
Przesuniecie zebow p 30
llo$¢ zebdéw w kondensatorze N 12

5. MODEL UPROSZCZONY

Dla geometrii przedstawionej na rysunku 3 mozna obliczy¢é pojemnosc¢
C dla uproszczonego modelu. Uproszczenie to polega na pominieciu wptywu
warunkéw brzegowych. Dla przyjetych zalozen upraszczajgcych mozna wyko-
rzystac¢ zaleznosci opisane rOwnaniem:

ES
C== (3.1)

Odlegtos¢ miedzy oktadkami kondensatora to g, natomiast powierzchnia S jest
prostokatem o bokach h i I,. Pojemnos¢ dla modelu uproszczonego C(S™'®
WYNOSi:

I-h 120140

clsmle) _ €S _lph _
g g

£ =160 (3.2)

6. MODEL NUMERYCZNY BEM AKTUATORA
GRZEBIENIOWEGO O NAPEDZIE KATOWYM
JAKO PROBLEM ZEWNETRZNY 2D

Dwuwymiarowy uktad elektrod kondensatora przedstawiony na rysun-
ku 4, mozna rozwigza¢ metodga numeryczng przy uzyciu BEM. Dla rozpatry-
wanego ukladu zdefiniowano zadanie zewnetrzne tzn. takie, w ktébrym modelo-
wany obszar nie jest zamkniety brzegiem, a wiec obszar jest nieskonczony.
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= Rys. 4. Wybrany fragment dyskretyzacji ob-
-2.79 = szaru (2D) dwdch elektrod kondensatora
g
0

Pierwszym etapem jest dyskretyzacja geometrii. Na rysunku 4 przed-
stawiono siatke brzegowg dyskretyzujgcg brzeg ' modelowanego obszaru Q,
ktory obejmuje szczeline powietrzng i nieograniczony obszar wokoét elektrod.
Siatka skfada sie z 348 elementow brzegowych i zostatla wygenerowana przy
pomocy programu Gmsh.

55
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v

Rys. 5. Wektory normalne elementéw brzegowych dla
obszaru kondensatora przedstawionego na rysunku 4

Aby zweryfikowa¢ poprawnos¢ wygenerowanej siatki, obliczono wektory
normalne n dla elementéw brzegowych. Obliczenia wektoréw n wykonano przy
pomocy oprogramowania BEMLAB przy uzyciu nastepujgcego polecenia:

% obem_solve -i mems4.m -m 7 -0 mems4_normal.m

gdzie siatka geometryczna znajduje sie w pliku zdefiniowanym parametrem -i,
natomiast obliczone wartosci w pliku wyjsciowym (ang. output) zdefiniowanym
parametrem -0. Rozktad wektorow normalnych dla elementéw siatki przedsta-
wiono na rysunku 5. Wektory normalne skierowane sg do wnetrza elektrod,
poniewaz rozpatrywany problem jest problemem zewnetrznym. Wizualizacje
analizowanego obszaru wykonano przy pomocy programu pomochiczego do
rysowania wektorow dla siatki brzegowej plot3d_vecs dostarczanego razem z bi-
blioteka, przy pomocy nastepujacego polecenia:

>> plot3d_vecs(nodes, elementsGeom, elements_1, elementsU, normalVectors)
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Dla tak zdefiniowanej siatki, na catym brzegu I zadano warunek Dirichle-
ta, przy czym na jednej elektrodzie zadano potencjat +10 V, a na drugiej —10 V.

Ze wzgledu na fakt, ze rozwigzywany problem jest zagadnieniem zew-
netrznym rownania Laplace’a, nalezy uzy¢ zmodyfikowanej funkcji Greena
podczas obliczania potencjatu warstwy pojedyczej. Modyfikacja polega na nor-
malizacji odlegtosci R miedzy punktem obserwacji a catkowanym elementem.
Jezeli zatozymy, ze maksymalny rozmiar struktury 1., =1000, wtedy zaleznosc¢

(1.4) przyjmuje wartosc:

1, 1000
G(R) =—In——— 4.1
(R) 2n R (4.1)

W pliku wejsciowym (ang. input) zdefiniowano rowniez typ rozwigzywanego
problemu, tj. rbwnanie Laplace’a. Obliczenia przeprowadzono przy uzyciu op-
rogramowania BEMLAB, poprzez wykonanie nastepujacego polecenia:

% obem_solve -i mems4.m -m 1234 -0 mems4_solm1234.m

gdzie plik wejsciowy zdefiniowany parametrem -i zawiera siatke geometryczna,
warunki brzegowe i wspotczynniki materiatowe, natomiast wyniki obliczen
zostaly zapisane do pliku zdefiniowanego parametrem -o.

Na rysunku 6 przedstawiono rozktad potencjatu ¢ na elektrodach kon-
densatora. Do elektrod przytozono potencjaty +10 V i —10 V, dlatego na catej
powierzchni poszczegoélnych elektrod potencjat jest taki sam i jednoczesnie
stanowi warunek brzegowy Dirichleta. Pierwsze 174 wezly nalezg do pierwszej
elektrody z przytlozonym potencjatem dodatnim, natomiast pozostate 174 wezty
do drugiej elektrody.

10F o

| ‘

{]_

potential

5}

-10E 1 1 1 " I i T £
0 50 100 150 200 250 300 350
noda number

Rys. 6. Rozktad potencjatu na powierzchni elektrod kondensatora

W wyniku rozwigzania metodg elementéw brzegowych otrzymuje sie

rowniez rozktad pochodnej normalnej potencjatu (;—G na catym brzegu I rozpat-
n

rywanego obszaru. Na rysunku 7 przedstawiono rozktad pochodnej normalnej
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potencjalu na powierzchniach elektrod. Wartosci pochodnej normalnej Z—G
n

uzyte zostaty w obliczeniach pojemnosci C przy pomocy wzoru:

1. ¢
C=|-[e=2dr
‘u [- = ‘ (4.2)

i] 50 100 150 200 250 300 350
element number

Rys. 7. Rozklad pochodnej normalnej potencjalu nap  owierzchni elektrod kondensatora

Najpierw, przy pomocy oprogramowania BEMLAB, wykonano ponizsze catko-
wanie i obliczono tadunek Q zgromadzony na jednej elektrodzie kondensatora
(na drugiej elektrodzie tadunek ma takg samag wartos¢ o znaku przeciwnym):

Q=¢ r%dr =31424¢ (4.3)

Nastepnie wyznaczono pojemno$¢ na jednostke dtugosci C, uktadu elektrod
uzywajac wzoru:

c, =|9 =[3142%| _ 1575, (4.4)
o~ 20

I pojemnosc¢ elektrod z uwzglednieniem wymiaru Ip:

c(€d) |, [, =12011571¢ =18852¢ (4.5)
Pojemno$é obliczona na podstawie modelu polowego c{f¥d jest wieksza od
pojemnosci obliczone] za pomocg modelu uproszczonego kondensatora ptas-

kiego C8™® o 18% wedtug zaleznosci:

c(fidd) — 11 g (smple) (4.6)
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Znaczaca réznica wartosci pojemnosci modelowanego kondensatora powoduje,
ze nalezy zwrdci¢ szczeg0lng uwage nha pojemnosci rozproszenia, ktére nie
wystepujg w modelach uproszczonych.

Na rysunku 8 przedstawiono rozktad potencjalu w nieograniczonym ob-
szarze, do ktérego nalezy réwniez szczelina powietrzna miedzy elektrodami
kondensatora. Kolory odpowiadajg wartosciom potencjalu od -10 V (ciemno-
niebieski) do +10 V (ciemnoczerwony).

3.3

1.5
Rys. 8. Rozklad potencjatu T sk
w nieograniczonym obszarze
zadania dwuwymiarowego

Potencjat zostat obliczony przy pomocy metody elementéw brzegowych i biblio-
teki BEMLAB. Rysunek zostat stworzony przy pomocy programu pomochiczego
plot3d do rysowania elementow, ktéry jest rozprowadzany wraz z oprogra-
mowaniem BEMLAB. W tym celu wykonano nastepujace polecenie:

>> plot3d(internalPoints, elementsGeom,elements_1, elementsU, internalPotential)

7. WNIOSKI

W pracy przedstawiono zastosowanie biblioteki elementow brzegowych
do rozwigzywania zagadnien dwuwymiarowych o brzegu otwartym. Na zagad-
nieniach testowych przedstawiono biblioteke BEMLAB oraz oszacowano dok-
tadnosci, z jakimi uzytkownik jest w stanie uzyska¢ rozwigzanie. Przyktady
testowe, cho¢ mogtoby sie wydawac¢, ze sg trywialne, to jednak uzyskanie
rozwigzania bez BEMLAB-u moze okaza¢ sie nawet niemozliwe do uzyskania.
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COMB ACTUATOR DESIGNING
WITH THE AID OF THE BEM LIBRARY

Pawetl WIELEBA, Stefan WOJTOWICZ
Jan SIKORA

ABSTRACT The BEMLAB library for the solution of external
Electromagnetic Field Problems by Boundary Element Method was
presented in this paper. The Green function has been modified in order
to make allow the solution of 2D external problems.

Keywords: Boundary Element Library, 2D External Electromagnetic
Problems, Potentaila Problems






