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IMPLEMENTACJA FUNKCJI ZBIOROW
POZIOMICOWYCH W ALGORYTMACH
KONSTRUKCJI OBRAZU TOMOGRAFICZNEGO

STRESZCZENIE W' pracy przedstawiono metode rozwig-
zania zagadnienia odwrotnego w tomografii impedancyjnej opartg na
idei zbiorow poziomicowych. Algorytm numeryczny rozwigqzania jest
odpowiednig kombinacjg funkcji zbiorow poziomicowych, algoryt-
mu Chan-Vese i wariacyjnych modyfikacjach wymienionych metod.
Do rozwigzania zagadnienia prostego zostata wykorzystana metoda
elementoéw skoriczonych.

Stowa kluczowe: metoda zbioréw poziomicowych, Chan-Vese model,
zagadnienie odwrotne, tomografia impedancyjna

1. WSTEP

W pracy przedstawiono metode rozwigzania zagadnienia odwrotnego
w tomografii impedancyjnej [3, 10] oparta na idei zbioréw poziomicowych
(ang. Level Set Method) [7, 8, 9], wariacyjnej wersji funkcji poziomicowej [5]
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oraz algorytmie Chan-Vese [1, 2, 6]. Wartosci konduktywnos$ci ustalano rozwia-
zujac zagadnienie proste przy uzyciu metody elementéw skonczonych. Algo-
rytm numeryczny rozwigzania jest odpowiednig kombinacjg metod zbiorow po-
ziomicowych, algorytmu Chan-Vese i metody elementow skonnczonych.

2. TOMOGRAFIA IMPEDANCYJNA

Algorytm konstrukcji obrazu wykonuje ciggtq aproksymacje rozktadu
wspotczynnika materiatowego przy uzyciu odpowiedniej kombinacji metody
zbioréw poziomicowych i metody elementow skonczonych [4]. Reprezentacja
ksztattu brzegu szukanego obiektu i jego ewolucja podczas iteracyjnego pro-
cesu rekonstrukcji jest osiggana przy pomocy metody zbioréw poziomicowych.
Pochodna ksztattu jest bezposrednio powigzana z pochodng normalng poten-
cjatu wzdtuz badanego brzegu. Wartosci konduktywnosci w réznych obszarach
sg inicjowane po zdefiniowaniu zerowego zbioru poziomicowego. W przedsta-
wionym algorytmie wewnetrzne obiekty opisane sg przez funkcje zbioréw pozio-
micowych, ktéra jest dyskretyzowana na statej siatce kartezjanskiej. Zaktadana
jest liniowos¢ pomiedzy punktami siatki. Dodatkowo obliczane sg punkty
na liniach siatki. Funkcja celu jest zdefiniowana jako sredniokwadratowa war-
tos¢ btedu rekonstrukcji odniesiona do wektora napie¢ miedzyelektrodowych.
Dla pojedynczego kroku iteracyjnego £ mozna jg przedstawi¢ nastepujgco:

@ =0.5(9" —u,)’ (1)

gdzie:
® - funkcja celu,
¢ — napiecie obliczone,
U, — napiecie pomierzone.

Pochodna funkcji celu @ wzgledem y wyrazana jest nastepujgco:

oD 2
oSV VA
o g ¢, VA, 2)

gdzie:
vy — konduktywnosg,
p - liczba katoéw projekcji,
A — potencjat réwnania sprzezonego.
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Funkcja zbiorow poziomicowych w kolejnych krokach jest uaktualniana zgodnie

z relacja:

8(I)

¢ =0" - s

gdzie:
¢ — funkcja zbioru poziomicowego, wspétczynnik p > 0.

Pochodng funkcji celu @ wzgledem ¢ okreslamy:

o0 00y _ 00 5
o oy 8y(vl Yu)0(9)

Pochodna funkcji celu ® wzgledem v,i vy, przestawia sie nastepujaco:

b _ 00 &y 0P 0P _ 0P o 4o 9P 1 Hiends
o o v T v vl PGl

Konduktywnosci obliczane sg wg nastepujacych wzorow:

k+1 k 2 aq)

Ylk = _BéY_I Yo =Yun — or

gdzie:
B — wspétczynnik § > 0,
Y,.Y, — konduktywnos$ci obszarow.

Ostatecznie funkcja zbioru poziomicowego przyjmie nastepujacq postac:

0" =0 —u(VA, -Vo,)(y, —7,)6(9)

(6)

(7)

Algorytm numeryczny rekonstrukcji obrazu skfada sie z nastepujacych krokéw:

¢ inicjalizacja zerowego zbioru poziomicowego,

e rozwigzanie réwnanie Laplace’a w badanym obszarze,

e rozwigzywanie rownania sprzezonego do réwnania stanu,
e wyznaczenie sktadowej normalnej predkosci,

¢ uaktualnienie funkcji zbioru poziomicowego,
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¢ reinicjalizacja,
e sprawdzanie warunku zbieznosci.

W metodzie wariacyjnej rekonstrukcji obiektéw nie uzywa sie reinicjali-
zacji. Eliminuje to koniecznos¢ rozwigzywania dodatkowego réwnania popra-
wiajac przez to szybkosc obliczen. Algorytm konstrukcji obrazu w tym przypad-
ku jest potaczeniem wariacyjnej metody zbiorow poziomicowych oraz metody
elementow skonczonych. Za pomocg odpowiednio zmodyfikowanej funkciji
zbioréw poziomicowych w procesie iteracyjnym dokonywana jest reprezentacja
ksztattu brzegu i jego ewoluciji.

Do obliczenia zagadnienia prostego oraz okreslenia sktadowej potencjatu
i sktadowej zmian krzywizny wykorzystywana jest metoda elementow skon-
czonych. Wewnetrzne obiekty badanej przestrzeni opisane sg funkcjg zbiorow
poziomicowych, podobnie jak w poprzednim algorytmie. Funkcja celu zdefinio-
wana jest jako Sredniokwadratowa wartos¢ btedu rekonstrukcji odniesiona
do wektora napie¢ miedzyelektrodowych.

Dla metody wariacyjnej réwnanie przedstawia sie nastepujaco:

Xl re- —"’ +(VA-V

Algorytm numeryczny rekonstrukcji obrazu:
e inicjalizowanie zerowego zbioru poziomicowego funkcji ¢(x, y) obej-
mujgcego nieznany ksztatt,
e rozwigzanie réwnanie Laplace’a w badanym obszarze,
¢ obliczanie réznicy pomiedzy wartoscig napiecia obliczong, a pomierzona,
e rozwigzywane jest rownanie sprzezone do rownania stanu,
e wyznaczanie skladowej normalnej predkosci,
¢ uaktualnianie funkcji zbioru poziomicowego:

Proces rozwigzania powtarzany jest do momentu az zostang osiggniete
zadawalajgce warunki zbieznosci.

Na rysunku 1 przedstawiono rekonstrukcje obrazu przy rozdzielczosci
16x16 pikseli. Zerowy zbidr poziomicowy reprezentowany jest przez funkcje
przedstawiong na rysunku 1a. Kolejne etapy ewolucji przedstawiajg rysunki 1b-1d.
Poszukiwany obiekt obramowany jest przerywang linig. Na rysunku 1e zostat
przedstawiony zrekonstruowany obraz.
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a) b)

LSM : 30 iterations
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LSM : 100 iterations LSM : 250 iterations
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LSM : 331 iterations LSM : 331 iterations
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Rys. 1. Rekonstrukcja obrazu:
a) oryginalny obiekt i zerowa funkcja zbioru poziomicowego, b) funkcja zbioru poziomicowego
po 30 iteracjach, c) po 100 iteracjach, d) po 250 iteracjach, e) koncowa rekonstrukcja, f) proces
rekonstrukcji
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Rys. 2. Modele obiektu:
a) jeden obiekt, b) dwa obiekty

a) b)

LSM : 145 iterations LSM : 194 iterations

Rys. 3. Poréwnanie metod dla jednego obiektu:
a) metoda zbioréw poziomicowych, b) model Mumforda-Shaha, c) wariacyjna metoda zbioréw
poziomicowych, d) wariacyjna metoda zbioréw poziomicowych z modelem Mumforda-Shaha
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Funkcja celu
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Rys. 4. Funkcja celu dla jednego obiektu — porownanie metod

LSM : 611 iterations

LSM : 1598 iterations
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LSM : 332 iterations

LSM : 961 iterations
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Rys. 5. Poré6wnanie metod konstrukcji obrazu dla dwéch obiektéw:
a) metoda zbioréw poziomicowych, b) model Mumforda-Shaha, c) wariacyjna metoda zbioréw
poziomicowych, d) wariacyjna metoda zbioréw poziomicowych z modelem Mumforda-Shaha
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Gtéwnym kryterium wyboru okreslonego algorytmu obliczeniowego jest
czas i dokfadnos¢ odtworzonego obrazu. W pracy zostata poréwnana jakos$¢
odtwarzania obrazu kilku wybranych metod. Przyjety obiekt wzorcowy (rys. 2),
ztozony z jednego i dwoch elementow umieszczony wewnatrz badanego obiektu.
Zadanie polegato na prawidtowej identyfikacji potozenia i rozmiaréw obiektow.
Obraz obiektu otrzymany réznymi metodami przedstawiono na rysunku 3. Na-
tomiast wykres funkcji celu dla tych metod obrazuje rysunek 4. Mozna zaobser-
wowac, ze metoda zbioréw poziomicowych oraz jej posta¢ wariacyjna z mo-
delem Mumforda-Shaha (algorytm Chan-Vese) szybciej osiagajg stabilnosc
w procesie rekonstrukcji. Metoda zbioréw poziomicowych precyzyjniej odtwarza
obraz przy rozdzielczosci 16x16 pikseli, natomiast wariacyjna jej posta¢ z mo-
delem Mumforda-Shaha szybciej minimalizuje funkcje celu, biorgc pod uwage
rozdzielczos¢, jakosc¢ i czas rekonstrukcji. Dla dwoch obiektow (rys. 5 i 6) naj-
lepszy efekt daje wariant metody zbioréw poziomicowych z modelem Mumforda-
Shaha. W tabeli 1 przedstawiono poréwnanie wartosci funkcji celu dla réznych
algorytmow rekonstrukcji obrazéw tomograficznych.

Funkcja celu

Liczba iteracji

Rys. 6. Funkcja celu dla dwéch obiektéw — poréwnanie metod

TABELA 1
Wartosci funkcji celu dla réoznych algorytméw rekonstrukcji

Funkcja celu
ALGORYTM (minimum)
1 obiekt | 2 obiekty

Metoda zbioréw poziomicowych 145 611
Model Mumford-Shaha 194 332
Wariacyjna metoda zbioréw poziomicowych 90 1598
Wariacyjna metoda zbioréw poziomicowych 1455 961

z modelem Mumford-Shaha
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Na rysunku 7 przedstawiono rekonstrukcje obrazu chodnika wydobyw-
czego w kopalni miedzi. Zardwno potozenie defektu jak i jego wymiary zostaty
okreslone poprawnie. Rekonstrukcji dokonano wykorzystujac funkcje zbiorow
poziomicowych. Na rysunku 8 pokazano zbieznos¢ algorytmu przy kolejnych
iteracjach.

a)

LSM : 97 iterations
4 . . ‘ ‘ ‘ . ! ! !

Rys. 7. Rekonstrukcja potozenia szczeliny w chodniku metoda zbioréw poziomicowych:
a) jeden obiekt, 2) dwa obiekty

Funkcja celu
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Rys. 8. Zbieznos¢ algorytmu rekonstrukcji
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3. WNIOSKI

Rekonstrukcja obrazoéw zostata oparta na odpowiedniej kombinacji roz-
nych wariantow metody zbiorow poziomicowych, metody granicy podobszarow
i metody elementéw skonczonych. Na jakos¢ obrazéw i szybkosé ich rekon-
strukcji duzy wptyw majg elementy algorytmu oraz parametry poszczegolnych
réownan. Wybor rodzaju rozwigzania ma decydujgcy wptyw na zbieznos¢ algo-
rytmu i jakos¢ otrzymywanych wynikéw. Metoda zbioréw poziomicowych w przed-
stawionych przypadkach udowadnia swojg wyzszo$¢ w porownaniu do innych
sposobow modelowania.
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TOPOLOGICAL CHANGE OF THE SHAPE
THE LEVEL SET FUNCTION
IN THE IMAGE RECONSTRUCTION

Tomasz RYMARCZYK,
Stefan F. FILIPOWICZ

ABSTRACT The problem of the image reconstruction in Electrical
Impedance Tomography (EIT) is a highly ill-posed inverse problem.
There are mainly two categories of image reconstruction algorithms,
the direct algorithm and the iterative algorithm which was used in this
publication. The representation of the shape of the boundary and its
evolution during an iterative reconstruction process is achieved by the
level set function and Chan-Vese model or by the variational level set
method. The forward problem was solved by the finite element method.






