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STRESZCZENIE Metoda elementéw brzegowych (MEB) [2] jest
numeryczng metodg rozwigzywania rownan catkowo-brzegowych,
w ktoérych poszukiwana funkcja znajduje sie pod znakiem catki ob-
liczanej po brzegu pewnego obszaru. Do obliczen catek zwykle sto-
sowane jest catkowanie numeryczne. Podejscie Galerkina prowadzi
do uktadu réwnan liniowych, w ktérym znane i nieznane wartoSci
brzegowe definiowane sgq za pomocg odpowiednich cafek [1]. Celem
niniejszej pracy jest zastosowanie symbolicznego catkowania do
wyznaczenia wspotczynnikbw uktadu rownan MEB Galerkina na
przyktadzie rownania Poissona, z wykorzystaniem zaimplemento-
wanego w Matlabie pakietu do obliczen symbolicznych [3].
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1. WSTEP

W artykule przedstawiono niezbedne metody wykorzystywane w pakiecie
Matlab do obliczern symbolicznych. Zaprezentowano réwniez krotkie wprowa-
dzenie do metody elementéw brzegowych i podano ostateczng posta¢ uktadu
rownan MEB w podejsciu Galerkina.

Przyktad obliczeniowy demonstruje wyniki rozwigzania réwnania Poissona.

2. OBLICZENIA SYMBOLICZNE W PAKIECIE MATLAB

Symbolic Math ToolBox w Matlabie [3] dostarcza narzedzia do wykony-
wania obliczen na wyrazeniach symbolicznych. Pakiet wyposazony jest w funk-
cje do symbolicznego wyznaczania granic, rozwigzywania rownan, rézniczko-
wania i catkowania.

Symboliczne oprogramowanie definiuje nowy typ danych zwany obiek-
tem symbolicznym (ang. symbolic object). Jest to struktura danych, ktéra za-
wiera symbol przedstawiony w postaci fancucha. Obiekty te reprezentujg
zmienne symboliczne, cate wyrazenia i macierze. Obliczenia symboliczne wy-
konywane sg na bazie pakietu Maple (Waterloo Maple Inc.).

2.1. Wprowadzenie

Pakiet do obliczen symbolicznych pozwala realizowac obliczenia symbo-
liczne poprzez odpowiednie zdefiniowanie symbolicznych wyrazen i uzywanie
ich przy pomocy funkcji wywotywanych podobnie jak zwykte funkcje Matlaba.

Polecenia sym i syms deklarujg zmienne i wyrazenia symboliczne.
Na przyktad, aby zrealizowa¢ symboliczne obliczenia dla funkcji kwadratowe;j
postaci: f = ax’ + bx + ¢, nalezy zadeklarowaé zmienne w nastepujacy sposéb:

a = sym('a’)
b = sym('b"
¢ = sym('c")
x = sym(’x")

lub jednym poleceniem: syms a b c x.
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Usuniecie zmiennych z pamieci Maple nie jest jednoznaczne z usunieciem
zmiennych z przestrzeni roboczej Matlaba. Na przyktad, jesli x jest zadek-
larowane jako zmienna typu real za pomoca polecenia:

syms x real
to x jest obiektem symbolicznym w przestrzeni Matlaba oraz dodatnig zmienng
typu real dla Maple. Polecenie:

syms x unreal
znosi deklaracje typu real dla zmiennej x, a polecenie:

maple restart

usuwa wszystkie deklaracje zmiennych z przestrzeni Maple.
Polecenie:

clear x
usuwa x tylko z przestrzeni roboczej Matlaba.
Na przykfad dla zmiennej x typu real, polecenie:

Syms X
bez usuniecia x z jadra Maple, dla Matlaba ciggle oznacza, Ze x jest dodatnig
zmienng typu real.

2.2. Symboliczne obliczenia granic

Definicja pochodnej okreslona jest jako granica (jesli tylko istnieje):

() = i S R — f(x)
J'(x) =lim p

Matlab udostepnia funkcje /imit, ktéra wyznacza symbolicznie granice funkcji.
Na przyktad polecenie:
syms h nx
limit((cos(x+h) - cos(x))/h,h,0)
zwraca w wyniku:
ans = -sin(x).
Natomiast polecenie:
limit((1+x/n) ‘n,n,inf")
zwraca wynik:
ans = exp(x).
Mozliwe jest rowniez wyznaczanie granic jednostronnych.
Na przyktad polecenie:
limit(xlabs(x),x,0, 'left’)
wyznacza granice przy x dazacym do zera z lewej strony i zwraca w wyniku:
ans = —1.
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Natomiast wywotanie funkcji:
limit(x/abs(x), x, 0, right')
wyznacza granice przy x dgzacym do zera z prawej strony i zwraca w wyniku:
ans = 1.
W tym przypadku nie istnieje granica przy x dgzacym do 0 i Matlab zwréci wynik
jako NaN (Not a Number), na przyktad:
limit(x/abs(x), x, 0)
ans = NaN.
Domysinie wywotanie funkciji:
limit(f)
jest rownowazne wywotaniu:
limit(f, x, Q).

2.3. Catkowanie symboliczne

Jesli fjest wyrazeniem symbolicznym to:

int(f)
znajduje inne wyrazenie symboliczne F, takie, ze jego pochodna diff(F) = f.
Oznacza to, ze wynikiem wywotania funkgji int(f) jest symboliczna posta¢ catki
nieoznaczonej z funkgiji f.
Polecenie:

int(f, v)
oznacza, ze wyrazenie f ma by¢ catkowane wzgledem symbolicznej zmiennej v.
Catkowanie symboliczne jest trudnym zadaniem obliczeniowym. Catka F' moze
nie istnie¢c w ogole lub jej postac moze by¢ wyrazona za pomocg skom-
plikowanej funkcji. Catka F' moze istnie¢, ale oprogramowanie nie bedzie
w stanie jej wyznaczy¢ lub moze potrzebowac zbyt wiele czasu i pamieci na
realizacje obliczen. Tym niemniej dla wielu zadan Matlab jest w stanie wyzna-
czy¢ symboliczng posta¢ catki, a w razie niepowodzenia zwracany jest po
prostu wynik postaci wyrazenia wejsciowego:

int(f).
Mozliwe jest rowniez symboliczne wyznaczanie catek oznaczonych.
Polecenia:

int(f, a, b)
oraz

int(f, v, a, b)
wyznaczajg symboliczne wyrazenia okreslajgce odpowiednio caftki postaci:

j F(x)dx i j F(W)dv.



Obliczenia symboliczne na przyktadzie metody elementéw brzegowych Galerkina 103

2.4. Catkowanie z parametrami rzeczywistymi

Jedng z subtelnosci obliczen symbolicznych sg rézne dziedziny para-
metréw catkowania. Na przykitad, jesli a jest zadeklarowane jako dodatnia

zmienna typu real, to wyrazenie e"’“‘zjest okreslone dodatnimi warto$ciami
krzywej w ksztatcie dzwonu zbieznej do 0 przy x — +1. Na przykfad dla a = 1/2
mamy:

syms x

a = sym(1/2);

f=exp(—a *x72);
Jednak przy obliczaniu catki J'e‘”"zdx, bez okreslenia typu zmiennej a, Matlab

—0

zatozy, ze a jest liczbg zespolong i dlatego zwréci wynik w postaci zespolonej.
W przypadku, kiedy a ma by¢ dodatnig liczbg typu real, catka powinna by¢
obliczana za pomocg nastepujacych polecen:

syms a positive;

Syms X,

f=exp(—a *x72);

int(f,x,—inf,inf).
W wyniku otrzymuje sie:

ans = 1/(a)(1/2) * pi"(1/2).

W celu wyznaczenia calki dla dowolnej wartosci rzeczywistej zmiennej a (nie-
koniecznie dodatniej), parametr a nalezy zdefiniowac nastepujgco:

syms a real

f=exp(—a *x72);

F=int(f, x, —inf, inf).
W wyniku otrzymuje sie:

F = PIECEWISE([1/a"(1/2) * pi"(1/2), signum(a) = 1), [Inf, otherwise]).
Za pomocag polecenia:

pretty(F)
wynik bedzie przedstawiony w bardziej konwencjonalnej postaci:
1/2
pi
— signum(a™) =1
1/2
0

Inf otherwise.



104 E. tukasik, B. Pariczyk, J. Sikora

Znak tyldy ~ umieszczony po zmiennej a oznacza tylko, ze a jest zmienng
rzeczywistg. Funkcja signum okresla znak zmiennej a. Wobec tego wynikiem

catkowania jest ﬁ dla a>0 oraz oo, dla a <0.

Ja
Mozna rowniez zadeklarowac kilka zmiennych rzeczywistych za pomoca jed-
nego polecenia, na przyktad:
syms w x y z real.

2.5. Catkowanie z parametrami zespolonymi

W celu wyznaczenia poprzedniej catki dla zespolonej wartosci para-
metru a, nalezy zastosowac polecenie:
syms a x unreal
f=exp(—a *x72);
F = int(f, x,—inf, inf).

Otrzymany wynik tym razem ma postac:
F = PIECEWISE([1/a"(1/2) * pi"(1/2), csgn(a) = 1], [Inf, otherwise]),
a po zastosowaniu polecenia:

pretiy(F)

wynik mozna przedstawi¢ jako

iz
Ja

Definicja funkcji csgn jest nastepujaca:

, dla csgn(a)>0 oraz oo, dla csgn(a)<O0.

1 gdv Re(@>0 lub (Re(@=0i Im(a)>0)

csgn(a)={_ll gdy Re(a)<0 lub (Re(a)=0 i Im(a)<0)

3. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH GALERKINA

Niech dany bedzie obszar QQ — R" z warunkami Dirichleta i Neumana na
jego brzegu 0Q =TI, UI,. Podstawowym réwnaniem MEB w n-wymiarowe;

przestrzeni jest:

Au(x)=-f(x), xeQcR", Azi@zléx,f, (1)

u(x)=u-(x), xel, cQ,
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t(x)=t.(x), xel, cQ

gdzie:
A — operator Laplace’a,
u — nieznana wielkosc,
f —znana wartos¢ w obszarze (2.

Strumien na brzegach obszaru opisuje rownanie:

t=Au=—-0w=—-Vu

dzie:
° V,v — gradient i wektor normalny skierowany na zewnatrz obszaru,
A =-v-V —operator brzegowy,
olox, — pochodna czgstkowa oznaczana jako 0, ,
X — n-wymiarowy wektor,
dx — oznacza dxidx; (lub dx;dx,dx;).

Wartosci brzegowe (u na ', t na I',) muszg by¢ okreslone przez warunki brze-

gowe.
Numeryczna realizacja MEB korzysta ze stabej formy réwnania rézniczkowego
(znanego jako twierdzenie Betti'ego):

0 0
E[uAUszg_[AuUdQ—l(ﬁu—uijdf, (2)

rownowaznego formule Greena [2].

3.1. Rozwigzanie fundamentalne

Podstawowe réwnanie catkowe dla MEB jest zdefiniowane przez splot
z wykorzystaniem rozwigzania fundamentalnego U(x). Otrzymuje sie je poprzez
zastagpienie v we wzorze (2) przez U(x-y) takie, ze dla f(x) = 5(x) mamy:

AU(x-y)=-06(x-y), x,yeR". (3)
Dla operatora Laplace’a A otrzymuje sie

C
U(x)=—i|n|x -2 xeR?
2 2r
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U(x)z—i-i, x € R®.
Ar x

Rozwigzanie fundamentalne dziedziczy charakter osobliwosci po dystrybucji
Diraca o. Analityczna posta¢ rozwigzania fundamentalnego moze by¢ wyzna-
czona tylko dla prostych operatorow rézniczkowych. Niemniej, dopoki wspot-
czynniki operatora rdézniczkowego sg state, zapewnione jest istnienie roz-
wigzania fundamentalnego [2].

3.2. Tozsamos¢ Somigliana

Wstawienie rozwigzania fundamentalnego U(x-y) do wzoru (2) prowadzi
do réownania [1]:

J.u(y)AU(x—y)de = J.Au(y)U(x—y)de

~ [T (x = y) = 1)U (x - y) L,

r
gdzie: T=4U=0,U.

Po podstawieniu (3) do lewej strony réwnania oraz korzystajgc z wtasciwosci
splotu mamy:

J-u(y)5(x—y)de =u(x), xeQ

Q

Powyzsze zaleznosci zachodzg takze dla punktow x € 6Q2.
Tozsamos$¢ Somigliana dla punktéw wewnetrznych obszaru €2 ma postac [1]:

u(x) = [ fIU(x=)dQ, + [[[()U(x=y) ~u)T(x= )T, (4)

¥

3.3. Brzegowe rownanie catkowe

Lewa strona rownania we wzorze (4) moze by¢é pomnozona przez
czynnik x(x) €[0]]:

Iu(y)é‘(x - )dQ, = xk(x)u(x), x,yedQ

Q



Obliczenia symboliczne na przyktadzie metody elementéw brzegowych Galerkina 107

co prowadzi do otrzymania brzegowego réwnania catkowego:

K(u(x) = [ FOIU (= 2)d2, + [V (x - y) ~u()T(x -y, (5)

Y

Dla gtadkich brzegow przyjmuje sie « = %

3.4. Aproksymacja wartosci brzegowych

Znane i nieznane wartosci u oraz t sg aproksymowane przez sumy wie-
lomianow funkgji testowych ¢, ¢ ze wspotczynnikami ', ¢' postaci:

u() = YU (), 1) = Y (). (6)

Funkcje testowe wzgledem u powinny by¢ co najwyzej liniowe, a wzgledem ¢
state.

3.5. Brzegowe rownanie catkowe Galerkina

Scatkowanie wzoru (6) po brzegu I', z funkcjg testowg ¢/ prowadzi do
rownania:

[# C)x(u(x)dr, = [ ¢/ ()] f (1)U (x = »)dQ, T,

+ [ 4/ (0 [V (x = y) =u(x)T (x - y) ar  dT,

Dyskretng posta¢ brzegowego rownania catkowego Galerkina otrzymuje sie
podstawiajgc (6) do (7):

[# CIx(u(x)dr, = [ ¢/ ()] £ (U (x = y)dQ, T,
2[4/ 6 IV e ), ®

- iu [8/(0)[4.()4U(x = y)dT,dr,
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3.6. Rozniczkowanie brzegowego
réwnania catkowego

W celu otrzymania macierzy symetrycznej w metodzie Galerkina nalezy
do réwnania (4) wprowadzi¢ operator rézniczkowy 4’ =0v. Réwnanie (4)
powinno by¢ zrézniczkowane wzgledem wektora normalnego do j-tej funkcji
testowe:

alu(x)= 4! [ FOU=1)d0, + 4/ 31" [ ¢ (MU= )T,
. o (9)
— 4] 2 [ () AU (= y)dr,

gdzie T jest zastapione przez 4/U .

Z wiasnosci splotu A4/ (u#*v)=(4’u)*v=(4’v)*u oraz z oznaczenia
t(x) = A/u(x) otrzymuje sie ostateczng tozsamos$¢ Somigliana dla x € Q:

() = [ () AU =)0, + Y1 [ 4 () A/U(x = y),

Ni . . . .
= u' [ /() 4] AU (x - y)dr,
i ry

3.7. Brzegowe réwnanie catkowe Galerkina

Dla punktow x € 0Q2, po zamianie u na xu , prawa strona réwnania (9) przyjmuje
postac:

AN ()u()} = x(x) A/ u(x) +u(x) 4/ x(x)

a ostateczna postaC brzegowego rownania catkowego Galerkina moze by¢
opisana rownaniem [10]:

[ 8] () A/ ()M, = [¢] ()] £ (1) 4/U(x = y)dQ, T,
+[8/ 20 [8/0) AU (x - y)ar,ar, (10)

- [# @’ [4 ()4 AU (x— )T dr,
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W brzegowym rownaniu catkowym korzysta sie z nastepujgcych pochodnych U:

oU=— —%, x=[x,x,]€R?

k 272_ |x|2 [l 2]

akU:—i-x—’;, x=[x,x,,x;]€ R®
472' |x|

Druga pochodna ma postac:

.2 2
1 | x—-x; 2xx
_ 1 2 172 2
[asz] Y 2 2 2|0 XER
27z|x| | XXy Xy T X
5.2 2 2
1 2x; —Xx; — X, 3x,x, 3x,x,
.~ 2 2 2 3
[6,U]= 4—5 3x,x; 2Xx; — X3 — X, 3x,X, , XER’.
7T|X| 2 2 2
i 3x,x, 3x,X, 2x; — X, — X,

3.8. Symetryczny uktad
brzegowych rownan catkowych

Ostateczny uktad réwnan liniowych w MEB Galerkina ze wzoréw (8) oraz
(9) jest postaci:

DK/ =F/+Y HIt' =Y Gl (11)
oraz

YK/t =F +Y HI't' = G/ . (12)

Macierze H, G i wektor F sg definiowane réwniez przy uzyciu funkcji ¢, ¢
wedtug nastepujgcych wzorow:

F) = [4/ ] fG)U(x - y)dQ, T,

H]' = [/ ()[4 ()U(x - y)dI,dr,

Y
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Gf?£¢“ﬂJ%0%£U@—yWRdQ
Mﬁﬁwumumuwn

1vrzjﬁxmifooawxx—yyxadn
H) = J%" (X)rj¢f (»)4/U(x - y)dL,dr,

G/ = [ ¢ () [ 4 (») 4] 41U (x - y)d T,

K/ = [ 4] (x)(c(x)g (x) + 4, () 4/ K (x))dT, .

4. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Rozwazmy dwuwymiarowy obszar Q =[0,1]x[0,1], z wewnetrznym, stac-
jonarnym zrédtem ciepta f. Temperatura na brzegu tego obszaru ma wartosc 0.
Przy tych warunkach problem Dirichleta prowadzi do réwnania Poissona
postaci:

Au(x)=-f(x), xe€Q (13)
u(x)=u.=0, xel.

Brzeg 0Q zostat podzielony na 12 elementow (rys. 1).
Rozwigzaniem fundamentalnym jest tu funkcja:

Ux)=U(x;,x,) = Ziln X+ X7
T

gdzie

1
Uu—w=uuhmadwzggm«a—nf+ufwaﬁ
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d,(x)

1 2 3 X4

Rys. 1. Kwadratowy obszar z 12 elementami brzegowymi

Przy warunku u =0 ukfad rownan liniowych MEB Galerkina (11) redukuje sie
do uktadu:

0=Fuf+ZH;ftf, (14)
gdzie:
H = j¢fj¢ U(x - y)dl,dl, ,
F) = j 4/ <§> j SO (x = )dQ, dr,

Wzory obliczeniowe dla wybranych elementéw macierzy H dla przypadku 12 ele-
mentéw brzegowych (rys. 1) majg postac:

1/31/3 1/31/3

= [ UG- y)dydx, :% [ [0y, = 3, dyiax,
00 0

1 1/3 1 1/3

= [ UG drdn = - j [0y, ~ 1 +(3,)2dydx,
2/3 0 2/3 0

= j IU(x y)dy,dx, =— I Iln\/ 2+ (x, —1)%dy,dyx, .
2/321/3 2/32/3

Elementy prawej strony uktadu (11) oblicza sie ze wzoru:

j j SO (x=y)dQ,dr, = | U Jutx- y)dyldyzjdxl

00
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Ogdlnie, element:

‘ glg?2 glg2
H™ = I IU(x—y)dydx =I IU(xl,yl,xz,yz)dydx ,
d1d2 dld2

przy uzyciu pakietu symbolicznego w Matlabie liczy sie za pomoca funkgciji int:
H(r k) = int(int(U (x1, y1,x2, y2), y,d 2, g2),x,d1, g1) . (15)
Na przykifad:
H (1) =int(int(U(x1, y1,0,0), y1,0,1/3),x1,0,1/3)

H(3,4) = int(int (U (x11,0, y2), y2,01/3),x1,2/3,1) .

Problem we wzorze (15) stanowi przypadek, gdy x1=1 i y2 =1 oraz gbrna
granica catkowania takze jest réwna 1. Wtedy w wyniku otrzymuje sie NaN
i nalezy skorzystac¢ z funkcji limit:

f =limit(int(U(Q, y1, x2,1), y1), y1, g2) — limit(int (U (4, y1,x2,1), y1),31,d2)  (16)

H(r, k) =limit(int(f,x2),x2,g2) = limit(int( f,x2),x2,d1). 17)

Dla przyktadu element H® liczy sie uzywajac wzoréw (16) i (17) nastepujaco:

f =limit(int(U (L, y1, x2,), y1), y11) — limit (int (U (1, y1, x2,2), y1), ¥1,2/3)

H(6,7) = limit(int(f,x2),x2,1) — limit(int ([, x2),x2,2/3).
Ten sam problem pojawia sie dla elementéw H(r,7) dla » =4, 5, 6 oraz H(6, k)
dla k=7, 8, 9. Wtedy réwniez trzeba skorzysta¢ ze wzoréw (16) i (17).
Wartosci prawej strony uktadu (11) liczy sie takze wykorzystujac funkcje int
i limit:

f = limit(int(U (x1, y1, x2, y2), v), y,1) — limit(int (U (x1, y1, x2, y2), ), v,0)

f =int(int(f,y,0),x,d,g),

gdzie [d, g] opisuje brzeg T,.
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Dla przyktadu:
f =limit(int(U (X1, y1, x2, y2), ), ¥.1) — limit (int (U (x1, y1, x2, y2), y), »,0)

f @) =int(int(f,y,01),x,0,13) .

Macierz H oraz wektor prawej strony F' obliczone dla 12 elementéw majg postac:
e kolumny macierzy H od 1 do 6:

[-0.0460 -0.0214 -0.0076 -0.0029 -0.0005 0.0029 |
—-0.0214 -0.0460 -0.0214 -0.0113 -0.0061 -0.0005
—-0.0076 -0.0214 -0.0460 -0.0259 -0.0113 -0.0029
—-0.0029 -0.0113 -0.0259 -0.0460 -0.0214 -0.0076
—0.0005 -0.0061 -0.0113 -0.0214 -0.0460 -0.0214

0.0029 -0.0005 -0.0029 -0.0076 -0.0214 -0.0460
0.0002 0.0010 0.0033 0.0029 -0.0005 -0.0029
0.0010 0.0002 0.0010 -0.0005 -0.0061 -0.0113
0.0033 0.0010 0.0002 -0.0029 -0.0113 -0.0259
-0.0259 -0.0113 -0.0029 0.0002 0.0010 0.0033
-0.0113 -0.0061 -0.0005 0.0010 0.0002  0.0010
|—0.0029 -0.0005 0.0029 0.0033  0.0010  0.0002 |

e kolumny macierzy H od 7 do 12:

[ 0.0002 0.0010 0.0033 -0.0259 -0.0113 -0.0029]
0.0010 0.0002  0.0010 -0.0113 -0.0061 -0.0005
0.0033  0.0010 0.0002 —-0.0029 -0.0005 0.0029
0.0029 -0.0005 -0.0029 0.0002 0.0010 0.0033

—-0.0005 -0.0061 -0.0113 0.0010 0.0002  0.0010

-0.0029 -0.0113 -0.0259 0.0033 0.0010  0.0002

—-0.0460 -0.0214 -0.0076 -0.0029 -0.0113 -0.0259

—-0.0214 -0.0460 -0.0214 -0.0005 -0.0061 -0.0113

—-0.0076 -0.0214 -0.0005 0.0029 -0.0005 -0.0029

—-0.0029 -0.0005 0.0029 -0.0460 -0.0214 -0.0076

—-0.0113 -0.0061 -0.0005 -0.0214 -0.0460 -0.0214

-0.0259 -0.0113 -0.0029 -0.0076 -0.0214 -0.0460 |
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Wektor prawych stron dla analizowanego przypadku ma postac:

FT:[—O.0273 —-0.0338 -0.0273 -0.0273 -0.0338 -0.0273
-0.0273 -0.0338 -0.0273 -0.0273 -0.0338 —0.0273]

Rozwigzaniem jest wektor:

XT:[O.1969 0.3643 0.1969 0.1969 0.3643 0.1969
0.1969 0.3643 0.1969 0.1969 0.3643 0.1969]

Rozktad wartosci strumienia jest taki sam na wszystkich bokach kwadratowego
obszaru Q. Na rysunku 2 zaprezentowane sg wyniki obliczen dla jednego boku
kwadratu podzielonego na 3 lub 8 elementéw (odpowiednio 12 lub 32 elementy
brzegowe).

0.5 0.35
0.36 B
0.34a B 0.3 B
0.32 B
[ I B 0.25 1
0.238 B
0.26 B .2 1
0.2a B
0.22 B [ 1
o.2E =
0'180 EI.IS 1 D'AIIZI_ EI.I5 —‘I

Rys. 2. Wartosci strumienia dla 12 oraz 32 elementéw (na jednym brzegu obszaru)

5. WNIOSKI

Obliczenia symboliczne przyspieszajg wyznaczanie wspotczynnikow oraz
zwiekszajg precyzje obliczen. Z uwagi na skomplikowane catkowanie we
wzorach Metody Elementow Brzegowych stwarzajg jednak szereg problemow
obliczeniowych. Pomimo tego, w prostszych przypadkach catkowanie symbo-
liczne jest mozliwe, jak pokazano na przykfadzie rownania Poissona.
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ABSTRACT A large number of the one and two dimensional
integration can be computed analytically by means of the symbolic
Matlab toolbox [3]. The main problem is treatment of the singularities.
The integration tools implemented in Matlab are in general not able to
handle singular integrals. The traditional Boundary Element Method
(BEM) [1] makes possible solution the differential problems in
complex geometries. The Galerkin boundary integral equations (BIE)
[2] lead to the algebraic system where known and unknown boundary
values are defined by one or two dimensional integrals. The main
goal of this paper is to solve the Poisson equation using Matlab
symbolic functions and to evaluate the coefficients for the Galerkin
matrix system of BIEs.
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