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STRESZCZENIE Artykut przedstawia obiektowq biblioteke
numeryczng BEMLAB”” w zastosowaniach modelowania mikrostruktur
MEMS (ang. Micro-Electro-Mechanical Systems). Pakiet BEMLAB
zawiera biblioteke numeryczng implementujgcq metode elementéw
brzegowych (ang. Boundary Element Method — BEM) oraz referencyj-
ng aplikacje umozliwiajacq jej bezpoSrednie uzycie do wykonywania
obliczen. Mikrostruktury MEMS sq urzgdzeniami elektromechanicz-
nymi o wymiarach od 0,1 um do 0,17 mm. W artykule zaprezentowano
modelowanie kondensatora grzebieniowego, wykorzystywanego w pio-
nowych aktuatorach o napedzie katowym (ang. Angular Vertical Comb
Drive — AVC). Przedstawiono modele brzegowe dwuwymiarowe oraz
opis matematyczny. Obliczenia pojemnosci zostaty rowniez wykonane
przy uzyciu oprogramowania BEMLAB, wykorzystujgc jej mechanizm
catkowania siatki elementéw. Poréwnano rowniez obliczenia polowe
pojemnosci z obliczeniami modelu uproszczonego.
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1. WSTEP

Tytutowa biblioteka BEMLAB [1, 2] jest projektem catosciowo implemen-
tujagcym Metode Elementéw Brzegowych (ang. Boundary Element Method —
BEM) [3, 4, 5]. BEM jest metodg numeryczng rozwigzywania problemow fizycz-
nych opisanych za pomoca réwnan rézniczkowych czastkowych (ang. Partial
Differential Equations — PDE). W artykule szczegblng uwage zwrécono na mo-
delowanie elektrostatyczne. Zatem podczas rozwigzania polowego wykorzystano
rownanie Laplace'a do obliczen potencjatu ¢:

Vip(x)=0 (1)

BEMLAB jest projektem o otwartym kodzie zrédtowym opartym na licencji
GNU LGPL (Lesser General Public License) [7]. Pakiet BEMLAB dostarcza
uniwersalng biblioteke do obliczen numerycznych BEM oraz referencyjng apli-
kacje komputerowg bedacg najprostszym sposobem ich przeprowadzenia. Dodat-
kowo dostarczane sg pomocnicze programy umozliwiajgce przeprowadzanie
zadan inzynierskich zwigzanych z modelowaniem, a zwlaszcza tworzeniem
siatek geometrycznych.

BEMLAB jest tworzony obiektowo przy uzyciu zunifikowanego jezyka
modelowania (ang. Unified Modeling Language — UML). Natomiast w wiekszo-
Sci zostat zaimplementowany w jezyku C++, a podstawowym kompilatorem jest
GNU Compiler. Pakiet BEMLAB wykorzystuje narzedzia autoconf, automake,
autotools [10], do zarzadzania kodem, procesem konfiguracji i budowania.

Ponizej zostanie przedstawiony przyktad wykorzystania BEMLAB do mo-
delowania struktur grzebieniowych wykorzystywanych w urzagdzeniach MEMS.

2. MIKRO-URZADZENIA MEMS

Mikro-systemy elektromechaniczne (MEMS) [17, 16] sg bardzo matymi
urzgdzeniami, ktérych rozmiary zawierajg sie w przedziale od 0,1 ym do 0,1 mm.
Dla poréwnania wymiary nano-urzadzen (NEMS) to przedziat od 0,1 nm do 0,1 pym.
MEMS charakteryzujg sie tym, Ze zamieniajg energie z elektrycznej na mecha-
niczng lub odwrotnie, w zaleznosci od zastosowan.

Prawdopodobnie najlepiej znanymi urzadzeniami MEMS sg gtowice
drukarek atramentowych, czy akcelerometry w poduszkach powietrznych. W arty-
kule tym zwrécono uwage na napedy uzywane m. in. w napedach mikro-lusterek.
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Do zalet urzadzenn MEMS, w poréwnaniu z technologiami wczesniej
uzywanymi nalezy zaliczy¢ m.in.:
e znacznie mniejszy koszt produkcji pojedynczego urzadzenia w produkdii
seryjnej;
e znacznie zmniejszenie rozmiarow i wagi urzadzen przez co zwiekszone
mozliwosci zastosowan;
e mniejsze zuzycie energii.

Natomiast do wad urzagdzen MEMS mozna zaliczy¢:
e bardzo duze koszty jakie nalezy ponies¢ na wyposazenie fabryki w linie
produkcyjna, aby mozliwa byta w niej produkcja urzgdzen MEMS;
e w przypadku uszkodzenia urzadzenia jest ono praktycznie nienaprawialne.

Przyktadowe urzadzenie MEMS zostata przedstawione na rysunku 1.
Jest to schemat uktadu z mikro-lusterkiem skanujacym (ang. scanning mirror).

Mirrar

W

P

Rys. 1. Schemat mikro-urzadzenia lusterka skanujacego z czterema grupami
kondensatoréw grzebieniowych.

Urzadzenie sktada sie z czterech grup kondensatorow grzebieniowych.
Elektrody zaznaczone ciemniejszym kolorem sg nieruchome, natomiast elek-
trody jasniejsze wraz z lusterkiem sg przymocowane do ruchomej belki skretnej.
Po przytozeniu napiecia do elektrod kondensatora, elektrody przemieszczajg
sie powodujgc wychylenie lusterka. Naped jest realizowany przy pomocy pio-
nowych kondensatoréw grzebieniowych. Wyrdznia sie dwa typy pionowych
aktuatorow grzebieniowych:
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e aktuatory grzebieniowe o napedzie katowym (ang. Angular Vertical
Comb drives — AVC);

e aktuatory grzebieniowe o napedzie schodkowym (ang. Staggered Vertical
Comb drives — SVC).

Na rysunku 2 przedstawiono budowe i schemat dziatania pionowego
aktuatora grzebieniowego AVC.

Rys. 2. Schemat dzialania i wymiary pio-
nowego aktuatora grzebieniowego o na-
pedzie katowym (AVC)

h

Aktuatory AVC charakteryzujg sie tym, ze w potozeniu spoczynkowym,
czyli bez przytozonego napiecia, elektrody pokrywajg sie najwiekszg mozliwg
powierzchnig, natomiast po przytozeniu napiecia powierzchnia pokrywania elek-
trod jest mniejsza.

W procesie optymalizacji struktury kondensatorow grzebieniowych na-
lezy przeprowadzi¢ modelowanie mechaniczne i elektryczne. W kolejnych roz-
dziatach bedg modelowane aktuatory o napedzie katowym (AVC) i przedsta-
wione zostanie zadanie modelowania w przestrzeni dwuwymiarowej 2D. Zapre-
zentowany zostanie model brzegowy pionowego kondensatora grzebieniowego
uzywanego w aktuatorach o napedzie katowym (ang. Angular Vertical Comb
drives — AVC).

3. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Metoda elementow brzegowych stuzy do rozwigzywania réwnan réz-
niczkowych czastkowych zapisanych w postaci catkowej (2):

oG ,. O0p
cp + j¢a—ndr— _[a—nGdF + [ fGde (2)
r r Q

gdzie:
G - funkcja Greena;
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F —funkcja wymuszenia/zrodta znajdujgcego sie w obszarze;

c¢; — wspotczynnik usuwajgcy osobliwos¢ z réwnania wynikajaca z nie-
ciggtosci funkcji pierwotnej tzn. wyniku catkowania;

©Q — modelowany obszar, w ktérym zadane zostato réwnanie na potencjat ¢ ;

I — brzeg modelowanego obszaru Q;
0

on  — pochodna w kierunku normalnej na brzegu.

Réwnanie (2) to rownanie catkowo brzegowe (ang. Boundary Integral
Equation — BIE), ktérego posta¢ obowigzuje dla wielu rownan PDE np. Laplace'a,
Poissona czy Helmholtza. Natomiast rozréznienie jaki problem bedzie modelo-
wany zalezy od funkcji Greena tzw. rozwigzania fundamentalnego. Postac roz-
wigzania fundamentalnego zalezy nie tylko od typu rownania PDE, ale rowniez
od przestrzeni wymiarowej w ktorej jest rozwigzywane. W tabeli 1 przedstawiono
funkcje Greena i jej pochodne dla poszczegoinych wymiardw:

TABELA 1
Funkcje Greena dla réwnania Laplace'a i Poissona dla przestrzeni jedno-, dwu- i tréj-
wymiarowej
Pochodna normalna
Funkcja Greena funkcji Greena
Typ réwnania | Wymiar G(R) GG(R) _ 3G oR
on OR on
1 1 OR
Laplace, Poisson 1D —ER > o
D 1 In 1 1 OR
Lapl Poi = A A=
aplace, Poisson o7 R oxR O
_ 3D 1 B k OR
Laplace, Poisson A7R 47R% Oi

Argumentem funkcji Greena jest odlegtos¢ R miedzy punktem brzego-

wym (tzw. punktem obserwaciji) r;, a punktem catkowania w catkowanym ele-
mencie brzegowym r:

R=|r—r] (3)

Rozwigzanie fundamentalne dla réwnania Laplace'a i Poissona ma
w mianowniku odlegtos¢ R. Nie ma problemu jezeli punkty »; oraz r sg od siebie
oddalone. Niestety pojawia sie duza niedogodnosc jezeli te punkty znajdujg sie
bardzo blisko siebie np. gdy sa w tym samym elemencie. Wéwczas wartos¢
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funkcji Greena jak i jej pochodnej normalnej znaczaco wzrasta. Wiasciwosc tg
mozna w skrajny sposob zobrazowac tym, ze gdy punkty pokrywajg sie, war-
tos¢ funkcji Greena rosnie do nieskonczonosci. Wtasciwos¢ ta powoduje,
ze trzeba stosowacl ztozone algorytmy catkowania osobliwego, aby nie byto
zaburzen wynikow uzyskanych metodg elementéw brzegowych. Fakt ten po-
woduje miedzy innymi, ze powstato niewiele implementacji BEM i to tylko
do rozwigzywania konkretnych probleméw [11].

Réwnanie catkowo-brzegowe (2) zostato zapisane w postaci analityczne;j.
W obliczeniach numerycznych nalezy zamienic je na posta¢ dyskretng, umoz-
liwiajgcg rozwigzanie problemow o dowolnej siatce geometrycznej ztozonej
z elementow brzegowych. Ponadto implementujgc algorytm numeryczny wy-
godnie jest postugiwac sie jego postacig macierzowa, ktorej postac to:

Ap =B F 4)
on

Macierz A zawiera elementy catkowania lewej strony roéwnania (2)
z uwzglednieniem wspoétczynnika c¢;. Macierz B zawiera elementy catkowania
pierwszego skfadnika prawej strony réwnania (2). Natomiast macierz F zawiera
elementy catkowania funkcji obszarowej w elementach obszarowych. Wektory ¢

oraz g—(f zawierajg wiadome i niewiadome wartosci odpowiednio potencjatu

n
i pochodnej normalnej potencjatu w punktach brzegowych interpolujgcych
potencjat i pochodng normaina.

W wyniku rozwigzania réwnania BIE (4) otrzymuje sie bezposrednio
wartoéci potencjatu i jego pochodnej normalnej we wszystkich punktach
interpolacji na brzegu rozpatrywanego obszaru. Rozktad pochodnej normalnej
jest szczegolnie wazny w przypadku obliczania pojemnosci, co bedzie opisane
w dalszej czesci artykutu.

4. MODEL BRZEGOWY KONDENSATORA
GRZEBIENIOWEGO

Szeroko rozpowszechniang metodg numeryczng stuzacg do obliczen
polowych jest metoda elementow skonczonych (ang. Finite Element Method —
FEM). FEM rozwigzuje réwnanie PDE w postaci rézniczkowej bezposrednio
i wymaga aby caty rozpatrywany obszar byt zdyskretyzowany elementami
obszarowymi. Natomiast BEM wymaga tylko siatki brzegowej, a tatwiej jest
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stworzy¢ siatke brzegowg dobrej jakosci niz obszarowg. Ponadto BEM oferuje
zmniejszenie wymiaru o 1. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze ztozonos$¢ obliczen
powoduje, ze zysk wydajnosci wynikajgcy z tego powodu nie zawsze jest
wystarczajacy, a w niektorych niekorzystnych przypadkach BEM jest wolniejszy
niz FEM.

Modelowanie polowe kondensatoréw grzebieniowych jest szczegodlnie
korzystne uzywajagc BEM. Jednym z powodéw jest fakt, ze bezposrednim wy-
nikiem rozwigzania jest pochodna normalna potencjatu, ktora jest wykorzysty-
wana do obliczania pojemnosci (szczegbtowy opis w rozdz. 5).

Pierwszym etapem modelowania jest stworzenie siatki geometrycznej
problemu. Na rysunku 1 przyblizono schematycznie kondensatory grzebie-
niowe. Ze wzgledu na ich powtarzajaca sie strukture, do przeprowadzenia
obliczen mozna zamodelowa¢ jedynie fragment. W zadanym problemie mo-
delowana bedzie jedynie przestrzen powietrzna pomiedzy elektrodami. W arty-
kule tym przedstawiony zostanie jedynie problem dwuwymiarowy w potozeniu
gdy elektrody pokrywajg sie. Rozwigzywane bedzie zadanie wewnetrzne,
w ktoérym przestrzen powietrzna miedzy elektrodami ograniczona jest warun-
kami brzegowymi pierwszego i drugiego rodzaju.

Rysunek 3 przedstawia schemat geometrii i warunkéw brzegowych
zadania. Na brzegach pomiedzy elektrodami, a modelowang przestrzenig po-
wietrzng zadano warunek Dirichleta o potencjale -V (-10 V) na gérnym zebie
oraz +V (+10V) na dolnym zebie. Natomiast warunek zerowy Neumanna
zadano na lewym i prawym brzegu szczeliny powietrznej o szerokosci d. Byto
to mozliwe poniewaz struktura jest powtarzalna.
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Na podstawie schematu stworzono siatke geometryczng. Rysunek 4
przedstawia siatke geometryczng jednego zeba kondensatora grzebieniowego.
Model przygotowano przy pomocy programu GMSH.

abhe 35 112 150

18 —nns zZY

.

Rys. 4. Siatka geometryczna przestrzeni pomiedzy elektrodami kondensatora grzebienio-
wego — model jednego zeba

Na modelu widoczne sg wezty geometryczne poszczegodlnych liniowych
elementow brzegowych. Do rysunku dodano réwniez linijki wymiarowe.

Petny opis zadania zawiera siatke geometryczng, wezty interpolacji poten-
cjatu oraz jego pochodnej normalnej, typ rozwigzywanego rownania oraz jego
parametry i warunki brzegowe. Petny opis zostat przekazany do aplikacji pakietu
BEMLAB umozliwiajacej przeprowadzenie obliczen. Zadano, ze aplikacja ma
stworzy¢ uktad rownan (4), zaaplikowa¢ warunki brzegowe i stworzy¢ uktad rownan
liniowych, oraz przeprowadzic¢ obliczenia zaimplementowanym solwerem.

W wyniku otrzymano petny rozktad potencjatu oraz jego pochodnej
normalnej na catym brzegu zdefiniowanego zadania.
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Rys. 5. Rozklad potencjatu na brzegu szczeliny powietrznej opisanej siatka z rysunku 4
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Na rysunku 5 zaprezentowano rozktad potencjatu na catym brzegu
modelowanego obszaru tj. szczeliny powietrznej. Na osi poziomej podano indeksy
kolejnych weztéw brzegowych interpolujgcych potencjat i jednoczesnie jego po-
chodng normalng. Okregami zaznaczono wezty elementow naroznych.

15
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T

Rys. 6. Rozktad potencjatu na brzegu szczeliny powietrznej opisanej siatkq z rysunku 4

Natomiast na rysunku 6 zaprezentowano rozktad pochodnej normalne;j
potencjatlu na catym brzegu rozpatrywanej szczeliny powietrznej. Na osi po-
ziomej podano numer indeksu elementu brzegowego, a okregami zaznaczono
wartosci pochodnej normalnej potencjatu w elementach naroznych modelu (rys. 4).
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Rys. 7. Rozktad potencjalu wewnatrz szczeliny powietrznej

BEMLAB umozliwia réwniez policzenie rozktadu potencjatu wewnatrz
modelowanego obszaru. Podczas obliczen wartosci potencjatu wewnatrz obszaru
Q ograniczonego brzegiem [I' wykorzystuje sie wyniki rozwigzania ze wszyst-
kich elementéw brzegowych. Wyrazenie na wartos¢ potencjatu wewnatrz obszaru
ma postac:
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oG L)
= —|\o—dl + |—GdI + GdQ 5
o j - j - j S (5)

Wspdtczynnik ¢; dla wnetrza obszaru ma wartos¢ jeden, co zostato uwz-
glednione w powyzszym wyrazeniu. Natomiast ostatni sktadnik rownania (5)
oraz (3) odpowiadajgcy za potencjat obszarowy, zdefiniowany funkcjg f nie
istnieje, poniewaz w modelowanym przyktadzie nie ma zrédet wewnatrz obsza-

ru (f=0).

5. POJEMNOSC | OPTYMALIZACJA UKLADU
KONDENSATOROW GRZEBIENIOWYCH

W procesie optymalizacji kondensatoréw grzebieniowych i modelowania
elektrycznego nalezy wyznaczy¢ pojemnos¢ jednego uktadu kondensatora
grzebieniowego (C")):

C(total) =N- C(tooth) (6)

gdzie:
N — ilos¢ modelowanych zebéw w kondensatorze,
"™ _ pojemno$é modelowanego zeba (rysunek 3, 4, 7).

(total

Przy czym C ) jest jednym z czterech kondensatoréw grzebieniowych
uzytych w urzadzeniu przedstawionym na rysunku 1.

Z definicji pojemnos¢ kondensatora obliczana jest jako stosunek tadunku
Q zgromadzonego na oktadce do napiecia U miedzy oktadkami wedtug wzoru:

_0
c=% (7)

Rozktad tadunku Q [13] na brzegu elektrody mozna otrzymac¢ wyko-
rzystujgc gestosc¢ powierzchniowag tadunku o wzor:

0= _[ad]“ (8)

Przeprowadzajgc odpowiednie przeksztatcenia otrzymuje sie wzér na
rozktad tadunku wykorzystujgcy pochodng normalng potencjatu:
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Q=jea—‘pdr 9)

1" i

Podstawiajac wzér (9) do wzoru (7) otrzymujemy wzér na pojemnos$é
wykorzystujgcy wzor na pochodng normalng potencjatu, ktérg otrzymuje sie
jako bezposredni wynik metody elementow brzegowych:

C= lJ‘ga—(pdf

on (10)

r

Uzywajgc aplikacji BEMLAB przeprowadzono powyzsze catkowanie.
Uzyte zostaty wartosci pochodnej normalnej potencjatu uzyskane w wyniku
rozwigzania réwnania catkowo-brzegowego. W wyniku catkowania uzyskano
pojemnosc¢ na jednostke dtugosci, poniewaz rozwigzywano problem 2D:

C - |2057,063| :|2057,063| —102,853¢ (11)
U || 2 |

Po uwzglednieniu wysokosci kondensatora /2 = 40, obliczono pojemnos$¢
pojedynczego zeba:

C"™ = p.C, = 40-102,853¢ = 4114,12¢ (12)

Powyzsza wartoS¢ zostata uzyskana rozwigzujgc zadanie polowe przy
uzyciu BEMLAB. Dla poréwnania przeprowadzone zostang obliczenia na
modelu uproszczonym kondensatoréw ptaskich. Stosujgc wzor na pojemnoscé
kondensatora ptaskiego do 5 wyznaczonych kondensatorow ptaskich modelu
z rysunku 1, otrzymano wzér na pojemnos¢ dla zeba z rysunku 1:

C(mozhsimple) _ 283(1 —d+ W) = 4026,6(6)8 (13)

Uwzgledniajgc wymiary rzedu mikrometréw oraz podstawiajgc wartosc
przenikalnosci uzyskujemy odpowiednio pojemnosci:

Cl*) = 4114,12¢-100) = 36,427 [ femtoF] (14)

o) — 4026,66¢ 10 = 35,65[ femtoF] (15)
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Pojemnos¢ jednego catego kondensatora grzebieniowego jest N razy
wieksza niz jednego pojemnos¢ modelowanego zeba.

Na podstawie wynikbw mozna zaobserwowac, ze pojemnos¢ modelu
polowego jest wieksza o ponad 2% od pojemnosci modelu uproszczonego.
Wynika to z tego, ze w modelu uproszczonym nie uwzgledniono pojemnosci
rozproszenia w narozach kondensatora.

6. PODSUMOWANIE

Uniwersalna biblioteka elementéw brzegowych BEMLAB umozliwia prze-
prowadzanie efektywnych obliczen podczas modelowania elektrostatycznego
kondensatorow grzebieniowych. W artykule zaprezentowano jeden wybrany
problem modelowania wystepujacy podczas optymalizacji struktur grzebie-
niowych urzadzen MEMS. Jednak BEMLAB umozliwia rozwigzywanie zadan
o dowolnej geometrii w przestrzeni dwu i trzy wymiarowej. Poza wspomnianymi
w artykule warunkami brzegowymi pierwszego i drugiego rodzaju umozliwia
rozwigzywanie zadan z warunkami Robina, jak i asymptotycznymi. Funkcjonal-
nos¢ w modelowaniu elektrycznym zwieksza fakt, ze format plikow wejscia/wyjscia
jest zgodny z M-plikami oprogramowania MATLAB [15] i SCILAB [14].
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,BEMLAB” — BOUNDARY
ELEMENT METHOD LIBRARY
IN APPLICATION OF
DIFFUSIVE OPTICAL TOMOGRAPHY

Pawet WIELEBA, Jan SIKORA

ABSTRACT This article presents objective and open source
Boundary Element Method (BEM) library “BEMLAB” in application
of Micro-Electro-Mechanical Systems (MEMS) modeling. BEMLAB
package contains numerical library implementing BEM and ready
to use reference computer application. MEMS term applies to micro-
machines which dimensions are between 0.1 um to 0.1 mm. The article
presents vertical comb capacitors modeling by the example of capacitors
used in Angular Vertical Comb drives. Boundary element models in
two dimensions are considered. Boundary models and mathematical
description were presented. Field calculations were done using title
BEMLAB library. Capacity calculations were also done using integration
feature of BEMLAB computer application. Moreover comparison between
a boundary field model and a simplified condenser model were done.






