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SPRAWNOŚĆ MAKSYMALNA INDUKCYJNEGO SILNIKA 

KLATKOWEGO  
 

MAXIMUM  EFFICIENCY OF  AN  INDUCTION SQUIRREL-CAGE MOTOR  
 

Abstract: This article presents considerations  on the condition of the occurrence of maximum efficiency in 
the three-phase induction motor supplied by a constant voltage value. A relationship was derived, which 
allows  to calculate with great accuracy the location of maximum efficiency. Comparison of laboratory results 
with the results of efficiency calculations confirmed the possibility of analytical determination of the output 
power for maximum efficiency. A general condition for the occurrence of maximum efficiency was 
formulated, which speaks about the approximate equality of no-load  losses and losses in the windings of the 
rotor current. Calculation tests performed for the two groups losses for maximum efficiency point confirmed 
the general condition of maximum efficiency. Laboratory studies were conducted using the squirrel-cage 
motor with  rated power PN  = 1.1 kW and  rated speed  nN  = 1415 rpm. 

1. Wstęp 

RozwaŜania dotyczą trójfazowego silnika 
indukcyjnego klatkowego przyłączonego  
bezpośrednio do sieci i zasilanego napięciem  
o stałej wartości, najczęściej napięciem 
znamionowym.  
Wiadomo, Ŝe krzywa sprawności jest zazwyczaj 
tak ukształtowana, Ŝe jej maksimum przypada 
dla obciąŜenia mniejszego od znamionowego, 
najczęściej w przedziale (0,6 – 1,0)PN. Na ten 
przedział wskazują wyniki badań 
przeprowadzone na wielu silnikach 
indukcyjnych.  
W literaturze nadal brakuje dokładnej 
zaleŜności warunkującej  występowanie 
maksimum sprawności, sformułowanej w 
oparciu o dokładny zapis strat. RozwaŜania 
ograniczają się zwykle do powierzchownej 
analizy strat i najczęściej warunek ten zostaje 
sprowadzony do równości strat stałych i strat 
zmiennych.  
W artykule posłuŜono się pojęciami:  
maksimum sprawności oraz sprawność 
maksymalna, które są toŜsame i będą uŜywane 
zamiennie.   

2. Dotychczasowy pogląd na zagadnienie  
Ogólny zapis warunku na występowanie 
maksimum sprawności  mówi o równości strat 
stałych i strat zmiennych. Jako straty stałe 
przyjmowano straty jałowe Po będące sumą 
strat  w Ŝelazie PFe  i strat mechanicznych Pm 

 

 mFeo PPP +=                                                  (1) 

Jako straty zmienne przyjmowano straty  
w uzwojeniach Pw   i przedstawiano je jako 
proporcjonalne do kwadratu prądu stojana  [2] 
 

( )rssw RRmIP +≈ 2                              (2) 

 
gdzie: m -  ilość faz, Rs – rezystancja uzwojenia 
stojana, Rr – rezystancja uzwojenia wirnika 
sprowadzona na stronę stojana. 
Nürnberg w [1] wprowadził korektę do zapisu 
strat stałych dodając trzeci składnik  
w postaci strat w uzwojeniu stojana od prądu 
magnesującego Im 

 
23 msmFeo IRPPP ++=                                 (3) 

 
Straty zmienne w tym przypadku byłyby to 
straty w uzwojeniach silnika proporcjonalne do 
mocy wydawanej P. Tak są równieŜ 
przedstawiane w [3]. Obaj autorzy nie 
powiązali jednak tych strat z prądem wirnika. 

3. Warunek na występowanie  
    sprawności maksymalnej  
Poszukiwania warunku na maksimum 
sprawności powinny uwzględniać wszystkie 
straty występujące zarówno w stojanie, jak  
i w wirniku. Sprawność silnika zdefiniowana 
zostanie jako stosunek mocy wydawanej do 
sumy mocy wydawanej  i strat całkowitych 
silnika  
 

tPP

P

+
=η                                                     (4) 

Straty całkowite Pt  będą równe 
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22 33 rrssmFet IRIRPPP +++=                    (5) 

 
Zakładając ortogonalność prądu wirnika i prądu 
magnesującego wyraŜenie  na prąd stojana (6) 
przybierze postać  
 

( )22
rFems IIII ++=  ,                              (6) 

 
Po podstawieniu zaleŜności (6) do wyraŜenia 
(5) otrzymuje się po przekształceniach  
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                             (7) 

 
W celu uproszczenia dalszych zapisów suma 
rezystancji uzwojenia stojana i sprowadzonej 
rezystancji uzwojenia wirnika moŜe być 
zastąpiona rezystancją Rk. 
 

rsk RRR +=                                                  (8) 

 
Straty całkowite będą równe 
 

Fersrk

osmFet

IIRIR

IRPPP

63

3
2

2

++
+++=

                               (9)                

 
Przy załoŜeniu, Ŝe napięcie zasilania pozostaje 
stałe Us=const. oraz napięcie indukowane takŜe 
Ui = const.,  z powyŜszego wyraŜenia moŜna 
wyodrębnić straty biegu jałowego niezaleŜne od 
obciąŜenia 
 

23 osmFeino IRPPP ++=                             (10) 

 
Pomija się tutaj niewielką składową prądu 
wirnika występującą przy biegu jałowym, która 
dodaje się do prądu IFe. Pominięcie tej 
składowej prądu biegu jałowego praktycznie 
nie ma istotnego wpływu na wartość prądu Io,  
gdyŜ o jego wartości decyduje składowa 
magnesująca Im. 
Po podstawieniu wyraŜenia na straty całkowite 
dostaje się wyraŜenie na sprawność 
 

Fersrkino IIRIRPP

P

63 2 +++
=η              (11) 

 

Prąd wirnika związany jest z mocą obciąŜenia 
zaleŜnością wyprowadzoną w [5] o postaci 
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Pochodna sprawności po mocy wydawanej 
będzie równa 
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gdzie: 

      '
rI  - pochodna prądu wirnika po mocy P, 

       M – mianownik wyraŜenia na sprawność. 
 
Po przyrównaniu do zera i przekształceniach 
oraz redukcji wyraŜeń podobnych otrzymuje się 
równanie o postaci 
 









−+

+







−=

16

123

'

'
2

r

r
Fers

r

r
rkino

I

I
PIIR

I

I
PIRP

                           (14) 

 
Aby móc właściwie zinterpretować otrzymany 
wynik naleŜy oszacować jaką wartość mogą 
przybierać wyraŜenia w kolejnych nawiasach. 
W tym celu naleŜy wyznaczyć pochodną prądu 
wirnika Ir po mocy P występującą  
w wyraŜeniach umieszczonych w nawiasach 
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     (15)          

 
Pierwsze analizowane wyraŜenie w nawiasie 
w równaniu (14) moŜna oznaczyć jako Gk 
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Wstawiając wyraŜenie na prąd wirnika i jego 
pochodną do (16) otrzymuje się 
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Po kolejnych przekształceniach dochodzi się do 
zaleŜności 
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                                                                      (18) 
 
WyraŜenie pod pierwiastkiem bliskie jest 
jedności. Aby to wykazać moŜna się posłuŜyć 
przykładem obliczonym dla badanego silnika 
klatkowego Sg 90 4S. 
 
Dane do obliczeń: 
 
P = 950 W  ( moc obciąŜenia dla maksimum  
                      sprawności przy U = UN = 380 V) 
Pm=33 W      straty mechaniczne  
Ui=197 V    ( napięcie indukowane wyliczone 
                      dla obciąŜenia P = 950 W )  
Rr=4,9 Ω        rezystancja uzwojenia wirnika  
                       sprowadzona na stronę stojana 
 
WyraŜenie podpierwiastkowe będzie równe 
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Odwrotność pierwiastka wyniesie  
 

     09,1
835,0

1 =  

 
Z powyŜszego przykładu wynika, Ŝe analizo-
wane wyraŜenie bliskie jest jedności, a całość 
wyraŜenia w nawiasie będzie w przybliŜeniu 
równa dwa. Przy takim załoŜeniu wyraŜenie Gk 
przybierze postać 
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Przeanalizowania wymaga równieŜ drugie 
wyraŜenie Hk  z zaleŜności (14) o postaci 
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                                             (20) 

 
Po wstawieniu odpowiednich wyraŜeń dostaje 
się 
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Po kilku przekształceniach dochodzi się do 
zaleŜności      
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Podobnie jak w przypadku zaleŜności Gk , 
wartość wyraŜenia  w nawiasie będzie  
w przybliŜeniu równa 2, wobec tego 
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Po uwzględnieniu przekształconych wyraŜeń  
G i H,  równanie (15) moŜna przedstawić  
w postaci 
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                                (24) 

Ze względu na małą wartość prądu IFe oraz 
niewielką wartość wyraŜenia Hk drugi człon 
równania moŜe być pominięty i wówczas 
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m
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Z wartości podanych w przykładzie 
jednoznacznie wynika, Ŝe ze względu na 
relatywnie duŜą wartość mocy P i niewielką 
wartość strat mechanicznych Pm wyraŜenie Gk 
praktycznie bliskie jest jedności. Wobec tego 
równanie przybierze bardzo prostą postać 
 

23 rkino IRP ≈                                                  (26) 

 
PoniewaŜ iloczyn po prawej stronie równania 
jest praktycznie równy stratom w uzwojeniach 
od prądu wirnika,  równanie to moŜna 
przedstawić jako 
 

2)(3 rrsino IRRP +≈                                     (27) 

 
Z wyprowadzonej zaleŜności wynika, Ŝe 
maksimum sprawności dla silnika pracującego 
przy stałym napięciu zasilającym wystąpi przy 
takim obciąŜeniu, dla którego straty biegu 
jałowego będą w przybliŜeniu równe stratom  
w uzwojeniach od prądu wirnika.  Otrzymana  
zaleŜność jest identyczna  jak w pracy  [4]  
mimo, iŜ znajdujące się tam wyprowadzenie 
zostało dokonane  z zastosowaniem większych 
uproszczeń. NaleŜy dodać, Ŝe identyczną 
zaleŜność moŜna wyprowadzić dla 
transformatora [6]. Świadczy to o tym, Ŝe obraz 
zjawisk związany z relacją strat dla 
maksymalnej sprawności jest dla obu maszyn 
bardzo podobny. Podobnie jak dla 
transformatora, moŜna zdefiniować 
współczynnik względnego obciąŜenia dla 
którego wystąpi maksimum sprawności.  
Zakładając, Ŝe moc na wale jest proporcjonalna 
do prądu wirnika 
 

reIkP ≈                                                       (28) 

 
oraz dla mocy znamionowej 
 

rNeN IkP ≈ ,                                                  (29) 

   
to współczynnik względnego obciąŜenia będzie 
moŜna zdefiniować następująco 
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Równanie na maksimum sprawności moŜe być 
przedstawione jako 
 

( )23 rNpkino IkRP ≈                                      (31) 

 
Wyliczona wartość względnego obciąŜenia 
 

wN

ino

rNk

ino
p P

P

IR

P
k ≈≈

23
                              (32) 

 
gdzie: 
   inoP  - straty biegu jałowego przy zasilaniu 

              napięciem znamionowym, 
    PwN  -  straty w uzwojeniach  przy  
              znamionowym prądzie wirnika. 
 
Z powyŜszej zaleŜności wynika wniosek, Ŝe na 
podstawie pomiaru strat biegu jałowego  
i obliczonych strat w uzwojeniach przy 
znamionowej wartości prądu wirnika moŜna 
oszacować wartość względnego obciąŜenia przy 
którym wystąpi maksimum sprawności. 
Wyprowadzona wcześniej dokładna zaleŜność 
(14) stwarza moŜliwość relatywnie ścisłego 
wyznaczenia mocy obciąŜenia dla maksymalnej 
sprawności. MoŜe ona znaleźć zastosowanie 
praktyczne, szczególnie w odniesieniu do 
silników średniej i duŜej mocy dla których 
przeprowadzenie próby obciąŜenia połączonej  
z dokładnym wyznaczeniem przebiegu krzywej 
sprawności moŜe być utrudnione. Sprawdzenie 
słuszności wzoru (14) pozwalającego na 
wyznaczenie mocy obciąŜenia silnika 
klatkowego dla maksymalnej sprawności przy 
zasilaniu napięciem o stałej wartości zostało 
dokonane przy przyjęciu tej samej wartości 
napięcia indukowanego. Na postawie pomiarów 
przeprowadzonych dla kilku wybranych 
wartości napięcia zasilającego otrzymano 
określone wartości mocy obciąŜenia Ppom   dla 
sprawności maksymalnej i  dla nich obliczono 
wartości napięcia indukowanego. Następnie dla 
wyliczonych napięć indukowanych określono 
wartości strat biegu jałowego na podstawie 
sporządzonych charakterystyk biegu jałowego. 
Wyliczone wartości napięć indukowanych, jak 
równieŜ inne parametry wstawiono do równania 
(14) i rozwiązano je ze względu na moc 
obciąŜenia P. Pomierzone Ppom  i wyliczone Pobl 
wartości mocy dla maksimów sprawności 
przedstawiono na rys. 1 i rys. 2. Otrzymane 
wykresy pokazują dobrą zgodność wyników 
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otrzymanych na drodze pomiarowej  
i analitycznej, co wskazuje na poprawność 
wyprowadzonej zaleŜności i moŜliwości jej 
zastosowania do analitycznego wyznaczania 
połoŜenia maksimum sprawności. 

Rys.1. Wartości mocy odpowiadające 
maksymalnej sprawności dla róŜnych napięć 
zasilania otrzymane na podstawie obliczeń Pobl 
i pomiarów  Ppom   dla fs = 50 Hz. 
 
 

Rys.2. Wartości mocy odpowiadające 
maksymalnej sprawności dla róŜnych napięć 
zasilania otrzymane na podstawie obliczeń  
Pobl  i pomiarów Ppom  dla fs = 30 Hz. 
 

Kolejnej weryfikacji naleŜało poddać 
wyprowadzoną zaleŜność mówiącą  
o równości strat biegu jałowego i strat  
w uzwojeniach od prądu wirnika dla 
maksymalnej sprawności. PosłuŜono się tutaj 
wynikami z badań laboratoryjnych.  

Rys.3. Porównanie strat biegu jałowego Pino  
i strat w uzwojeniach  Pw dla obciąŜeń, dla  
których występuje maksimum sprawności dla 
częstotliwości fs = 50 Hz 
 

Rys.4. Porównanie strat biegu jałowego Pino  
i strat w uzwojeniach  Pw dla obciąŜeń, dla  
których występuje maksimum sprawności dla 
częstotliwości fs = 30 Hz 
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Dla kaŜdej wartości mocy obciąŜenia 
odpowiadającej maksimum sprawności, 
wyliczono wartość napięcia indukowanego  
i odpowiednie straty biegu jałowego Pino. 
Następnie z prądu stojana dla rozpatrywanego 
punktu pracy wydzielono analitycznie wartość 
sprowadzonego prądu wirnika i wyliczono 
straty w uzwojeniach Pw.  Wykresy 
przedstawione na  rys.3 i  rys.4  potwierdzają 
słuszność wyprowadzonej zaleŜności. 
RozbieŜności pomiędzy stratami biegu 
jałowego i stratami w uzwojeniach są raczej 
niewielkie. NaleŜy podkreślić, Ŝe dokładność 
wyznaczenia strat w uzwojeniach  
w bardzo istotny sposób zaleŜy od przyjętych 
wartości rezystancji uzwojeń stojana i wirnika. 
Do weryfikacji pomiarowej uŜyto silnika 
klatkowego małej mocy o następujących 
parametrach: 
Typ Sg 90 S4 
PN   = 1,1 kW 
UN  = 220/380 V 
IN  = 4,9/2,8 A 
nN  =1415 obr/min. 
cosϕ = 0,8 
praca  S1 

4. Wnioski  
Przeprowadzone  rozwaŜania teoretyczne 
poparte wynikami badań przedstawionymi  
w formie wykresów prowadzą do następujących 
wniosków: 

- sprawność maksymalna w indukcyjnym 
silniku klatkowym zasilanym napięciem o 
stałej wartości występuje przy takim 
obciąŜeniu, dla którego straty biegu 
jałowego będą praktycznie równe stratom w 
uzwojeniach od prądu wirnika, 

- interesującym jest, Ŝe powyŜszy warunek 
przedstawiony równieŜ w [4] daje się 
uzyskać poprzez znacznie uproszczone 
rozwaŜania, 

- wskazanym byłoby, aby wyprowa-dzony 
warunek mówiący o przybliŜonej równości 
strat biegu jałowego i strat  
w uzwojeniach od prądu wirnika został 
wprowadzony do treści podręcz-nikowych 
jako element podstawowej wiedzy    o 
maszynach indukcyjnych,  

- wyprowadzona zaleŜność (14) pozwala na 
względnie dokładne wyznaczenie wartości 
mocy silnika indukcyjnego dla której 
wystąpi maksimum sprawności  
i moŜe wykazać swą przydatność dla 

silników średniej i duŜej mocy, dla któ-rych 
przeprowadzenie próby obciąŜenia moŜe 
być trudne bądź niemoŜliwe, 

- duŜy wpływ na dokładność wyznaczenia 
mocy odpowiadającej sprawności 
maksymalnej będą miały wartości 
rezystancji uzwojeń stojana  
i wirnika podstawiane do zaleŜności (14), 
które powinny odpowiadać rezystancjom 
występującym podczas pracy maszyny. 
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