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MODELOWANIE NIESYMETRII UZWOJE Ń DLA GENERATORÓW 
SYNCHRONICZNYCH WZBUDZANYCH MAGNESAMI TRWAŁYMI 

 
MODELING OF WINDINGS ASYMMETRY FOR PM SYNCHRONOUS 

GENERATORS 
 

Abstract:  A deep knowledge of the phenomena in PM synchronous generator is necessary to predict precisely 
machine properties, as well as to recognize the machine condition during operation The inside asymmetry of a 
machine causes some Fourier components in stator phase current and in electromagnetic torque. To predict 
additional Fourier components in the stator phase current and torque, it is necessary to have mathematical 
models of PM generator taking into account magnetic asymmetry, air gap slotting and stator windings 
asymmetry. The paper presents mathematical modeling of PM generator applied to study the effects in the 
stator currents and electromagnetic torque caused by inside stator winding asymmetry. To predict qualitatively 
and quantitatively the spectra of currents and components of electromagnetic torque a special harmonic 
balance method is used.  

1. Wstęp 
Zainteresowanie generatorami synchronicznymi 
wzbudzanymi magnesami trwałymi jest 
związane z ogólnoświatowymi tendencjami 
wspomagania energetyki lokalnymi siłowniami 
bazującymi na odnawialnych źródłach energii 
takich jak energia wody czy wiatru, w których 
w ostatnim czasie tego typu generator znajduje 
coraz częściej zastosowanie. Z tego względu 
zarówno techniki projektowania jak i 
modelowania matematycznego tego typu 
maszyn są ciągle rozwijane i doskonalone.  
Modele matematyczne generatorów 
synchronicznych wzbudzane magnesami 
trwałymi powinny zapewniać moŜliwość 
względnie prostego rozwiązywania róŜnych 
zagadnień eksploatacyjnych związanych z 
wytwarzaniem energii elektrycznej. Do tego 
celu najbardziej nadają się tzw. modele 
obwodowe, powszechnie wykorzystywane w 
klasycznych maszynach. W modelach tych dla 
uzupełnienia podstawowych analiz, wprowadza 
się moŜliwości uwzględniania niesymetrii 
obwodu magnetycznego oraz niesymetrii 
uzwojenia stojana. Zagadnienie modelowania 
niesymetrii obwodu magnetycznego 
przedstawiono w pracach [6], [7], natomiast 
niniejszy artykuł ma na celu, uzupełnienie 
prezentowanej metodyki o stany niesymetrii 
uzwojeń. Niesymetrie te powstają w wyniku 
uszkodzenia izolacji i są bardzo istotne ze 
względu na skutki powstające w wyniku ich 
wystąpienia. Zadaniem prezentowanego 
opracowania jest dodatkowo pełne 

wykorzystanie metody bilansu harmonicznych 
do analizy takich przypadków w stanach 
ustalonych. Problem ten został więc postawiony 
by podjąć próby rozstrzygnięcia, czy na drodze 
modelowania matematycznego i obliczeń 
numerycznych istnieje moŜliwość rozróŜnienia 
oraz oceny ilościowej takich stanów. W tym 
celu zostały opracowane i przedstawione 
modele matematyczne umoŜliwiające 
prowadzenie takich analiz. 
Dodatkowym aspektem uŜyteczności 
opracowanych modeli matematycznych jest 
oprócz analiz wspomnianych efektów 
pasoŜytniczych w warunkach eksploatacyjnych 
równieŜ moŜliwość syntezy oddziaływań 
harmonicznych juŜ na etapie projektowania 
maszyny. 

2. Model matematyczny 3-fazowej 
maszyny z niesymetrycznym 
uzwojeniem 

 

Rys.1. Przekrój wielofazowego generatora 
 z magnesami trwałymi 
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Punktem wyjściowym do sformułowania 
zagadnienia jest przypadek maszyny z 
magnesami trwałymi (Rys.1.) o dowolnej 
liczbie elementarnych cewek stojana (tzn. 
niezaleŜnych zezwojów o liczbie faz równej 
liczbie cewek Ns = Ncs). 
Utworzenie zaleŜności dla indukcyjności 
głównych zostanie przedstawione na bazowym 
przykładzie dwóch cewek „a” i „ b” dla których 
indukcyjności przedstawiają się zgodnie z [3] w 
następującej formie  
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∑∑∑=ϕ jnjmxxxj

nm
nm

ba eeeLL bab )(
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natomiast strumień pochodzący od magnesów i 
skojarzony z uzwojeniem „a” moŜna 
przedstawić następująco [6], [7] 
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Dla wielofazowej maszyny, wielkości kątów 
określających połoŜenia osi cewek 
elementarnych uzwojenia stojana (xa i xb)  

przedstawiają następujących zaleŜności  

cssbsa Nbabxax ,...,1,;)1(;)1( =α−=α−=    (3) 

gdzie: css N/2πα = . 

ZaleŜności na indukcyjności wzajemną 
elementarnych cewek stojana dla maszyny z 
magnesami trwałymi (cewka b „cb”– cewka a 
„ca”), moŜna zatem przedstawić następująco: 
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gdzie: harmoniczne przepływowe 
K3,2,1 ±±±=ν , natomiast harmoniczne 

permeancyjne nm,  w dowolnym przypadku 
geometrii obwodu magnetycznego 

K3,2,1,0, ±±±=nm , (w szczególnym przypadku 
symetrii 0;,0 =±= nzm s ; sz -liczba Ŝłobków), 
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|ν|
wck - współczynnik skrótu cewki elementarnej, 

cw  - liczba zwojów w cewce elementarnej, 

nm,Λ - współczynniki rozkładu Fouriera funkcji 

permeancji jednostkowej [6], [7], 
lc - idealna długość pakietu,  
rs - promień stojana. 

Strumień pochodzący od magnesów i 
skojarzony z cewką „ca” wygląda następująco: 
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gdzie: zgodnie z [5], [6] Kppp 5,3, ±±±=ς  
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PMB δς - współczynniki rozkładu indukcji w 

szczelinie w stanie bezprądowym dla 
maszyny bezŜłobkowej [2], [6], [7], 

Λ  - permeancja jednostkowa w obszarze 
magnesu dla maszyny bezŜłobkowej [7]. 

Równania modelu maszyny mają znaną formę, 
którą moŜna zapisać w postaci macierzowej 
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gdzie: indeksy „c”  oznaczają cewki stojana 
(zezwoje). 
PowyŜsze rozwaŜania dotyczące wyodrębnienia 
cewek stojana i traktowania ich jako 
niezaleŜnych faz były podyktowane potrzebą 
wprowadzenia niesymetrii wewnętrznych 
uzwojenia stojana. Dla rzeczywistej maszyny 
trójfazowej moŜna dokonać połączenia 
powyŜszych niezaleŜnych cewek w uzwojenie z 
którego moŜna wyodrębnić obwody 
odpowiedzialne za niesymetrię uzwojenia.  
W tym celu posłuŜono się metodą więzów, 
zgodnie z którą definiuje się macierz więzów 
[c] dla danego uzwojenia. Wymiar tej macierzy 
jest zaleŜny od liczby faz uzwojenia, załoŜonej 
niesymetrii stojana oraz liczby wszystkich 
cewek stojana Ncs. 
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Przykładowo dla 3-fazowego uzwojenia stojana 
(Ns =3) o p=2 parach biegunów i 12-cewkach 
(Ncs =12) przy załoŜeniu uszkodzenia (zwarcie) 
1-cewki , macierz więzów moŜe mieć postać 
(8). W dalszej części pracy dla uproszczenia 
zapisu przyjęto uszkodzenie jednego obwodu. 
Po związaniu równań (6) i (7) macierzą więzów 
np. (8) otrzymuje się równania maszyny 3-
fazowej z uszkodzonym zezwojem w jednej z 
faz (indeks „z” dotyczy uszkodzonego 
wyodrębnionego obwodu) . 
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3. Oddziaływanie harmonicznych 
przestrzennych w stanie ustalonym 

Równania modelu matematycznego zgodnie z 
(9) i (10) dla maszyny z niesymetrią uzwojeń 
powstającą przewaŜnie w wyniku zwarć 
zwojowych, poddać moŜna w celu 
uporządkowania struktur transformacji do 
składowych symetrycznych za pomocą 
macierzy transformacyjnych 
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gdzie: 3/2πjea = ; csNjed /2π=  

Równania modelu matematycznego po 
przetransformowaniu do składowych 
symetrycznych przedstawiają się następująco 
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Indukcyjności w układzie równań (13) 
reprezentują cechy konstrukcyjne uzwojeń i 
geometrii szczeliny powietrznej. Macierze 
indukcyjności głównych posiadają bardzo 
specyficzną lecz uporządkowaną strukturę, 
która uzaleŜniona jest od wprowadzanego 
rodzaju niesymetrii uzwojenia (przerwy i 
zwarcia zezwojów reprezentowane przez 
macierz więzów [c]) oraz ukształtowania 
szczeliny. 
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gdzie cc

nmvL ,,  odnosi się do cewek elementarnych. 

Macierz indukcyjności z zaleŜności (17), moŜna 
równieŜ zapisać w następującej ogólnej formie 
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PoniewaŜ, po transformacji symetrycznej 
macierzy rezystancji cewek 
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macierz rezystancji występująca w równaniu 
(13) wygląda następująco 
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Podobnie dla indukcyjności rozproszeń 
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Strumienie skojarzone uzwojeń wywołane 
poprzez magnes trwały w układzie równań (13) 
reprezentują cechy konstrukcyjne uzwojeń oraz 
geometrii szczeliny powietrznej. Macierze tych 
strumieni posiadają bardzo specyficzną lecz 
uporządkowaną strukturę, która uzaleŜniona 
jest równieŜ od wprowadzanego rodzaju 
niesymetrii uzwojenia (przerwy i zwarcia 
zezwojów reprezentowane przez macierz 
więzów [c]) oraz ukształtowania szczeliny. 
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gdzie: 
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nm,,ςψ  - strumień skojarzony cewki wywołany 

przez magnes trwały. 

Macierz strumieni skojarzonych z zaleŜności 
(27), moŜna równieŜ zapisać w ogólnej formie 
nastepująco 
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Dla stanu ustalonego 0ϕ+Ω=ϕ t , natomiast 
zmodyfikowana postać układu zasilania 
uzwojeń maszyny sinusoidalnym układem 
napięć trójfazowych wygląda następująco 
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phU - jest wartością skuteczną napięcia 

fazowego. 

Po spełnieniu relacji dotyczącej stanu 
synchronicznego Ω=ω p0 , macierz 
indukcyjności oraz wektor strumieni stają się 
periodyczne względem czasu i moŜna 
przewidzieć rozwiązania układu równań (13) w 
postaci  
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Rozwiązania (32) spełniają zgodnie z metoda 
bilansu harmonicznych [1], [4], [5] 
nieskończenie wymiarowy układu równań 
algebraicznych postaci 
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Po wykonaniu formalnych przekształceń 
matematycznych dla wyraŜeń (15) i (16) moŜna 
wyprowadzić dla stanu ustalonego, zgodnie z 
[4], następujące ogólne formuły opisujące 
moment elektromagnetyczny  
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4. Podsumowanie 
Specyficzne cechy konstrukcji maszyn 
synchronicznych z magnesami trwałymi 
powodują, Ŝe budowa modeli matematycznych 
oraz szczegółowa analiza efektów w tych 
maszynach jest dosyć trudna. Uwzględnienie 
rzeczywistych kształtów szczeliny (wydatno 
biegunowość, Ŝłobkowanie, umieszczenie 
magnesów trwałych na wirniku) oraz realnych 
kształtów uzwojeń (rozłoŜenie uzwojenia 
stojana) prowadzi do rozbudowanych modeli 
matematycznych. Poszukiwanie rozwiązań przy 
uŜyciu technik symulacyjnych dla modeli 
polowych nie daje natomiast moŜliwości 
jakościowej analizy wspomnianych zjawisk 
elektromagnetycznych w maszynie. W pracy 
przedstawiono metodykę opisu maszyny, która 
umoŜliwia bardzo wnikliwą analizę jakościową, 
jak i równieŜ pozwala na obliczenia ilościowe 
prądów i momentu elektromagnetycznego w 
ustalonym stanie pracy zarówno dla warunków 
symetrii i niesymetrii obwodu magnetycznego 
oraz uzwojeń. NajwaŜniejszym elementem 
przedstawionego opisu jest przekształcenie 
modelu matematycznego, tak aby moŜna było 
śledzić wzajemne interakcje harmonicznych 
przestrzennego rozkładu pola w szczelinie 
powietrznej. W tym celu została zastosowana 
transformacja składowych symetrycznych, 
która opisując maszynę w ortogonalnych 
bazach, porządkuje struktury macierzy 
indukcyjności oraz strumieni skojarzonych 
uzwojeń wywołanych przez magnesy trwałe, 
tak Ŝe juŜ na podstawie równań moŜna śledzić, 
jak wpływają harmoniczne przestrzenne na 
prądy i na moment elektromagnetyczny. 
Zastosowanie teorii równań róŜniczkowych 
liniowych o okresowo zmiennych 
współczynnikach pozwala na precyzyjne 
określenie widm Fouriera prądów uzwojeń oraz 
momentu elektromagnetycznego (zarówno 
ilościowo, jak i jakościowo) w ustalonych 
stanach pracy, czyniąc jednocześnie 
przedstawioną metodykę uŜyteczną zarówno 
dla zagadnień eksploatacyjno-diagnostycznych 
jak i projektowych. 
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