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ANALIZA PODSTAWOWYCH WŁASNO ŚCI ZMODYFIKOWANEJ 

TRANSFORMACJI PARKA DLA PR ĄDOWYCH 
I STRUMIENIOWYCH ZMIENNYCH STANU 

 
ANALYSIS OF BASIC PROPERTIES OF MODIFIED PARK TRANS FORMATION 

FOR CURRENT AND FLUX STATE VARIABLES 
 

Abstract: In the paper a modified Park transformation from phase reference frame ABC to dq reference frame 
for wye connected stator winding without neutral wire (Fig.1,2) is presented. A physical two-phase 
interpretation of obtained voltage equation (Eq.1) is proposed (Fig.3). Using classical transformation matrix 
[T]  (Eq.2) and constraint matrix [C]  (Eq.3) all variables present in (Eq.1) are transformed to dq reference 
frame. In contradiction to classical transformation matrix which [T]  is the same for all variables, in proposed 
modified transformation its matrices for transformation of currents [T I]  and fluxes/voltages [Teψ]  (Fig.4) are 
different. However they are strongly interconnected which is presented in (Fig.5). This ensures preservation of 
the most important features of classical transformation. The form of the voltage equation (Eq.18) is the same 
as in the case of classical transformation [5,8]. The inductance matrix in the dq reference frame in case of an 
idealised reluctance motor (Eq.19) is diagonal (Eq.25) [5]. The invariance of power is preserved which is 
evident in the form of equations (Eq.26), (Eq.27) and (Eq.31). All these features prove mathematical 
correctness of the proposed transformation. 
 

1. Wstęp 
W zdecydowanej większości prac dotyczących 
modelowania matematycznego maszyn 
elektrycznych wykorzystywany jest schemat 
zakładający niezaleŜne zasilanie kaŜdego 
uzwojenia fazowego, odpowiadający 
połączeniu punktów gwiazdowych źródła 
zasilania i uzwojenia stojana [8,9]. RównieŜ 
transformacje z układu zmiennych fazowych do 
układu dwuosiowego w formie tradycyjnej są 
definiowane dla tak zbudowanego schematu 
połączeń. Dzieje się tak mimo iŜ  
w zastosowaniach praktycznych połączenie 
takie jest wykorzystywane niezmiernie rzadko.  
W pracy przedstawiono metodykę pozwalającą 
na sformułowanie transformacji dwuosiowej  
dla maszyny z uzwojeniem stojana połączonym 
w gwiazdę bez przewodu zerowego juŜ  
w trakcie tworzenia modelu matematycznego. 

2. Równanie stanu elektrycznego 

Modele matematyczne przedstawione we 
wcześniejszych pracach autora umoŜliwiały 
przejrzystą interpretację równań więzów 
prądowych i strumieniowych w modelu 
matematycznym silnika [2,3]. Równania 
róŜniczkowe otrzymane na ich podstawie 
zawierały jednak niesymetryczne macierze 
rezystancji i indukcyjności co uniemoŜliwiało 

ich skuteczną transformację do układu 
dwuosiowego. W celu rozwiązania tego 
problemu zaproponowano odmienną metodę 
zapisu równań [4]. Dotyczy on schematu 
przedstawionego na Rys.1. 

 
Rys.1. Schemat silnika reluktancyjnego 

Schemat elektryczny obwodów silnika 
przedstawiono na Rys.2.  

 

Rys.2. Schemat elektryczny silnika 
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Otrzymany obwód moŜna opisać stosując 
metodę prądów oczkowych którymi są iA, iB [1]:  
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gdzie : ψAC =ψA-ψC, ψBC =ψB-ψC (Rys.3). 

RóŜnicę w stosunku do modelu tradycyjnego  
z galwanicznie izolowanymi uzwojeniami 
fazowymi [8] (cewkami elementarnymi [9]) 
stanowi fakt iŜ w jednym równaniu pojawiają 
się równocześnie zmienne międzyfazowe 
(napięcia, strumienie) i fazowe (prądy). 
Znajdzie to swoje odbicie w róŜnej postaci 
transformacji zmiennych do układu 
dwuosiowego dla strumieni/napięć i prądów. 

3. Interpretacja fizykalna  
Dla równania (1) moŜna zaproponować 
interpretację fizykalną, przedstawioną na Rys.3. 
Wyjściowa maszyna trójfazowa z uzwojeniem 
stojana połączonym w gwiazdę bez przewodu 
zerowego (Rys.1) moŜe być wówczas 
traktowana jako maszyna dwufazowa, której 
fazy są zasilane napięciami międzyfazowymi. 

 

 

Rys.3. Dwufazowy schemat elektryczny silnika 
(a) i jego obwód zastępczy (b) 

Uzwojenia fazowe w tak sformułowanym 
modelu są ze sobą galwanicznie sprzęŜone 
przez rezystancję rc zaś w skład obwodu 
wchodzą umyślone, idealnie sprzęŜone 
magnetycznie cewki, których strumienie 
sprzęŜone są równe ψC i przez które płyną 
prądy iA, iB . Odpowiadają one cewce fazy C  

w modelu wyjściowym i posiadają identyczną  
z nią liczbę zwojów i połoŜenie (Rys.1). 

4. Transformacja zmiennych 

Klasyczna, ortogonalna transformacja Parka ma 
postać [5,8,9]: 
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gdzie: macierz transformacji [T] (Rys.1, 2), 
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p – liczba par biegunów, WA, WB, WC – zmienne 
fazowe, Wd, Wq, W0 – zmienne w układzie dq0. 

Zastosowanie transformacji (2) dla prądów przy 
uwzględnieniu iŜ (Rys.1): 
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gdzie [C] stanowi macierz więzów dla tego 
przypadku [9], prowadzi do następującej relacji 
między prądami iA, iB a id, iq [4]: 
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Relacja odwrotna ma formę: 
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Obowiązuje zaleŜność (Rys.5): 

[ ] [ ]II DT =−1
 (6) 

jednak macierz [TI] nie jest macierzą 
ortogonalną jak macierz [T] (Rys.5) [9].  

a) 

b) 
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W celu otrzymania podobnej transformacji dla 
napięć i strumieni w równaniu (1) obliczamy: 
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Na jej podstawie otrzymujemy związek: 
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gdzie macierz transformacji ma postać: 
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Macierz odwrotna w tym przypadku ma formę: 
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i dotyczy związku (Rys.4): 

[ ] 







=









BC

AC
e

q

d

W

W
T

W

W
ψ  (11) 

Między macierzami reprezentującymi 
transformacje proste [TI], [Teψ] i odwrotne [DI], 
[Deψ] istnieją związki które przedstawiono na 
Rys. 4, 5. 

 

Rys.4. Transformacja prądów, napięć  
i strumieni dla transformacji zmodyfikowanej 

 

Rys.5. Transformacje zmiennych dla 
transformacji zmodyfikowanej i ich zaleŜności 

[ ]T
K ,[ ] 1−

K - transpozycja i inwersja macierzy, 

5. Transformacja równań napięciowych 
Równanie (1) naleŜy przetransformować 
korzystając z zaleŜności (5) i (8): 
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MnoŜąc równanie (12) lewostronnie przez 
macierz [Teψ] i przyjmując symetrię rezystancji 
fazowych silnika rk=r f (k=A,B,C) otrzymujemy: 
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  (III) 
Występująca w pierwszym składniku (I) prawej 
strony równania macierz ma postać: 

[ ] [ ] [ ] [ ] K=








=








t
DTD

t
T eeee d

d

d

d

d

d ϕ
ϕ ψψψψ  

[ ] [ ] ree DT ω
ϕ ψψ









=
d

d
K  (14) 

gdzie: ωr -prędkość kątowa wirnika (Rys.1), zaś 
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Macierz w zaleŜności (14) przyjmuje postać: 
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gdzie: ωe =pωr - elektryczna prędkość kątowa 
wirnika. 

W równaniu (13) generuje ona dobrze znany 
składnik zwany napięciem rotacji [5]. Drugi 
składnik (II) równania (13) stanowi napięcie 
transformacji. Składnik (III) upraszcza się do 
postaci:  
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Ostateczna forma równania napięciowego  
w układzie dwuosiowym dq ma postać: 
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Postać równania jest identyczna jak w 
przypadku ortogonalnej transformacji Parka  
z pominięciem składowej zerowej która w tym 
przypadku nie istnieje. Pokazuje to iŜ nie 
istnieje konieczność rozwaŜania równania dla 
składowej zerowej napięcia w przypadku 
połączenia bez przewodu zerowego niezaleŜnie 
od rozpatrywanego sposobu zasilania [10]. 

6. Diagonalizacja wyidealizowanej 
macierzy indukcyjności stojana 
Fundamentalną własnością klasycznej 
transformacji Parka w przypadku silnika 
reluktancyjnego o wyidealizowanej macierzy 
indukcyjności stojana przedstawionej 
zaleŜnością (19) jest jej diagonalizacja [8,9]. 
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gdzie: Lls – indukcyjność rozproszenia 
fazowego, LA – wartość średnia indukcyjności 
fazowej głównej, LB – amplituda składowej 
zmiennej indukcyjności fazowej głównej. 

Macierz (19) definiuje zaleŜność strumieni  
i prądów fazowych: 

( )[ ]
















=
















C

B

A

s

C

B

A

i

i

i

L ϕ
ψ
ψ
ψ

 (20) 

W przypadku równania (1) konieczne jest na 
wstępie określenie na jego podstawie związku  
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Macierz [LM] moŜna łatwo wyprowadzić 
wykorzystując zaleŜności (3) dla prądów oraz 
(7) dla strumieni: 
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Stosując zaleŜności (8) i (4) otrzymujemy: 
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Pozwala to ostatecznie zdefiniować macierz 
indukcyjności w układzie dq: 

( )[ ] [ ] ( )[ ][ ]IMedq DLTL ϕϕ ψ=  (24) 

W przypadku maszyny idealizowanej opisanej 
zaleŜnością (19) macierz ta ma postać: 
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co jest zgodne z wynikiem uzyskanym przy 
uŜyciu transformacji klasycznej [5]. 

7. Inwariantność mocy 
Ortogonalna transformacja Parka zdefiniowana 
zaleŜnością (2) zachowuje postaci wzoru na 
moc [8,9]. W przypadku zaproponowanej 
transformacji zmodyfikowanej naleŜy 
sprawdzić czy cecha ta jest zachowania. Dla 
analizowanego na Rys.2 schematu moc 
pobierana ze źródła jest zdefiniowana 
zaleŜnością: 
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który upraszcza się do postaci (Rys.3b): 
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Korzystając z zaleŜności (5) i (8) otrzymujemy: 

[ ] [ ]
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e

e
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Dokonując transpozycji: 

[ ] [ ] [ ]{ } 







=

q

d

I
T

eqd i

i
DDeetP ψ)(  (29) 

i uwzględniając iŜ między macierzami 
transformacyjnymi istnieje zaleŜność (Rys.5): 

[ ] [ ] [ ] 1−== I
T

eI DDT ψ  (30) 

otrzymujemy: 

[ ] qqdd
q

d

qd ieie
i

i
eetP +=








=)(  (31) 

Dowodzi to zachowania przez proponowaną 
transformację niezmienniczości mocy  
w obwodzie zastępczym. 

8. Wnioski 
W artykule przedstawiono zmodyfikowaną 
transformację dwuosiową z układu zmiennych 
fazowych ABC do układu dq dla uzwojenia 
połączonego w gwiazdę bez przewodu 
zerowego. Transformację tą moŜna traktować 
jako złoŜenie klasycznej transformacji Parka  
z transformacją wynikającą z więzów 
narzuconych na obwód zasilania silnika przez 
sposób połączenia jego uzwojeń fazowych [6]. 
W jej wyniku otrzymano zestaw dwóch róŜnych 
transformacji dla prądów [TI], [DI] oraz 
strumieni/napięć [Teψ], [Deψ] (Rys.4,5) które 
pozwalają na całkowite pomięcie składowej 
zerowej w równaniach napięciowych dla układu 
dq. Proponowana transformacja dwuosiowa 
zachowuje wszystkie istotne cechy 
transformacji klasycznej, w tym formę 
równania napięciowego, inwariantność mocy 
oraz diagonalizację macierzy indukcyjności dla 
wyidealizowanej maszyny reluktancyjnej. 
Własności te potwierdzają matematyczną 
poprawność proponowanej transformacji.  

MoŜliwość wykorzystania tego typu 
transformacji, zróŜnicowanej dla prądów  
i napięć/strumieni, jest obecna w literaturze [8]. 
Jej wykorzystanie zostało jednak dotychczas 
ograniczone do operacji sprowadzenia 
wielkości opisujących obwody wirnika na 

stronę stojana. Transformacja napięć 
międzyfazowych do układu dwuosiowego była 
wykorzystywana, choć w ograniczonym 
zakresie, w pracach związanych  
z modelowaniem silników bezszczotkowych  
z magnesami trwałymi [7]. 

Korzyść z zastosowania proponowanej 
modyfikacji stanowić moŜe fakt, iŜ prądy  
i napięcia występujące w równaniu (1) są 
pomiarowo dostępne co umoŜliwia 
zastosowanie transformacji takŜe w przypadku 
gdy załoŜenie o sinusoidalności rozkładu pola 
nie moŜe być wykorzystane [7]. Ponadto, mimo 
większej liczby macierzy transformacyjnych niŜ 
w przypadku klasycznym, w ich skład wchodzą 
tylko 4 parametry trygonometryczne dla danego 
kąta połoŜenia wirnika w przeciwieństwie do  
6 w macierzy [T]. 
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