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BADANIA SYMULACYJNE UKŁADU NAPĘDOWEGO Z SILNIKIEM 
SZEREGOWYM PRĄDU STAŁEGO W OPARCIU O MODEL 

UWZGLĘDNIAJĄCY CHARAKTERYSTYKĘ MAGNESOWANIA

SIMULATION RESEARCH OF A DC SERIES MOTOR DRIVE
BASE ON A MODEL, WHICH TAKES INTO ACCOUNT

A MAGNETIZATION CURVE

Abstract: Assumptions and final structure of series motor equations were presented. In the description, a mag-
netization curve, which significantly affects properties of the motor, was taken into account. Nonlinearly con-
nected with magnetization curve is present in a induction voltage drop and in a rotation voltage, as well. Quan-
titive examinations were performed for a series motor PBSOa12x type. A share of current dependent induction 
voltage drop components was examined. It was assumed that additional, so-called “negative inductance”, 
which is a product of a current and partial, current derivative of inductance, can be omitted. This conclusion 
can be regarded as general. It refers to a typical motor taking into account construction and magnetic materials. 
So-called incremental equations of a motor were formulated, which describe it behaviour in a small deviation
from an equilibrium point. Using a precise model, a simulation of a motor start fed from a DC controlled recti-
fier was performed. The simulated system was a closed one with a current limitation. The feeding voltage was 
an input signal.

1. Wstęp
Silniki szeregowe mają szereg zalet, do których
należy duży moment rozruchowy, z tych powo-
dów są w dalszym ciągu stosowane jako napęd 
w trakcji szynowej.
Analiza układów napędowych z tym silnikiem 
jest dość złożona. Przyczyną są nieliniowości 
parametryczne oraz tzw. nieliniowości struktu-
ralne. Kierunki analizy idą dwutorowo. Formu-
łuje się możliwie dokładny model dynamiczny. 
Model taki znajduje zastosowanie przy spraw-
dzaniu pracy całego układu sterowania, w któ-
rym silnik jest jednym z jego elementów.
Drugi kierunek to tworzenie tzw. równań przy-
rostowych, które prowadzą do linearyzacji rów-
nań i umożliwiają stosowanie przekształcenia 
całkowego Laplace’a. Dzięki otrzymanym 
transmitancjom można dokładnie określić rela-
cje dynamiczne między wybranymi wielko-
ściami przy małych odchyleniach od punktu 
równowagi. Pozwala to docelowo wybrać sto-
sowny układ regulacji automatycznej.

2. Równania silnika szeregowego
Na rysunku 1 przedstawiono układ osi uzwojeń 
silnika. Uwzględnienie w opisie uzwojeń ko-
mutacyjnego i kompensującego, które mają 
silniki większej mocy, nie zmienia istoty rów-

nań, które będą sformułowane dla schematu 
z rysunku 1.

Rys. 1. Schemat silnika szeregowego

Strumień skojarzony uzwojenia (brak sprzężeń 
z innymi uzwojeniami) można przedstawić

  illli   (1)

Indukcyjność rozproszenia l reprezentuje pole,
którego linie w dużej mierze biegną w powiet-
rzu i opór magnetyczny magnetowodu jest opo-
rem magnetycznym powietrza. Nie popełniając
istotnego błędu można przyjmować, że l =
const. Indukcyjność główną l reprezentuje 
strumień w części zdominowanej przez ferro-
magnetyk. Indukcyjność ta podlega zmianom 
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spowodowanym nasyceniem, jest więc funkcją 
prądu wzbudzenia.
Szczególnym przypadkiem uzwojenia jest 
uzwojenie komutatorowe – uzwojenie wirnika. 
Z uwagi na konstrukcję stojana (bieguny wy-
datne) i przesunięcie wirnika względem osi 
obwodu wzbudzania o /2 można uważać, że 
brak jest pola reprezentowanego przez l2 . In-
dukcyjność wirnika jest praktycznie równa 
indukcyjności rozproszenia tzn. l2 = l2 i jest 
stała.
Pole magnetyczne obwodu wzbudzenia, które 
wywołuje napięcie rotacji modeluje się posłu-
gując schematem tzw. czterouzwojeniowej 
maszyny uogólnionej typu d-q [3, 4]. Jeśli ze
schematu tego usunie się poprzeczne uzwojenie 
wirnika, to strumień „odpowiedzialny” za na-
pięcie rotacji będzie wynosił:

iilpp bqb )(12 (2)

Przykładowe przebiegi charakterystyki magne-
sowania i parametru pbl12(i) przedstawiono 
na rysunku 2. Przebiegi te dotyczą silnika sze-
regowego typu PBSOa12x. Pomiar został 
wykonany po uprzednim rozłączeniu uzwojeń 
wzbudzenia i wirnika. Podczas pomiaru silnik 
napędzano ze stałą prędkością równą n =
1000 obr/min, uzwojenie wzbudzenia było zasi-
lane regulowanym napięciem.
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Rys. 2. Charakterystyka magnesowania U2(i1) 
oraz przebieg pbl12(i1) w funkcji wzbudzenia dla 
silnika PBSOa12x

Dane znamionowe silnika modelowego 
PBSOa12x, są następujące:
napięcie - UN = 110 V,
prąd - IN = 8,84 A,
moc - PN = 0,7 kW,
prędkość - nN = 1500 obr/min.
Równanie napięć silnika szeregowego odpo-
wiadające układowi osi z rysunku 1 ma postać:
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r1(r2) – rezystancja obwodu wzbudzenia.
Moment elektromagnetyczny opisuje równanie:
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natomiast równanie ruchu ma postać:
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M0 – moment obciążenia,
J – wypadkowy moment bezwładności sprowa-
dzony na wał silnika.
Uwzględniając (3a), SEM samoindukcji uzwo-
jenia wzbudzenia wynosi:
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Indukcyjność l1(i) ze wzrostem prądu maleje, 
stąd  l1/(i) ma wartość ujemną. Ostatecznie 
indukcyjność statyczna l1(i) zostaje pomniej-
szona o czynnik zależny pośrednio i bezpośred-
nio od prądu tj.  l1/(i)i – tzw. indukcyjność 
ujemna. Na rysunku 3 przedstawiono indukcyj-
ność główną obwodu wzbudzenia w funkcji 
prądu.
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Rys. 3. Indukcyjność główna uzwojenia wzbu-
dzenia silnika PBSOa12x
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W pracy [5] przeprowadzono analizę składnika 
(l1(i)/(i))i w funkcji prądu. Z analizy wynika, 
że np. przy prądzie i =iN – silnika PBSOa12x 
wynosi on około 0,054 indukcyjności statycznej 
l1(i). Czynnik ten, nie popełniając większego 
błędu, można pominąć. Sprowadzając całkowitą 
indukcyjność w stanach dynamicznych do sumy 
indukcyjności rozproszenia l1 oraz indukcyj-
ności statycznej l1(i).
Ostatecznie równania opisujące silnik szerego-
wy w stanie przejściowym są następujące:
- równanie napięć
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Dla celów modelowania (forma narzucona cał-
kowaniem numerycznym) równania (7) i (8) 
doprowadza się do tzw. postaci kanonicznej:
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Silnik opisany układem równań (7) i (8) można 
przedstawić w postaci schematu blokowego. 
Wprowadza się w tym celu oznaczenie d/dt = p
(formalnie po wprowadzeniu operatora p nastę-
puje algebraizacja równań różniczkowych) 
otrzymując:
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gdzie Tz(i) = lz(i)/rz.
Schemat blokowy odpowiadający równaniom
(9b) przedstawiono na rysunku 4. W bloku,
który przedstawia impedancję operatorową 
wirnika ważne jest umieszczenie operatora p. 
Występuje on ze zmienną stałą czasową Tz(i).

Rys. 4. Schemat blokowy silnika szeregowego 
z uwzględnieniem nieliniowości obwodu ma-
gnetycznego

3. Równania przyrostowe silnika szere-
gowego

Równania przyrostowe opisują zachowanie się 
przetwornika przy małych odchyleniach od 
punktu równowagi. Formalnie są to pierwsze 
wyrazy (pochodne pierwszego rzędu) rozwinię-
cia funkcji wielu zmiennych w szereg Taylora. 
Równania te są zawsze równaniami różniczko-
wymi liniowymi i mogą być poddane przek-
ształceniu całkowemu Laplace’a.
Wprowadza się oznaczenia zmiennych stanu do 
równań (7) i (8) w postaci: 1 = l1(i)i oraz
q = pbl12(i)i. W funkcji tych zmiennych rów-
nania (7) i (8) mają postać:
- równanie napięć

  q
r
mz dt

d

dt

di
llirU    112 (10)

- równanie ruchu

dt

d
JMi

r
m

q
  0 (11)

Oznacza się współrzędne punktu równowagi:
U0, i0, 1o = 1(i0), qo = q(i0), r

mo =
r

m(U0, i0).
Oznacza się wielkości przyrostowe: U(t), 
i(t), 1(t), q(t),  r

m(t), M0(t) (zmiana 
momentu obciążenia).
Napięcie rotacji E = r

mq, podobnie jak mo-
ment elektromagnetyczny M = qi, są funkcją 
dwu zmiennych. Obie wielkości jako formy 
przyrostowe będą wynosiły:
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Uwzględniając przyjęte oznaczenia wielkości 
przyrostowych oraz równania (12) i (13), rów-
nania przyrostowe będą następujące:
- równanie napięć
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Jeśli wprowadzić pojęcie indukcyjności sta-
tycznej i dynamicznej, jedną i drugą w rozpat-
rywanym punkcie równowagi można określić 
następująco:
- statyczną
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- dynamiczną
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Równania przyrostowe otrzymują więc osta-
teczną postać:
- równanie napięć
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4. Równania przyrostowe po przekształ-
ceniu całkowym Laplace’a - schemat blo-
kowy silnika
Zdefiniowane wcześniej zmienne w funkcji 
operatora Laplace’a są następujące:
i(s),  r

m(s), M0(s), U(s). 
Prąd i prędkość wyliczone z transformowanych 
równań (16) i (17) wynoszą:
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Schemat blokowy silnika szeregowego będący 
graficznym przedstawieniem równań (18) i (19) 
przedstawiono na rysunku 5.

Rys. 5. Schemat blokowy silnika szeregowego 
dla małych odchyleń od stanu równowagi

W oparciu o schemat z rysunku 5 można 
wyznaczyć interesujące zależności między syg-
nałem wyjściowym, jak prąd czy prędkość,
a sygnałem wejściowym w postaci napięcia czy 
momentu obciążenia (zakłócenie), podobnie jak 
w [1].

5. Przykładowe wyniki badań układu na-
pędowego z silnikiem szeregowym z wy-
korzystaniem dokładnego modelu
Posługując się dokładnym modelem przepro-
wadzono symulację rozruchu silnika w układzie 
zamkniętym. Schemat układu regulacji automa-
tycznej przedstawiono na rysunku 6.
Jest to układ, w którym silnik zasilany jest ze 
sterowanego prostownika – blok B4. Blok B3 
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to regulator prądu typu PI z ograniczeniem. 
Regulator jest wspólny dla sygnału prądowego 
– sygnał Ui i sygnału napięciowego – sygnał 
Uu. Takie rozwiązanie, tj. wspólny regulator 
stosowane jest w automatyce napędu elektrycz-
nego na równi z układami szeregowymi czy 
równoległymi [2, 6]. Wspólny regulator działa 
w trybie „albo albo”, tzn. gdy Ui > Uu to 
UWE = Uzu - Ui, gdy Uu > Ui to UWE = Uzu - Uu. 
Bloki pozostałe to: B6 – czujnik prądu, B5 –
czujnik napięcia. Bloki B1, B2 przedstawiają 
silnik.
Występujące na schemacie z rysunku 6 para-
metry i zmienne reprezentują:
- Uzu – sygnał napięciowy napięcia zasilające-

go silnik;
- Ui – sygnał napięciowy prądu;
- Uu – sygnał napięciowy napięcia wyjściowe-

go prostownika;

- Ti(u) – stała czasowa toru pomiaru prądu (na-
pięcia);

- ki(u) – współczynnik wzmocnienia toru po-
miarowego prądu (napięcia);

- kpr – współczynnik wzmocnienia toru steru-
jąco-wyzwalającego prostownik;

- Tμ – stała czasowa prostownika;
- UWE (UWY) – sygnały wejścia/wyjścia regula-

tora;
- Uzpr (U) – sygnały wejścia/wyjścia prostow-

nika sterowanego.
Transmitancja toru otwartego prądu (bez regula-
tora) to bloki: B4-B1-B6 (odcięte jest napięcie 
rotacji i wyjście B6). Transmitancja ta jest typu:
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k
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Rys. 6. Schemat blokowy układu sterowania silnikiem szeregowym prądu stałego

Dla tego typu transmitancji, stosując uproszczo-
ne kryterium modułu i przyjmując regulator 
typu PI, otrzymano:
- czas zdwojenia
Tn = Teśr = 23 10-3

- współczynnik wzmocnienia
kr = (Tn rz)/(2TΣkikpr) = 0,96
gdzie:
TΣ = Tμ + Ti = 4·10-3 , ki = 10/1,3 in = 10/11,5, 
kpr = 1,1Un/10 = 120/10, rz = 3,5 Ω. 

Działanie poszczególnych bloków schematu 
z rysunku 6 można opisać następującymi rów-
naniami (postać kanoniczna).
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Blok B2 – równanie prędkości
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STEROWANIE

Blok B3 – regulator PI
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Blok B4 – prostownik sterowany

 
T

UUkU
dt

d
zprpr

1
 (24)

CZUJNIKI

Blok B5 – pomiar napięcia zasilającego silnik
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Blok B6 – pomiar prądu
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Wyniki symulacji tj. przebiegi prądu, momentu 
elektromagnetycznego i prędkości przedstawio-
no na rysunkach 7a, 7b, 7c (początkowa faza 
rozruchu), oraz na rysunkach 8a, 8b, 8c (całość 
do stanu ustalonego).
Ograniczenie prądowe, które działa podczas 
rozruchu daje stałą wartość prądu i tym samym 
stały moment. Wynikiem jest liniowy przebieg 
prędkości obrotowej.
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Rys. 7a. Prąd zasilający silnik w początkowej 
fazie rozruchu
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Rys. 7b. Moment elektromagnetyczny w począt-
kowej fazie rozruchu
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Rys. 7c. Prędkość obrotowa w początkowej 
fazie rozruchu
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Rys. 8a. Prąd zasilający do stanu ustalonego
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Rys. 8b. Moment elektromagnetyczny do stanu 
ustalonego
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Rys. 8c. Prędkość obrotowa do stanu ustalonego

6. Podsumowanie

Pominięcie składnika l/i i w zakresie do zało-
żonej krotności prądu znamionowego nie wpro-
wadza znaczących błędów do wartości funkcji
d/dt(l(i)·i). Dzięki temu pochodna d/dt(l(i)·i)
zostaje sprowadzona do czynnika l(i) di/dt.

Otrzymane wnioski zostały wyprowadzone dla 
jednego z typowych silników i można sądzić, że 
są ogólne.
Przy formułowaniu równań przyrostowych opi-
sujących zachowanie się silnika przy małych 
odchyleniach od punktu równowagi istotnym 
jest właściwy wybór zmiennych. Oprócz takich 
wielkości jak prąd, prędkość, celowe jest wpro-
wadzenie strumienia skojarzonego. Małe zmia-
ny strumienia można wtedy przedstawić jako 
iloczyn małych zmian prądu i indukcyjności 
dynamicznej.
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