Zeszyty Problemowe — Maszyny Elektryczne Nr 83/2009 83

Tadeusz J. Sobczyk, Michal Radzik
Politechnika Krakowska, Krakow

ALGORYTM BEZPOSREDNIEGO OKRESLANIA STANOW
USTALONYCH W MASZYNACH SYNCHRONICZNYCH
Z UWZGLEDNIENIEM ROWNANIA RUCHU
METODA BILANSU HARMONICZNYCH

ALGORITHM OF STEADY-STATE DIRECT DETERMINATION
FOR SYNCHRONOUS MACHINES ACCOUNTING FOR MOTION EQUATION
BY HARMONIC BALANCE METHOD

Abstract: The paper presents an iterative algorithm for direct determination of steady-state solutions in AC
machines for performances when the equation of mechanical motion can of be neglected. In such cases elec-
tromagnetic and mechanic phenomena are strongly related what reflects as perturbances of angular velocity of
a rotor. It happened when mechanical or electromagnetic torques have an alternating component. Nonlinear
character of equations describing such performances leads to essential difficulties of finding the steady-state
solutions. The algorithm is presented by a case study of a synchronous motor loaded by a torque with an alter-
nating component. It is assumed that in steady-state a motor run synchronously but in the angular velocity
appears periodic perturbations. In that case the steady-state can be found by the harmonic balance method. The

paper shows how to do it.

1. Wstep

Wyznaczanie stanow ustalonych jest tradycyj-
nie podstawowym 1 najwazniejszym etapem
oceny wilasciwosci maszyn elektrycznych.
Przewaznie przez stany ustalone rozumiane sg
zjawiska zachodzace w uzwojeniach maszyny
po zaniknigciu procesu przejsciowego i ustale-
niu si¢ predkosci obrotowej wirnika, a poszu-
kiwane sg jako$ciowe oraz ilosciowe cechy
pradéw uzwojen maszyny oraz momentu elek-
tromagnetycznego. Wowczas analiza stanow
ustalonych sprowadza si¢ do, mniej lub bardziej
elementarnych, zadan teorii obwodow elek-
trycznych pradu przemiennego lub statego. Za-
lozenie stalej predkosci obrotowej odgrywa
przy takich analizach stanow ustalonych bardzo
istotng role, gdyz umozliwia rozdzielenie zja-
wisk mechanicznych i elektromagnetycznych
w maszynie. Nie zawsze jednak to zalozenie
jest spelnione. W pracy [5] przedstawiono
og6lng dyskusje mozliwosci bezposredniego
obliczania stanow ustalonych w maszynach
pradu przemiennego gdy zachodzi konieczno$é
uwzgledniania réwnania ruchu mechanicznego.
Nastepuje wowczas istotne oddzialywanie zja-
wisk elektromagnetycznych i mechanicznych,
objawiajace si¢ wahaniami predkosci katowej
wirnika. Zjawiska takie majg zawsze miejsce,
gdy moment obcigzenia lub moment elektro-
magnetyczny maszyny zawierajg skladowa

przemienng o niskiej czestotliwosci. Wowcezas
w stanie ustalonym pojawiaja si¢ wahania pr¢d-
kosci obrotowej i rownania obwodow elek-
trycznych maszyny musza by¢ rozwigzywane
lacznie z réwnaniem mechanicznym.
Nieliniowy charakter rownan rézniczkowych
opisujacych taki stan pracy powoduje, ze istnie-
ja zasadnicze trudnosci okreslenia rozwigzania
ustalonego. Trudnos$¢ te pokonuje si¢ catkujac
te réwnania numerycznie. W bardzo wielu
przypadkach wahania predkosci majg charakter
okresowy, co powoduje ze prady sa takze okre-
sowe lub prawie-okresowe. Rozwigzywanie
numeryczne jest co prawda zawsze skuteczne
lecz w fazie badawczej czy poznawczej wyma-
ga wieloparametrowych badan, ktore stajg sig¢
bardzo ucigzliwe i zawsze pozostawiajg pewien
niedosyt informacyjny. W pracy [5] opisano al-
gorytm numeryczny, ktory umozliwia bezpos-
rednie okre$lenie rozwigzan ustalonych w ta-
kich przypadkach. Bazuje on na metodzie bi-
lansowania harmonicznych nieliniowego ukta-
du rownan rozniczkowych, przy podstawowym
zatozeniu, ze istnieje jego rozwigzanie okreso-
we. Wskazano tam na dwa mozliwe przypadki
takich algorytméw. Pierwszy z nich zaklada, ze
znany jest okres tego rozwigzania. W drugim
przypadku zaklada si¢, ze rozwigzanie jest
okresowe, lecz jego okres jest nieznany.
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W niniejszej pracy przedstawiono metodyke
okreslania stanu ustalonego dla przypadku gdy
poszukiwane jest rozwigzanie o znanym okre-
sie. Do analizy wybrano klasyczny problem po-
szukiwania stanu ustalonego silnika synchro-
nicznego obcigzonego momentem mechanicz-
nym o okresowej sktadowej pulsacyjnej. Anali-
z¢ przeprowadzono przy zatozeniu, ze silnik
synchroniczny jest zbudowany symetrycznie,
uzwojenia stojana sg zasilane symetrycznym
uktadem napig¢, a uzwojenie wzbudzenia jest
zasilane ze zrddta napigcia statego. Zatozono,
ze sktadowa przemienna momentu mechanicz-
nego nie powoduje wypadnigcia silnika z syn-
chronizmu, wywotujac jedynie kotysania wirni-
ka wokodt predkosci synchronicznej. W tym
przypadku mozna zalozy¢ okresowos$¢ wahan
predkosci w stanie ustalonym, co pozwala wy-
korzysta¢ algorytm opisany w pracach [2] 1 [5].

2. Opis silnika synchronicznego dostoso-
wany do metody bilansu harmonicznych

W metodzie bilansu harmonicznych korzystnie
jest postugiwa¢ si¢ zespolonymi szeregami
Fouriera. W zwigzku z tym do opisu silnika
synchronicznego wybrano uktad wspotrzednych
okreslonych w ciele liczb zespolonych. Napie-
cia i prady faz stojana silnika transformowano
do wspotrzednych wirujacych (0,+,—) przez
macierz
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W tych wspohrzgdnych réwnania silnika syn-
chronicznego majg postac
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Pomini¢to w nich réwnanie dla sktadowej ze-
rowej o trywialnym zerowym rozwigzaniu. Sy-
metryczny uktad napi¢é¢ zasilajacych jest repre-
zentowany przez napigcia

ut=u"=,/2U.
i

Oznaczenia strumieni skojarzonych oraz para-
metrow w tych réwnaniach nie sg objasniane

gdyz wynikaja jednoznacznie z wybranego
uktadu wspoétrzednych. Poszukiwanymi rozwia-
zaniami ukfadu (la, 1b) sg prady i"(¢), i (¢),
i'v(t), i'h(t), i'og(t) oraz kat obrotu ¢(7).

Wiadomo, ze w stanie pracy ustalonej przy si-
nusoidalnych symetrycznych napigciach faz
stojana, stalym napi¢ciu na uzwojeniu wzbu-
dzenia oraz statym momencie obcigzenia silnik
synchroniczny bedzie pracowal ze stalg syn-
chroniczng prgdkoscig obrotowa, ktora wynosi

Q,/p,prady i, i", i'; przyjma warto$ci state
w czasie, a prady i', oraz i', bgda mialy war-

to$¢ zero, gdyz napiecia u*, u~, u'; sa stale.
Natomiast kat obrotu ¢(¢#) begdzie narastat li-
niowo zgodnie z zalezno$cig
P=(Q/p)-t+g,.

Jezeli moment mechaniczny silnika nie bedzie
staty w czasie i bedzie miat okresowg sktadowa
przemienng nie powodujaca wypadnigcia z syn-
chronizmu, to w stanie ustalonym predkosé sil-
nika zacznie waha¢ si¢ okresowo zgodnie
z czestotliwoscig skladowej przemiennej mo-
mentu mechanicznego

(1) =(Q,/ p)+Aw(t),
natomiast kat obrotu bedzie narastal zgodne
z zaleznoscig

p(t) =/ p)-t+Ap(t).
Poniewaz zaburzenia prgdkosci obrotowej
Aw(t) oraz kata obrotu Ag(¢) powigzane sg

relacja

dAp(t)
dt

to zaburzenie narastania kata obrotu bedzie tak-
ze okresowo zmienne. Jest to bardzo wazny fakt
umozliwiajacy zastosowanie metody bilansu
harmonicznych do poszukiwania rozwigzania
ustalonego réwnan (la, 1b). Nalezy jednak za-
stapi¢ w tych rownaniach kat obrotu ¢(z) (kto-

ry nie jest funkcja okresowa) przez okresowa
funkcje zaburzenia kata obrotu Ag(f). W efek-

cie rownanie (1b) przyjmie teraz posta¢

2
20, p82_7 41 -D @)
dt dt p

Ao(r) (2)

J

Roéwnania (1a) wraz ze zmodyfikowanym réw-
naniem (3) sg podstawa do poszukiwania roz-
wigzania w stanie ustalonym gdyz wszystkie
poszukiwane funkcje moge by¢ przewidziane
w postaci szeregdw Fouriera.
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3. Réwnania bilansu harmonicznych
z uwzglednieniem réwnania ruchu

W celu utworzenia réwnan bilansu harmonicz-
nych dla réownan (la) oraz (3) zapisano je
W postaci wektorowe;j

d2
d?
gdzie F,(x), F(x) oraz F (x,f) sa szeScio-

F2<x)+%F1<x)+Fo(x,t) —0 @)

wymiarowymi wektorami funkcji zaleznych od
poszukiwanych rozwigzan tworzacych wektor

X=[i+ U S N Agor.

Szczegotowe postaci funkcji w tych wektorach
wynikaja z réwnan (la) oraz (3), przy czym
niektére z nich (zawierajace strumienie sprze-
zone oraz moment elektromagnetyczny) sa nie-
liniowe.
W tej pracy zatozono, ze moment obcigzenia
silnika zawiera oprocz sktadowej statej 7 skta-
dowg przemienng o amplitudzie 7, oraz znanej
czestotliwoscei £,

T, ()=Ty +T, -sin(Q,,t +a) 5)
gdzie Q,, =2x-f,,. Ze wzgledu na okresowy

charakter wymuszen zawartych w wektorze F,

rozwigzanie ustalone ukladu (4) bedzie takze
okresowe, co mozna potwierdzi¢ teoretycznie.
Zatem wektor jego rozwigzan mozna przewi-
dzie¢ w postaci szeregu Fouriera

x= ¥X, ek (6)
fe=—c0
Metoda bilansu harmonicznych polega na pod-
stawieniu rozwigzan w postaci szeregow
Fouriera (6) do rownania (4) i zbilansowaniu
harmonicznych, wykorzystujac wlasno$¢ jedno-
znacznosci rozkladu Fouriera. Poniewaz
w rownaniu (4) wystepuja nieliniowe funkcje
rozwigzan, takie bilansowanie jest bardzo trud-
ne, gdyz prowadzi do zwigzkdéw nieliniowych.
Jezeli zapisa¢ kazdy z wektorow FE,(x), F,(x)
oraz F,(x,?) w postaci szeregu Fouriera (ana-
logicznie jak dla wektora X))

F, = YF'-e*> dlane{0,1,2} (7
fk=—c0

to algebraiczne zalezno$ci migdzy wspodtczyn-

nikami tych szeregdw mozna zapisa¢ w postaci

nieskonczonego uktadu réwnan

Q’ K, 1Q || F,
—diagl 0 | F,, |+diag| 0 | F, |+
Q| F, —iQ |
Fy, 0
+| Fyo | =0 ®)
Fy 0

gdzie Q=Q  -E (E -macierz jednostkowa).
Poniewaz niektore wektorowe wspotczynniki
Fouriera F; sa obliczane dla nieliniowych
funkcji beda one nieliniowo zaleze¢ od poszu-
kiwanych wspotczynnikow szeregu (6), co
mozna symbolicznie zapisaé w  postaci
F/(...X ,,Xy.X,...). W celu skrocenia zapisu
réwnania (8) mozna wykorzysta¢ notacje tzw.
wektorowych reprezentacji szeregow Fouriera

[4] wektorow F, (x), F,(x), F,(x,?) oraz po-
szukiwanego szeregu Fouriera wektora rozwig-
zan X
- -F,(X)+j-Q-F(X)+F,(X)=0

(8a)
4. Algorytmy iteracyjnego wyznaczania
rozwigzan ustalonych

Rownanie (8a) stanowi w istocie uktad nie-
skonczenie wielu nieliniowych réwnan algebra-
icznych. Mozna go rozwigza¢ iteracyjnie stosu-
jac algorytm Newtona-Raphsona

X=X —J(X)™"-F(X") )
gdzie
FOX)=—(@)* -F,(X) + j-Q-F,(X) + F,(X)
Macierz Jacobiego w (9) jest okre§lona na-
stepujaco
oF

JX)=— 10

(X) X (10)

W pracy [3] pokazano, ze w celu jej okreslenia
nalezy obliczy¢ macierze

OoF
F,, ="
dn T ox

oraz wspotczynniki ich szeregéw Fouriera

(dla n € {2,1,01) (11)
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o0
dn  jkQ,
ZFk K4 5

k=—0
a nastepnie utworzy¢ macierzowe reprezentacje
tych szeregéow o postaciach

Fy

NG

Fg.,n Fld,n de,l’l

F,,=|- FY F" F (12)
d,n d,n d,n
FS FY R

Macierz Jacobiego ostatecznie przyjmuje postaé
J(X) = ()" -F, (X)+-Q-F, ;(X) +F, ,(X)
(13)

Procedura iteracyjnego obliczania widma

Fouriera wektora rozwigzan w przypadku nieli-

niowego charakteru réwnan zostata przedsta-

wiona w [3]. W kazdej iteracji wymaga ona:

= obliczania przebiegow czasowych poszuki-
wanych funkcji na podstawie wspdlczynni-
kow ich szeregow Fouriera wyliczonych
w poprzedniej iteracji,

= obliczania przebiegdw czasowych nielinio-
wych funkcji wystepujacych w macierzach
F, oraz K, ,,

* obliczenia wspolczynnikéw szeregow
Fouriera tych funkcji 1 utworzenie na ich
podstawie wektora F(X') oraz macierzy
Jacobiego J(X'),

= obliczenia nowych warto$ci wspolczyn-

nikéw Fouriera wektora rozwigzan z za-
leznosci (9).

5. Wyniki testow numerycznych

W oparciu o zaleznos$ci przedstawione powyzej
przygotowano przy uzyciu pakietu MatLab
program realizujagcy algorytm  Newtona-
Raphsona opisany relacjg (9). Do obliczen nu-
merycznych wykorzystano parametry silnika
synchronicznego o danych znamionowych:
Py=1250 kW, Uy=6000V, cosp = 0,9,
ny =750 obr/min. Obliczenia testowe przepro-
wadzono przy zatozeniu, ze skladowa stata
momentu obcigzenia (5) jest rtowna momentowi
znamionowemu, a amplituda sktadowej prze-
miennej stanowi 10% tej warto$ci 1 ma czgstot-
liwos¢ 4,7 Hz, przy ktorej wahania predkosci sga
najwicksze. Zalozono, ze bezwladnos¢ w row-
naniu (3) jest rowna bezwladnosci wirnika.
Wartosci startowe dla algorytmu Newtona-

Raphsona (9) wyznaczono z réwnan stanu usta-
lonego dla znamionowych warto$ci napi¢¢ oraz
momentu obcigzenia o statej warto$ci. Celem
obliczen testowych bylo wykazanie zbieznosci
algorytmu. Wyniki tych obliczen przedstawiono
na kolejnych rysunkach.

W stanie ustalonym predkos¢ katowa zostata
przewidziana w postaci szeregu Fouriera

N
olt)=Qp+Y.Q, costk-Q .t +a;)
k=1

(14)

Na rysunku 1 zestawiono wartosci amplitud
czterech pierwszych harmonicznych predkosci
obrotowej silnika otrzymywane w kolejnych
iteracjach (poziom odniesienia Q,-107'7).

360 - [dE] Q.

320 A
Ql
280

240 +

200 +

160 +

120

a0

40 -

0 1 2 3 4 5 5] 7 8
teracje

Rys. 1. Zmiennos¢ amplitud harmonicznych
predkosci kqtowej w kolejnych iteracjach

Analogicznie, prad wzbudzenia w stanie ustalo-
nym jako okresowo zmienny zostat przewidzia-
ny w postaci szeregu Fouriera

(15)

N
k=1
Na rysunku 2 przedstawiono zmiany wartosci
amplitud czterech pierwszych harmonicznych
pradu wzbudzenia w kolejnych iteracjach (po-

ziom odniesienia I, -107'%).

Algorytm iteracyjny oblicza prady i* oraz i~
(ktore sa wzajemnie sprz¢zone) przewidywane
w postaci szeregdw Fouriera

o0 . 0 .
(= YIf - )= SO et
k=-o0 k=-0
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Rys. 2. Zmiennos¢ amplitud harmonicznych
prqgdu wzbudzenia w kolejnych iteracjach
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Rys. 3a. Zmiennos¢ amplitud skiadowych prgdu
stojana w kolejnych iteracjach
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Rys. 3b. Zmiennos¢ amplitud skitadowych prgdu
stojana w kolejnych iteracjach

Po przeliczeniu, prad fazy ‘a’ ma postac
N
()= Y I -cos((Qg+k-Q ) t+a;)
k=—N

a dodatkowe skltadowe maja czestotliwosci
Q, =Q, +k-Q,, . Na rysunku 3a i 3b przedsta-
wiono zmiany wartosci czterech pierwszych
sktadowych pradu stojana w kolejnych itera-
cjach. Wartosci podano w dB (poziom odnie-
sienia Iy -107"%).

Wyniki testow $wiadcza o bardzo dobrej zbiez-
nosci algorytmu. Warto$ci amplitud najwaz-
niejszych harmonicznych ustalajg si¢ juz po
pierwszej iteracji, natomiast wartosci harmo-
nicznych wyzszych, nawet tych réznigcych si¢
o wiele rzgdow, ustalajg si¢ po trzech itera-
cjach.

Na kolejnych rysunkach przedstawiono obli-
czone widma predkosci katowej, pradu wzbu-
dzenia oraz pradow stojana.

Widmo pr. katowe]
200 q[dB]
180 458
160 -
140 - g‘gl
120 -
100 -

80 A 2,
B0 -
40
23 . IQ“

f, =k-f

m

Rys. 4. Widmo predkosci kqtowej

W widmie predkosci katowej wystepuja har-
moniczne o cze¢stotliwosciach bedacych wielo-
krotnosciami czestotliwosci sktadowej prze-
miennej momentu obcigzenia. Pojawienie si¢
harmonicznych wyzszych, o numerach 2, 3,...
jest wynikiem nieliniowego charakteru roéwnan
opisujacych stan maszyny. Amplitudy tych
wyzszych harmonicznych zmniejszajg si¢ bar-
dzo szybko i widmo predkosci katowej mozna
ograniczy¢ do skladowej statej i pierwszej har-
monicznej, tak jakby uktad réwnan byt liniowy.
Druga harmoniczna jest juz o cztery rzedy
mniejsza niz sktadowa zerowa.



88 Zeszyty Problemowe — Maszyny Elektryczne Nr 83/2009

Widmo praduwzhudzenia
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Rys. 5. Widmo prqdu wzbudzenia

Widmo pradu wzbudzenia ma takie same cechy
jak widmo predkosci katowej lecz amplitudy
wyzszych harmonicznych w relacji do sktado-
wej statej sa zdecydowanie wyzsze niz dla
predkosci katowej. Jednak druga harmoniczna
jesti tak o trzy rzedy mniejsza niz sktadowa ze-
rowa.

Widmo pradu stojana
180 1[dA]

i1

I_lﬂan 01,
1407
120

Iﬂ
100 A
B0 L
B0 A
40 - I,
20 4

fwl
L=

Rys. 6. Widmo prgdu stojana

Widmo pradéw stojana najszybciej reaguje na
sktadowa przemienng w momencie mechanicz-
nym. Pojawiaja si¢ w nim skladowe o czestot-
liwosciach f, =f, +k-f, . Pierwsza z nich jest
tylko o jeden rzad mniejsza niz podstawowa
sktadowa o czestotliwosci sieciowe;j.

6. Whnioski

W pracy przedstawiono algorytm bezposred-
niego obliczania widm Fouriera w maszynach
synchronicznych w przypadku wystgpowania
sktadowej przemiennej w momencie mecha-
nicznym. Jest to algorytm Newtona-Raphsona
charakteryzujacy si¢ bardzo dobra zbieznoscia,
co wykazaty testy numeryczne. Algorytm jest
efektywnym narzedziem dla jakoSciowego
1 illosciowego okreslania widm Fouriera maszyn
synchronicznych w przypadkach, gdy nalezy
uwzglednia¢ rdwnanie mechaniczne, ktoére na-
daje rownaniom maszyny nieliniowy charakter.
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