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MODELOWANIE MASZYN SYNCHRONICZNYCH
Z. MAGNESAMI TRWALYMI Z EKSCENTRYCZNOSCIA WIRNIKA

MODELING PERMANENT MAGNET SYNCHRONOUS MACHINES
WITH ROTOR ECCENTRICITY

Abstract: In the paper the modeling of synchronous machines with permanent magnets (PM) located on the
surface of the rotor is presented. These analyzes are based on the co-energy function and distribution of mag-
netic field density in the machine air-gap for cases of rotor eccentricity. This approach allows the calculation
of influences and effects of rotor eccentricity and other word effects usually neglected in commonly used ana-
lytical models. The paper contains a computation for machine with rotor eccentricity and shows the compari-
son results of calculation for analytical model and FEM. This computation confirms a good agreement of the
FEM analysis with the simplified calculation. The presented model reduce the necessity of using the FEM
analysis and described the PM machine by a very precise way. This approach is presented by an example of 3-
phase PM synchronous machine. Presented methodical aspects of modeling PM machines can be useful for

diagnostic purposes.

1. Wstep

Problem modelowania maszyn synchronicz-
nych z magnesami trwatymi jest z jednej strony
zagadnieniem dos$¢ prostym, lecz gdy si¢ pra-
gnie uwzgledni¢ szczegdty konstrukcyjne oraz
pojawianie si¢ pewnych niesymetrii obwodu
magnetycznego okazuje si¢, ze zagadnienie to
nie nalezy do najtatwiejszych i czgsto wymaga
stosowania modeli polowych [4]. W pracy pod-
jeto probe przedstawienia metodyki budowy
tzw. obwodowych modeli dla tej klasy maszyn,
ze szczegblnym zwrdceniem uwagi na ich uzy-
teczno$¢ w celach diagnostycznych. Jako obiekt
wybrano 3-fazowa maszyn¢ z powierzchnio-
wymi magnesami trwatymi na wirniku. W od-
roznieniu od klasycznych modeli, podj¢to zada-
nie uwzglednienia oprocz ztobkowania réwniez
mozliwo$¢ analizy wpltywu ekscentrycznosci
wirnika. W tym celu uzyto formalizmu Lagran-
ge’a bazujacego na charakterystykach uzwojen
oraz funkcji koenergii elementow calego sys-
temu elektromechanicznego jakim jest omawia-
na maszyna.

2. Analiza rozkladu pola magnetycznego
pochodzacego od magnesow trwalych

Analizie poddano przyktadowg maszyn¢ z ma-
gnesami trwalymi, ktorej przekrdj przedstawio-
no na rysunku 1.

Dla tego modelu maszyny rozwazania prowa-
dzono przy nastepujacych zatozeniach:

Rys. 1. Przekroj przyktadowej maszyny z mag-
nesami trwatymi

- nie uwzglednia si¢ spadkdow napi¢¢ magne-
tycznych w zelazie,

- magnesy sg mocowane powierzchniowo do
wirnika,

- charakterystyka odmagnesowania magnesow
jest liniowa (B, = B, + uyu,H,, )-

Zhu and Howe [2] wyprowadzili analityczny

dwuwymiarowy model 2-D rozktadu pola mag-

netycznego B (x—¢) (uwzgledniajacy skia-

dowe radialne, jak i tangencjalne rozktadu) dla

gladkiej, cylindrycznej, symetrycznej maszyny

z magnesami trwatymi.

Na podstawie wczesniejszych prac [2], [3], [5]

udowodniono takze, ze bardzo prosty analitycz-

ny model 2-D, moze by¢ uzyty do wyznaczania

rozktadu pola w punkcie o wspoétrzednych (x,7)

w szczelinie powietrznej dla maszyn z magne-
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sami trwatymi o dowolnych, realnych ksztat-
tach szczeliny powietrzne;j

Alx, 0,1
By () = LD B30 o) -
X+27 (1)
[ AGe,0,r) Bpiy (x —@,r) dv
X
- X+27 }
[ A0, r)dx

gdzie: Bpy (x,¢,7) - sktadowa radialna indukcji

wywotana przez magnes trwaty, A — odwrot-
no$¢ sumy wysokosci magnesu i skorygowanej
wysokosci szczeliny powietrznej nad magne-

sem w warunkach symetrii szczeliny [5]:
1

(rs _rm):ur =1

B3 (x—¢,r) - skladowa radialna rozkfadu in-

dukcji w szczelinie powietrznej dla modelu sy-
metrycznej maszyny z gladka, cylindryczna
szczeling powietrzng (na podstawie [2], [5]).
Dla modelu maszyny z gladkg cylindryczng
szczeling, skladowa radialna rozktadu induk-
cji

Bpy (x,0,7) = Bpyy (x—.7)
wytwarzana przez magnesy trwale, dla punk-
tow lezacych na powierzchni odpowiadajacej
wspotrzednej promieniowe] 7 dla stanu bezpra-
dowego (przy zatozeniu liczby par biegundéw
p > 1) zgodnie z [2] ma postac
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V)=
: B(,{) M (r) dla r, <r<r, —obszar magnesu
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Funkcja permeancji jednostkowej jest zgodnie
z definicjg, funkcja odwrotnosci dtugosci linii
sil pola magnetycznego, co mozna zapisa¢ nas-
tepujaco:
0(x,0)=1g(x,0) + 1, (x—9)

gdzie 1,(x,p) jest funkcja zastepczych diugosci
linii sit pola magnetycznego dla powietrza, na-
tomiast /,(x-¢) jest funkcjg zast¢gpczych diu-
gosci linii sit pola magnetycznego w magnesie.
Zlobki po stronie stojana dodatkowo modyfiku-
ja dhugosci linii sit pola magnetycznego.
W zwigzku z tym, nalezy w odpowiednich

miejscach na obwodzie szczeliny powietrznej,
doda¢ warto$ci korygujace Ad,
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Rys. 2. Model do wyznaczania funkcji permean-
¢ji jednostkowej

Wielko$ci wspomnianych korekt mozna okres-
li¢ uzywajac zalezno$ci analitycznych z metody
odwzorowan konforemnych do modelowania
pola magnetycznego nad ztobkiem, podobnie
jak przy wyprowadzeniu wspotczynnika Carte-
ra. Nalezy doda¢, ze wielkosci tych korekt zale-
73 od miejsc na powierzchniach odpowiadajg-
cym wspotrzednej promieniowej r, dla ktorych
rozpatruje si¢ rozktad pola magnetycznego [3].
Zastepcza dhugos¢ linii sit pola magnetycznego
0. moze by¢ zatem wyznaczona lokalnie dla
dowolnego potozenia wirnika ¢

O (x,0,7) = 6 (x,0) + Adg (x,0,7) 3)

A5S (x7 }") = Aﬁmax (x’ ? r) Sin(i xslot) dla zlobkow
0 dla zebow

(4)

gdzie: b, - szeroko$¢ otwarcia zlobka, xg,, - lo-
kalna zmienna nad Zlobkiem, x,, (0, b,),
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by
e (o)

1+v(rf)-1)

v(r)- wspotczynnik wyliczany dla konkretnej
wartosci wspotrzednej radialnej » zgodnie z [3]
poprzez rozwigzanie nastgpujgcego rownania
nieliniowego:

P 2
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Zaproponowane podejscie do modelowania
funkcji permeancji umozliwia réwniez uwz-
glednienie ekscentryczno$ci wirnika.

Rys. 3. Uproszczony przekroj maszyny z ekscen-
trycznosciq wirnika

o(x,@)=r,—2r.—d, +

+\/[(rr +d,)cosx—d, cosye]2 +[(r. +d,)sinx—d, sinye]2

(7
Zamodelowanie ekscentrycznosci jest mozliwe
podobnie jak dla maszyn indukcyjnych [6], [7]
wg zaleznos$ci (7), poniewaz wzglgdna przeni-
kalno$¢ magnetyczna magnesow jest poréwny-
walna z powietrzem ( x, =1.03 ---1.08), co jest

wlasciwym zatozeniem dla magneséw z ziem
rzadkich

1

_ A Jmx jn®
5C(xa(p’r) Z Z m,n(r)e ¢

meMneN
(®)

Funkcja permeancji jednostkowej (8) zawiera
harmoniczne, ktorych rzad nalezy do zbioréw
M, N. Zbiory te mogg w ogolnym przypadku
zawiera¢ wszystkie liczby catkowite, co jest za-
lezne od stopnia uksztattowania i niesymetrii
szczeliny powietrznej [5], [6], [7].

Ax,p,1) =

3. Model maszyny z magnesami trwalymi

Formalizm Lagrange’a jest jednym z wygod-
niejszych narzedzi do opisu przetwornikow
elektromechanicznych. Dla maszyn z magne-
sami trwalymi wyznaczenie precyzyjnie funkcji
koenergii nie jest zagadnieniem tatwym ze
wzgledu na obecno$¢ magnesow trwatych oraz
wystepowanie zlobkoéw przez co geometria ob-
wodu magnetycznego robi si¢ stosunkowo
skomplikowana.

Poniewaz Zelazne rdzenie stojana i wirnika ma-
ja bardzo duze przewodnosci magnetyczne, dla-
tego mozna zatozy¢, ze konserwacja energii po-
la magnetycznego zachodzi gtownie w objetos-
ci szczeliny 1 magnesow trwatych, a zalezno$é
opisujgca koenergi¢ magnetyczng zawiera skla-
dowe zalezne i niezalezne od pradéow uzwojen
i moze by¢ przedstawiona dla 3-fazowej ma-
szyny w nastepujacej postaci

Eoo(@,01,i2,13) = E(9,1),12,13) + E7 () ©)

Sktadowa koenergii magnetycznej zalezna od
przeptywu uzwojen wyglada nastepujaco

L 13 3 o 3 )
Eéo((/’?llalbl}):EZ zLab(QD)la Ip + ZV’PMa((p)la
a=1 b=1 a=1
(10)

gdzie ypy, jest strumieniem skojarzonym uzwo-
jenia “a”, wytwarzanym przez magnesy trwate,
L, (p) reprezentuje indukcyjno$ci uzwojen, na-
tomiast druga sktadowa koenergii (niezalezna
od pradéw uzwojen) ma dwie sktadowe zalez-
nie od obszaru gromadzenia energii (szczelina
powietrzna, magnes) w postaci (/. — dilugos¢
osiowa maszyny)

l 21 Ty 5
E» (p)=—<— B .0, dr)dx =
20(@) 20 g(rf pvy (X, 9,7)" 7 dr) dx (11
=E2 5(@)+ EZyp (@)

gdzie po rozdzieleniu stref gromadzenia sig¢
energii, funkcje koenergii niezalezne od pradéw
przyjmuja forme
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Rownania Lagrange’a maszyny z magnesami
trwalymi mozna zatem zapisa¢ w standartowe;j
postaci macierzowej

d d
— L@+ — ¥ pay (0] =[] - [R][7] (14)
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Zalezno$ci opisujace indukcyjnosci uzwojen
»a’1,b” przy zalozeniu wystgpowania jedy-
nie skladowej radialnej pola magnetycznego,
zaprezentowano w pracy [1] zaktadajac, ze
spektra Fouriera zawierajag harmoniczne prze-
ptywu nalezace do zbioru
P =R ={"Vmax - =5p=3P,=P, P3P:SP- Vimax} »
dla uzwojenia o catkowitej liczbie ztobkéw na
biegun i faze lub
P=P ={~Viax-.-=5p,~4p,=3p,"2p.~p,
P2p3pADSD- Vimax}

gdy liczba Zlobkéw na biegun i fazg jest utam-
kowa, a uzwojenia sg scharakteryzowane przez

j Ot iki jen kM liczb
swoje wspotczynniki uzwojen k),' oraz liczby
ZWOjOW Wy

L @=L S S O e 1Y A

veP meM meN
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nyeN nyeN

-0, 1 (16)
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vl

$ci zbioré6w P,M,N i sg zdefiniowane nastgpu-
jaco

gdzie w, =

,a Q 10, zalezg od zawarto-

levVv,YmyePArmeM A(-v—m)eP
| = , 17)
0 w przeciwnym przypadku
o0 =lAaveMA(-v-m)eM
0, = . (18)
0 w przeciwnym przypadku

Generalnie ujmujac indukcyjno$¢ wzajemna L,
ma postac potrojnego szeregu Fouriera

Lap(p)=> > > Lv’m’nejv(xa_xb)ejmxa o/ (19)

vV m n
gdzie: x, =@-n2Z | x,=0-D2E, ab=123
3p 3p

Indukcyjno$¢ wtasng uzwojen ,,a” i ,,b” obli-
cza si¢ podstawiajac x, = x,.

Sktadowa strumienia skojarzonego uzwojenia
“a” wytwarzang przez magnesy trwate wpy,
mozna wyrazi¢ zgodnie z [5] w nastepujacy
sposob:

2rl .
Vora @)= D DBL0) WD Py ) €

ceQ meM meN

DD A ) A )

meN meN
D Mgy ) €

nyeN

-D, 1o/t oIy (20)

gdzie parametry D; i D, w (20) zaleza od za-
wartosci zbiorow P, O, M, N i sa okre$lone
nastgpujaco, przy czym zgodnie z [5] zbior
0=A

o Ve, VmceQrmeM A(—¢—m)e P

Dy = . €2y
0 w przeciwnym przypadku
D) =1 M A(—¢ - M

D, = | /\g.e AN(=¢—m)e 22)
0  w przeciwnym przypadku

Ogolnie yyjmujac, strumien skojarzony uzwoje-
nia “a” wytwarzany przez magnesy trwa-
e wpye, moze byé przedstawiony réwniez

W postaci potrojnego szeregu Fouriera
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vera @)=Y, X 3 whi e/ (em)ta o/ +me
¢ m n

(23)

Zalezno$¢ opisujgca moment elektromecha-
niczny (15) zawiera skladowa reluktancyjna
momentu 7,, gtowny moment elektromagne-
tyczny T, generowany przez interakcje pomig-
dzy strumieniem magneséw a strumieniem
uzwojen oraz moment w stanie bezpragdowym
nazywany momentem zaczepowym 7T, Wy-
twarzany przez tangencjalne sily na Sciankach
zlobkow lub brzegach biegunow.

4. Porownanie obliczen analitycznych
z rezultatami obliczen polowych

Jako ilustracje¢ uzytecznosci i1 poprawnosci
przedstawionych modeli wykonano testowe ob-
liczenia rozkladu pola w szczelinie powietrznej
maszyny z magnesami trwatymi przy uzyciu
przedstawionych zalezno$ci analitycznych oraz
metody elementéow skonczonych. W oblicze-
niach skorzystano z danych konstrukcyjnych
maszyny SGPM o parametrach znamionowych:
Py=25kW, Uy=230V, Iy=7.67TA, p=3.
Maszyna ta posiadata nastgpujagce wymiary
geometryczne oraz parametry magnesow: r, =
52mm, r,=63mm, r,=66mm, J =22°
(0.38 rad), B,=1.06 T, H. = 720 kA/m. Analizy
metoda elementéw skonczonych (pakiet do ob-
liczen polowych — MagNet) oraz obliczenia
analityczne prowadzone byly w stanie bezpra-
dowym dla przypadku symetrii oraz ekscen-
trycznosci statycznej i dynamicznej. Poziom
ekscentrycznosci wynosit 66% co oznaczato
w stosunku do symetrii, gdzie szczelina po-
wietrzna nad magnesami miata wymiar 3 mm,
ze minimalna szczelina powietrzna wynosita
I mm.

W pierwsze] kolejnosci wyznaczono rozktady
funkcji permeancji jednostkowej dla przypadku
symetrii oraz ekscentrycznos$ci statycznej i dy-
namicznej przy zatozeniu, ze interesuja nas
miejsca rozktadu indukcji magnetycznej na po-
wierzchni stojana.

Jak wida¢ z rysunkéw 4, 5 1 6, wspotczynniki
rozktadu funkcji jednostkowej permeancji ukta-
daja si¢ w charakterystyczny sposob dla ekscen-
trycznos$ci zaro6wno statycznej jak i dynamicz-
nej w stosunku do przypadku symetrii [6], [7].
Rozktady indukcji na powierzchni stojana
przedstawiajg rysunki 7 i 8, na ktoérych linia
ciggta dotyczy rozktadu uzyskanego na drodze
obliczen polowych FEM, linia przerywana -

rozktadu uzyskanego na drodze obliczen anali-
tycznych.

Permeancja - full symmetry

\\\
—

Rys. 4. Amplitudy harmonicznych rozktadu
funkcji permeancji jednostkowej - symetria

Permeance - static eccentricity 0.6

—_—
—_—
—

Rys. 5. Amplitudy harmonicznych rozkiadu
funkcji permeancji jednostkowej — ekscestrycz-
nosé statyczna

Permeance - dynamic eccentricity 0.6

—_—
—_—
—

Rys. 6. Amplitudy harmonicznych rozkiadu
funkcji permeancji jednostkowej — ekscentycz-
nos¢ dynamiczna
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Rys. 7. Rozklad pola od magnesow na po-
wierzchni stojana maszyny symetrycznej
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Rys. 8. Rozktad pola od magnesow na po-
wierzchni stojana w maszynie z ekscentryczno-
Scig (przypadki dualne: ekscentrycznosé¢ sta-
tyczna gdy x=0, ekscentrycznos¢ dynamiczna
gdy ¢=0)

5. Podsumowanie

Praca prezentuje metodyke modelowania ma-
szyn synchronicznych z magnesami trwatymi
dla przypadkéw ekscentryczno$ci wirnika. Zap-
rezentowane rezultaty rozktadu pola potwier-
dzaja dobra zgodno$¢ obliczen analitycznych
z wynikami uzyskanymi metoda elementow
skonczonych (FEM). Prezentowana metodyka
modelowania pozwala na czg¢sciowe ogranicze-
nie koniecznos$ci stosowania modeli polowych.
Uzyskane rezultaty rozktadéw indukcji pozwa-
lajg na precyzyjne zamodelowanie réwnan na-
pigciowych oraz sktadowej gtownej 7, 1 reluk-
tancyjnej 7, momentu elektromechanicznego.
Pozostala skladowa momentu reprezentujaca
momenty zaczepowe TI.,, oczywiscie daje si¢
wylicza¢ z prezentowanego modelu, lecz dla
analizowanej maszyny byla bardzo mata a jej

poziom miescit si¢ w granicach btedu wynikow
uzyskiwanych metodami polowymi w pakiecie
MagNet (podobnie jak w pracy [8]).
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