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MODELOWANIE MASZYN SYNCHRONICZNYCH
Z MAGNESAMI TRWAŁYMI Z EKSCENTRYCZNOSCIĄ WIRNIKA

MODELING PERMANENT MAGNET SYNCHRONOUS MACHINES
WITH ROTOR ECCENTRICITY

Abstract: In the paper the modeling of synchronous machines with permanent magnets (PM) located on the 
surface of the rotor is presented. These analyzes are based on the co-energy function and distribution of mag-
netic field density in the machine air-gap for cases of rotor eccentricity. This approach allows the calculation 
of influences and effects of rotor eccentricity and other word effects usually neglected in commonly used ana-
lytical models. The paper contains a computation for machine with rotor eccentricity and shows the compari-
son results of calculation for analytical model and FEM. This computation confirms a good agreement of the 
FEM analysis with the simplified calculation. The presented model reduce the necessity of using the FEM
analysis and described the PM machine by a very precise way. This approach is presented by an example of 3-
phase PM synchronous machine. Presented methodical aspects of modeling PM machines can be useful for 
diagnostic purposes.

1. Wstęp
Problem modelowania maszyn synchronicz-
nych z magnesami trwałymi jest z jednej strony 
zagadnieniem dość prostym, lecz gdy się pra-
gnie uwzględnić szczegóły konstrukcyjne oraz 
pojawianie się pewnych niesymetrii obwodu 
magnetycznego okazuje się, że zagadnienie to 
nie należy do najłatwiejszych i często wymaga 
stosowania modeli polowych [4]. W pracy pod-
jęto próbę przedstawienia metodyki budowy 
tzw. obwodowych modeli dla tej klasy maszyn, 
ze szczególnym zwróceniem uwagi na ich uży-
teczność w celach diagnostycznych. Jako obiekt 
wybrano 3-fazową maszynę z powierzchnio-
wymi magnesami trwałymi na wirniku. W od-
różnieniu od klasycznych modeli, podjęto zada-
nie uwzględnienia oprócz żłobkowania również 
możliwość analizy wpływu ekscentryczności 
wirnika. W tym celu użyto formalizmu Lagran-
ge’a bazującego na charakterystykach uzwojeń 
oraz funkcji koenergii elementów całego sys-
temu elektromechanicznego jakim jest omawia-
na maszyna.

2. Analiza rozkładu pola magnetycznego
pochodzącego od magnesów trwałych
Analizie poddano przykładową maszynę z ma-
gnesami trwałymi, której przekrój przedstawio-
no na rysunku 1. 
Dla tego modelu maszyny rozważania prowa-
dzono przy następujących założeniach:

Rys. 1. Przekrój przykładowej maszyny z mag-
nesami trwałymi

- nie uwzględnia się spadków napięć magne-
tycznych w żelazie, 

- magnesy są mocowane powierzchniowo do 
wirnika,

- charakterystyka odmagnesowania magnesów 
jest liniowa ( mrrm HBB 0 ).

Zhu and Howe [2] wyprowadzili analityczny 
dwuwymiarowy model 2-D rozkładu pola mag-
netycznego )(2 xB D

PM (uwzględniający skła-
dowe radialne, jak i tangencjalne rozkładu) dla 
gładkiej, cylindrycznej, symetrycznej maszyny 
z magnesami trwałymi. 
Na podstawie wcześniejszych prac [2], [3], [5]
udowodniono także, że bardzo prosty analitycz-
ny model 2-D, może być użyty do wyznaczania 
rozkładu pola w punkcie o współrzędnych (x,r)
w szczelinie powietrznej dla maszyn z magne-
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sami trwałymi o dowolnych, realnych kształ-
tach szczeliny powietrznej
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gdzie: ),,( rxBPM  - składowa radialna indukcji 
wywołana przez magnes trwały, Λ – odwrot-
ność sumy wysokości magnesu i skorygowanej 
wysokości szczeliny powietrznej nad magne-
sem w warunkach symetrii szczeliny [5]:

rmrms rrrr 


)(

1

),(2 rxB D
PM  - składowa radialna rozkładu in-

dukcji w szczelinie powietrznej dla modelu sy-
metrycznej maszyny z gładką, cylindryczną
szczeliną powietrzną (na podstawie [2], [5]).
Dla modelu maszyny z gładką cylindryczną 
szczeliną, składowa radialna rozkładu induk-
cji 

),(),,( 2 rxBrxB D
PMPM   ,

wytwarzana przez magnesy trwałe, dla punk-
tów leżących na powierzchni odpowiadającej 
współrzędnej promieniowej r dla stanu bezprą-
dowego (przy założeniu liczby par biegunów 
p > 1) zgodnie z [2] ma postać
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Funkcja permeancji jednostkowej jest zgodnie 
z definicją, funkcją odwrotności długości linii 
sił pola magnetycznego, co można zapisać nas-
tępująco:

)(),(),(   xlxlx mg ,

gdzie ),( xlg jest funkcją zastępczych długości 

linii sił pola magnetycznego dla powietrza, na-
tomiast )( xlm jest funkcją zastępczych dłu-
gości linii sił pola magnetycznego w magnesie. 
Żłobki po stronie stojana dodatkowo modyfiku-
ją długości linii sił pola magnetycznego. 
W związku z tym, należy w odpowiednich 
miejscach na obwodzie szczeliny powietrznej, 
dodać wartości korygujące s

Rys. 2. Model do wyznaczania funkcji permean-
cji jednostkowej

Wielkości wspomnianych korekt można okreś-
lić używając zależności analitycznych z metody 
odwzorowań konforemnych do modelowania 
pola magnetycznego nad żłobkiem, podobnie 
jak przy wyprowadzeniu współczynnika Carte-
ra. Należy dodać, że wielkości tych korekt zale-
żą od miejsc na powierzchniach odpowiadają-
cym współrzędnej promieniowej r, dla których 
rozpatruje się rozkład pola magnetycznego [3]. 
Zastępcza długość linii sił pola magnetycznego
δc może być zatem wyznaczona lokalnie dla 
dowolnego położenia wirnika φ

),,(),(),,( rxxrx sc   (3)
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gdzie: bs - szerokość otwarcia żłobka, slotx - lo-
kalna zmienna nad żłobkiem, ),0( sslot bx  ,
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)(rv - współczynnik wyliczany dla konkretnej 
wartości współrzędnej radialnej r zgodnie z [3]
poprzez rozwiązanie następującego równania 
nieliniowego:
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Zaproponowane podejście do modelowania 
funkcji permeancji umożliwia również uwz-
ględnienie ekscentryczności wirnika.

Rys. 3. Uproszczony przekrój maszyny z ekscen-
trycznością wirnika

 ers drrx 2),( 
22 ]sinsin)[(]coscos)[( eeereeer dxdrdxdr  

(7)

Zamodelowanie ekscentryczności jest możliwe 
podobnie jak dla maszyn indukcyjnych [6], [7]
wg zależności (7), ponieważ względna przeni-
kalność magnetyczna magnesów jest porówny-
walna z powietrzem ( 08.103.1 r ), co jest 
właściwym założeniem dla magnesów z ziem 
rzadkich
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Funkcja permeancji jednostkowej (8) zawiera 
harmoniczne, których rząd należy do zbiorów
M, N. Zbiory te mogą w ogólnym przypadku
zawierać wszystkie liczby całkowite, co jest za-
leżne od stopnia ukształtowania i niesymetrii 
szczeliny powietrznej [5], [6], [7].

3. Model maszyny z magnesami trwałymi

Formalizm Lagrange’a jest jednym z wygod-
niejszych narzędzi do opisu przetworników 
elektromechanicznych. Dla maszyn z magne-
sami trwałymi wyznaczenie precyzyjnie funkcji 
koenergii nie jest zagadnieniem łatwym ze 
względu na obecność magnesów trwałych oraz 
występowanie żłobków przez co geometria ob-
wodu magnetycznego robi się stosunkowo
skomplikowana.
Ponieważ żelazne rdzenie stojana i wirnika ma-
ją bardzo duże przewodności magnetyczne, dla-
tego można założyć, że konserwacja energii po-
la magnetycznego zachodzi głównie w objętoś-
ci szczeliny i magnesów trwałych, a zależność 
opisująca koenergię magnetyczną zawiera skła-
dowe zależne i niezależne od prądów uzwojeń 
i może być przedstawiona dla 3-fazowej ma-
szyny w następującej postaci

)(),,,(),,,( ,,
0321

,
03210  ccc EiiiEiiiE  (9)

Składowa koenergii magnetycznej zależna od 
przepływu uzwojeń wygląda następująco
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gdzie ψPMa jest strumieniem skojarzonym uzwo-
jenia “ a ”, wytwarzanym przez magnesy trwałe, 

)(abL reprezentuje indukcyjności uzwojeń, na-
tomiast druga składowa koenergii (niezależna 
od prądów uzwojeń) ma dwie składowe zależ-
nie od obszaru gromadzenia energii (szczelina 
powietrzna, magnes) w postaci (lc – długość 
osiowa maszyny)
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gdzie po rozdzieleniu stref gromadzenia się 
energii, funkcje koenergii niezależne od prądów 
przyjmują formę 
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Równania Lagrange’a maszyny z magnesami 
trwałymi można zatem zapisać w standartowej 
postaci macierzowej
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Zależności opisujące indukcyjności uzwojeń 
„ a ” i „ b ” przy założeniu występowania jedy-
nie składowej radialnej pola magnetycznego, 
zaprezentowano w pracy [1] zakładając, że 
spektra Fouriera zawierają harmoniczne prze-
pływu należące do zbioru 

}5,3,,,3,5{ maxmax1   ppppppPP  ,
dla uzwojenia o całkowitej liczbie żłobków na 
biegun i fazę lub 

}5,4,3,2,

,,2,3,4,5{

max

max2








ppppp

pppppPP 

gdy liczba żłobków na biegun i fazę jest ułam-
kowa, a uzwojenia są scharakteryzowane przez 

swoje współczynniki uzwojeń 
wk oraz liczby 

zwojów ws
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gdzie 
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|
ws , a 1Q i 2Q zależą od zawarto-

ści zbiorów NMP ,, i są zdefiniowane następu-
jąco
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Generalnie ujmując indukcyjność wzajemna Lab

ma postać potrójnego szeregu Fouriera 
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Indukcyjność własną uzwojeń „ a ” i „ b ” obli-
cza się podstawiając xa = xb.
Składową strumienia skojarzonego uzwojenia 
“ a ” wytwarzaną przez magnesy trwałe ψPMa,
można wyrazić zgodnie z [5] w następujący 
sposób:
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gdzie parametry D1 i D2 w (20) zależą od za-
wartości zbiorów P, Q, M, N i są określone 
następująco, przy czym zgodnie z [5] zbiór 
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Ogólnie ujmując, strumień skojarzony uzwoje-
nia “ a ” wytwarzany przez magnesy trwa-
łe ψPMa, może być przedstawiony również 
w postaci potrójnego szeregu Fouriera 
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Zależność opisująca moment elektromecha-
niczny (15) zawiera składową reluktancyjną 
momentu Te, główny moment elektromagne-
tyczny Tm generowany przez interakcje pomię-
dzy strumieniem magnesów a strumieniem 
uzwojeń oraz moment w stanie bezprądowym 
nazywany momentem zaczepowym Tcog, wy-
twarzany przez tangencjalne siły na ściankach 
żłobków lub brzegach biegunów.

4. Porównanie obliczeń analitycznych 
z rezultatami obliczeń polowych
Jako ilustrację użyteczności i poprawności 
przedstawionych modeli wykonano testowe ob-
liczenia rozkładu pola w szczelinie powietrznej 
maszyny z magnesami trwałymi przy użyciu 
przedstawionych zależności analitycznych oraz 
metody elementów skończonych. W oblicze-
niach skorzystano z danych konstrukcyjnych 
maszyny SGPM o parametrach znamionowych: 
PN = 2.5 kW, UN = 230 V, IN = 7.67 A, p = 3. 
Maszyna ta posiadała następujące wymiary 
geometryczne oraz parametry magnesów: rr =
52 mm, rm = 63 mm, rs = 66 mm, = 22o

(0.38 rad), Br = 1.06 T, Hc = 720 kA/m. Analizy 
metodą elementów skończonych (pakiet do ob-
liczeń polowych – MagNet) oraz obliczenia 
analityczne prowadzone były w stanie bezprą-
dowym dla przypadku symetrii oraz ekscen-
tryczności statycznej i dynamicznej. Poziom 
ekscentryczności wynosił 66% co oznaczało 
w stosunku do symetrii, gdzie szczelina po-
wietrzna nad magnesami miała wymiar 3 mm, 
że minimalna szczelina powietrzna wynosiła 
1 mm. 
W pierwszej kolejności wyznaczono rozkłady 
funkcji permeancji jednostkowej dla przypadku 
symetrii oraz ekscentryczności statycznej i dy-
namicznej przy założeniu, że interesują nas 
miejsca rozkładu indukcji magnetycznej na po-
wierzchni stojana.
Jak widać z rysunków 4, 5 i 6, współczynniki 
rozkładu funkcji jednostkowej permeancji ukła-
dają się w charakterystyczny sposób dla ekscen-
tryczności zarówno statycznej jak i dynamicz-
nej w stosunku do przypadku symetrii [6], [7].
Rozkłady indukcji na powierzchni stojana 
przedstawiają rysunki 7 i 8, na których linia 
ciągła dotyczy rozkładu uzyskanego na drodze 
obliczeń polowych FEM, linia przerywana -

rozkładu uzyskanego na drodze obliczeń anali-
tycznych.
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Rys. 4. Amplitudy harmonicznych rozkładu 
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Rys. 7. Rozkład pola od magnesów na po-
wierzchni stojana maszyny symetrycznej
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Rys. 8. Rozkład pola od magnesów na po-
wierzchni stojana w maszynie z ekscentryczno-
ścią (przypadki dualne: ekscentryczność sta-
tyczna gdy 0x , ekscentryczność dynamiczna
gdy 0 )

5. Podsumowanie
Praca prezentuje metodykę modelowania ma-
szyn synchronicznych z magnesami trwałymi 
dla przypadków ekscentryczności wirnika. Zap-
rezentowane rezultaty rozkładu pola potwier-
dzają dobrą zgodność obliczeń analitycznych 
z wynikami uzyskanymi metodą elementów 
skończonych (FEM). Prezentowana metodyka
modelowania pozwala na częściowe ogranicze-
nie konieczności stosowania modeli polowych. 
Uzyskane rezultaty rozkładów indukcji pozwa-
lają na precyzyjne zamodelowanie równań na-
pięciowych oraz składowej głównej Tm i reluk-
tancyjnej Te momentu elektromechanicznego. 
Pozostała składowa momentu reprezentująca 
momenty zaczepowe Tcog oczywiście daje się 
wyliczać z prezentowanego modelu, lecz dla 
analizowanej maszyny była bardzo mała a jej 

poziom mieścił się w granicach błędu wyników 
uzyskiwanych metodami polowymi w pakiecie 
MagNet (podobnie jak w pracy [8]).
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