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TROJWYMIAROWE POLOWE MODELE MASZYN
ELEKTRYCZNYCH

THREE DIMENSIONAL FIELD MODELS OF ELECTRICAL MACHINES

Abstract: The paper discuses the numerical methods of electromagnetic field calculations in the electric ma-
chines. The 3D field model of electromagnetic phenomena is presented. The model consists of: (a) finite ele-
ment (FE) equations for the magnetic field, (b) equations describing eddy-currents and (c) equations, which
describe the currents in the machine’s windings. Moreover the FE equations are coupled by the electromagne-
tic torque to the differential equations of motion. Both scalar and vector potentials are considered. The FE
equations are derived by using the notation of circuit theory. It has been shown that there are two types of cir-
cuit models associated with FE mesh: (a) edge networks for scalar potentials and (b) facet network for vector po-
tential formulations. The descriptions of material properties in 3D FE space are reviewed. FE models of multiply
connected conducting regions are discussed. Both thin and rod conductors are considered. Resistive models of
multi-turn coils are described for which the potential T is introduced. The electromagnetic torque calculation

using FE models are presented.

1. Wstep

Jedna z najstarszych metod analizy zjawisk
elektromagnetycznych w maszynach elektrycz-
nych jest metoda zastgpczych obwodoéw magne-
tycznych i elektrycznych. Poczatkowo z uwagi
na ograniczone mozliwosci obliczeniowe sto-
sowano zastepcze obwody (schematy) o prostej
strukturze i bardzo matej liczbie stopni swobo-
dy. Tego typu modele sg nadal wykorzystywane
sa w dydaktyce, w obliczeniach symulacyjnych
realizowanych w czasie rzeczywistym, a takze
w analizie systeméw zlozonych z wielu urza-
dzen. Coraz czg$ciej wypierane sg jednak przez
modele doktadniejsze, w tym glownie przez
modele utworzone na podstawie metody ele-
mentéw skonczonych (MES). Obecnie pow-
szechnie wykorzystywane sg modele polowe,
w ktorych pole magnetyczne jest rozpatrywane
dwuwymiarowo, a pole elektryczne jednowy-
miarowo. Na stronach internetowych dostepne
jest oprogramowanie do rozwigzywania rownan
tych modeli, np. Maxwell 2D, Magnet 2D.

W ostatnich latach w obliczeniach symulacyj-
nych i projektowych maszyn elektrycznych co-
raz czgsciej stosuje si¢ algorytmy wyznaczania
pola w uktadach tréjwymiarowych. Prowadzo-
ne sg prace nad zastosowaniem modeli trojwy-
miarowych do analizy uktadéw o nietypowej
strukturze 1 nietypowych wymuszeniach. Na
przyktad, do analizy maszyn o strumieniu po-
przecznym i uktadow, w ktoérych wymuszenia
sg tak szybko zmienne, ze nie mozna poming¢
pradéw przesunigcia. Zjawiska zwigzane z wys-

tepowaniem tych pradow sa miedzy innymi
rozpatrywane przy projektowaniu uktadu izola-
cyjnego uzwojen maszyn elektrycznych zasila-
nych z uktadéw falownikowych. Wzrost zainte-
resowania ujeciami trojwymiarowymi jest takze
zwigzany z badaniami nad kompatybilnoscia
elektromagnetyczna. W badaniach tych, zwykle
nie mozna stosowac klasycznych metod analizy
zjawisk falowych, bo zrodta fal sa nietypowe, a
srodowisko zawarte w rozpatrywanym obszarze
jest silnie niejednorodne. W zwiazku z tym,
ciggle trwaja poszukiwania nowych algoryt-
mow analizy pola elektromagnetycznego,
w tym algorytmow wykorzystujacych zasady
metody elementow skonczonych.

Wspotczesne ujecia MES prowadza do réwnan,
ktore odpowiadajg réwnaniom oczkowych lub
weztowym ekwiwalentnych siatek elektrycznej
i magnetycznej. W zwigzku z tym MES mozna
traktowa¢ takze jako metode zastepczych ob-
wodow. Obwody te sa bardzo rozbudowane
i w przypadku tréjwymiarowej MES moga za-
wiera¢ nawet ponad milion gatezi.

W pracy przedstawiono ogoélny opis réwnan
MES. Rozpatrzono réwnania polowego modelu
maszyny elektrycznej, tj. modelu zawierajgcego
rownania opisujgce rozktad pola magnetyczne-
go i rozptyw pradow w uzwojeniach. Scharak-
teryzowano metody opisu $rodowisk 1 uzwojen
W przestrzeni elementdw skonczonych i metody
obliczania momentu elektromagnetycznego na
podstawie wielko$ci polowych.
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2. Rownania pola elektromagnetycznego

Rownania opisujace rozktad pola elektromagne-
tycznego w maszynach elektrycznych mozna
zapisac¢ nastepujgco:

rotH=J ; rot E=—0B/ot ; (1a,b)
B=uH ; J=cE+0(¢E)/ot (2a,b)

W wyrazeniu (2.b) opisujacym gestos¢ pradu,
pierwszy sktadnik reprezentuje gestos¢ pradow
przewodnictwa, a drugi gesto$¢ pradu prze-
suniecia. W dalszych rozwazaniach zwigzek
pomiedzy wektorem gestosci pradu a wektorem
E zapisywano w skroconej postaci J=yE,
gdzie y=c + pe (p = 0/0t) 1 jest ,,operatorowa”
konduktywnos$cia srodowiska. Bardzo czgsto do
podanych wyzej réwnan dodaje si¢ rOwnania
bezzrodlowosci divB = 0, divJ = 0. Zapomina
si¢ przy tym, ze jesli spelione jest (la), to
divJ = 0, a jesli zachodzi (1b) to divB = 0.
W zadaniach wyznaczania rozktadu pola ma-
gnetycznego przy zadanym rozktadzie gestosci
pradu, wygodniej jest rownanie (1.b) zastgpo-
waé rownowaznym divB = 0. W rezultacie
roéwnania pola magnetycznego zapisuje si¢ na-
stepujaco: rotH = J; divB = 0; B = uH.

W trojwymiarowych polowych modelach ma-
szyn elektrycznych nalezy uwzglednié, ze prze-
nikalno$¢ magnetyczna jest tensorem, ktorego
wyrazy mogg by¢ nawet ujemne. Ujemne wy-
razy odnoszg si¢ do obszarOw z magnesami
trwalymi opisanych réwnaniem konstytutyw-
nym B = uH. W obliczeniach polowych ukta-
dow z magnesami trwalymi nie korzysta sig¢
z podanego réwnania. Obszar z magnesami
trwalymi, rozpatruje si¢ jako obszar ze $rodo-
wiskiem o dodatniej przenikalnosci, w ktérym
wystepuja prady magnetyzacji. ROwnanie kon-
stytutywne dla §rodowiska z magnesami trwa-
tymi zapisuje si¢ w postacii H=vB-H,,
gdzie H,, jest wektorem namagnesowania w ob-
szarze o reluktywnosci v. Jesli reluktywnos¢ v
obszaru magnesu odpowiada reluktywnosci
prozni, to wektor H,, odpowiada klasycznie ro-
zumianemu wektorowi namagnesowania. Zwy-
kle przy opisie obszaru z magnesami trwatymi,
tak formuje si¢ rownanie H = vB - H,, aby
w jak najszerszym przedziale wartosci indukcji
B parametry v, H, byly stale.

3. Metody analizy ukladéw z polem elek-
tromagnetycznym

Przy omawianiu metod analizy uktadéw z po-
lem elektromagnetycznym wygodnie jest odno-
si¢ si¢ do metod analizy obwodoéw. Rownania
pola elektromagnetycznego dla uktadu zdyskre-
tyzowanego odpowiadajg bowiem réwnaniom
wieloweztowych siatek elektrycznych i magne-
tycznych. Analiza obwodéw metoda potencja-
16w weztowych odpowiada analizie pola meto-
dg potencjalow skalarnych. Metody wykorzy-
stujace potencjaty wektorowe A, T sa polowymi
reprezentantami metod oczkowych. Sformuto-
wania polowe nie wykorzystujace potencjatow
mozna traktowac¢ jako odpowiednik metody
pradéw i strumieni gatgziowych. W ostatnich
latach z mys$la o analizie obszaréw przewodza-
cych niejednospdjnych wprowadzono potencjat
wektorowy T,. Rotacja tego potencjalu odpo-
wiada wektorowi gestosci pradu o zadanym kie-
runku. W zwiazku z tym potencjal T jest mie-
dzy innymi wykorzystywany do opisu rozptywu
pradéw w uktadach o cienkich przewodach.
W ukladach zdyskretyzowanych stosuje si¢
krawedziowe warto§¢ potencjalu 7, odpowia-
dajace pradom w oczkach uzwojen.

4. Dyskretne modele ukladéw z polem
elektromagnetycznym

Rozpatrywana jest metoda elementéw skonczo-
nych (MES), w ktorej do opisu pola elektro-
magnetycznego wykorzystywane sa krawe-
dziowe wartosSci potencjatow wektorowych
i/lub warto$ci weztowe potencjatow skalarnych.
Réwnania MES dla uje¢ wykorzystujacych po-
tencjaty skalarne elektryczny V' 1 magnetyczny
Q) odpowiadaja rownaniom weztowym siatek
krawedziowych (SK) elektrycznej i magnetycz-
nej [1]. Galgzie siatek krawedziowych sg przy-
porzadkowane krawegdziom, a we¢zly narozom
elementéw. Na rysunku 1 przedstawiono siatke
krawedziowa odwzorowujaca obszar po-
dzielony na 8 elementow szescio$ciennych [2].

Réwnania MES dla sformutowania wykorzystu-
jacego krawedziowe warto$ci potencjatow wek-
torowych odpowiadaja réwnaniom oczkowym
siatki nazwanej $ciankowg (SS), ktorej wezty sa
przyporzadkowane $rodkom elementow — rys. 2
[1, 2]. Rownania dotycza wszystkich oczek wo-
kot krawedzi elementow. Prad oczkowy odpo-
wiada krawedziowej wartosci potencjalu 7, a
strumien oczkowy krawedziowej wartosci po-
tencjatu 4. W klasycznych metodach stosowa-
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nych w oprogramowaniu komercyjnym rozktad
pola wyraza si¢ za pomocg wezlowych warto$ci
sktadowych potencjaléw wektorowych. Row-
nania opisujgce te potencjaly mozna rozpatry-
wacé jako rownania opisujgce gestosci liniowe
pradéw lub strumieni w oczkach lezacych
w trzech plaszczyznach i otaczajacych wezly

siatki.
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Rys. 1. Krawedziowy model 8 szescioscianow [2]
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Rys 2. Sciankowy model 8 szescios$cianéw [2]

Zaréwno w metodzie wykorzystujacej krawe-
dziowe wartosci potencjatow wektorowych, jak
i wykorzystujacej weztowe wartosci sklado-
wych tych potencjatow liczba rownan oczko-
wych odpowiadajacych rownaniom MES jest
wigksza od rownan niezaleznych. W zwigzku
z tym w klasycznych algorytmach dodaje sig¢
dodatkowe warunki. Przyjmuje si¢, ze div4 =0,
a wigc dodaje si¢ réwnania okreslajagce zwigzki
miedzy strumieniami oczkowymi. Po dodaniu
tych réwnan mozna wyeliminowa¢ roéwnania
dla oczek zaleznych. W rezultacie uzyskuje si¢
uktad rownan jednoznacznie opisujacy rozktad
krawedziowych wartosci 4 i T lub wezlowych
wartosci sktadowych tych potencjatow.

Obecnie coraz czgsciej stosuje si¢ algorytmy,
w ktorych nie wprowadza si¢ dodatkowych wa-

runkow kalibrujacych. Metodami iteracyjnymi,
znajduje si¢ jedno z rozwigzan uktadu nieozna-
czonych rownan oczkowych.

W tablicy 1 zestawiono rownania krawedziowe;j
(SK) 1 $ciankowej (SS) siatki magnetycznej,
a w tablicy 2 odpowiednich siatek elektrycz-
nych. Przyjeto, ze w rozpatrywanych ukla-
dach prady przesuni¢cia sg pomijalnie male.
W zwiazku z tym, w modelach elektrycznych
elementy pojemnosciowe nie wystepuja.

Tablica 1. Rownania siatek magnetycznych

Rownania galeziowe, , .
Siatka podstawienia Réwnania MES
by =A(ug+0p,) .
KIAKTOQ=FKT
SK uQ :an n A n Q n A®be
uoy=R.$ (—Op .
SS ¢,-:k o kIR k. b,~k]©,

Uwagi: Q — wektor potencjatéw weztowych, k,, k—
transponowane macierze we¢zlowa SK i oczkowa SS,)
A — macierz permeancji galeziowych, @y, @ —
wektory gateziowych smm, ¢, wektor strumieni
oczkowych; R, — macierz reluktancji gateziowych,
*rownania weztowe, **réwnania oczkowe

Tablica 2. Rownania siatek elektrycznych

. Rownania gateziowe, , .
Siatka podstawienia Réwnania MES
i, =G(uy+ey, .
SK b uV(= A V” ) kK GKIV=—kIGe,,
uyr=Ri —e
SS WS KT Rki,=kT ey
lf =kele e ele e ©bf

Uwagi: V — wektor potencjatow weztowych, G — ma-
cierz kondunktancji gateziowych, e, e, —wektory|
galeziowych sem, i.— wektor pradow oczkowych; R —
macierz rezystancji gat¢ziowych, *réwnania we-
zlowe, **rownania oczkowe

W polowych modelach maszyn elektrycznych
siatki magnetyczna i elektryczna s3 ze sobg
sprzezone. Zrodla w siatce magnetycznej zaleza
od rozplywu pradow w siatce elektrycznej,
a sem w obwodach siatki elektrycznej od po-
chodnych zmian strumienia okreslanego na
podstawie strumieni galeziowych lub oczko-
wych siatki magnetycznej. Opis sprzezen mie-
dzy siatkami komplikuje si¢ przy rozpatrywa-
niu uktadow z obszarami przewodzacymi wie-
lospdjnymi, w tym ukladow z uzwojeniami
o cienkich przewodach. Bardzo czesto opis ta-
kich uktadéw wigze si¢ z homogenizacja S$ro-
dowiska.

5. Homogenizacja Srodowiska

O doktadnosci polowego modelu maszyny elek-
trycznej decyduje dokladno$¢ odwzorowania
wlasciwosci materialowych. Nawet jesli para-
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metry $rodowiska sg doktadnie okreslone, to
trudno jest przenie$¢ ich wartoSci w przestrzen
elementéw skonczonych. Trudno$ci wynikaja
miedzy innymi z koniecznos$ci uwzglednienia
warunku jednorodnosci srodowiska w elemen-
cie. W celu spehienia tego warunku homogeni-
zuje si¢ srodowisko. Obszar o §rodowisku nie-
jednorodnym zastepuje si¢ obszarem ze $rodo-
wiskiem jednorodnym o zastgpczych parame-
trach. Najbardziej typowym przyktadem homo-
genizacji Srodowiska jest zastgpienie obszaru
z rdzeniem wykonanym z blach, obszarem ze
srodowiskiem anizotropowym, ktorego reluk-
tywnos¢ v, w kierunku prostopadtym do po-
wierzchni blachy jest opisana nastgpujaco:
v, = (1-k)vo + k.veg, gdzie k. jest wspolczyn-
nikiem zapelnienia rdzenia, a vy, Ve sg reluk-
tywno$ciami prozni i blach rdzenia [4]. Z poda-
nej relacji wynika, ze reluktywnos$¢ v, jest tylko
kilkadziesigt razy mniejsza od reluktywnosci
prézni, a wigc przeoczenie anizotropowych
wlasciwosci rdzenia pakietowanego i1 przyjecie
V, = Vpg, moze prowadzi¢ do duzych bledow.
Opracowane zostaly takze metody homogeniza-
cji rdzeni pakietowanych z uwzglednieniem
pradow wirowych. Metody polegaja na wpro-
wadzeniu zastgpczej przenikalnosci dynamicz-
nej lub zespolonej [5, 6]. Podejmowane sg pra-
ce nad opisem za pomoca przenikalnosci zespo-
lonej obszaru z cienkimi przewodami, w kto-
rych uwzglednia si¢ prady wirowe [7]. Na roz-
wigzanie czeka zadanie homogenizacji ukladu
o cienkich przewodach, z uwzglednieniem pra-
déw przesunigcia, wystepujacych w izolacji
pomiedzy siadujacymi przewodami.
Wymienione przyktady homogenizacji dotyczy-
ly parametrow magnetycznych §rodowiska,
cho¢ odnosity si¢ takze do ukladow ze $rodo-
wiskiem przewodzacym. W polowych mode-
lach maszyn elektrycznych réwnania pola
magnetycznego sg powigzane z rGwnaniami po-
la przeptywowego pradu w uzwojeniach.
W zwigzku z tym zagadnie homogenizacji $ro-
dowiska nalezy powigza¢ z zadaniem opisu
uzwojen w przestrzeni elementow skonczo-
nych.

6. Opis uzwojen w przestrzeni elementow
skonczonych

Wyodrebnia si¢ dwie grupy obszarow z prada-
mi przewodnictwa: (a) obszary jednospojne, np.
masywne elementy rdzenia, (b) obszary wielo-
spojne, np. uzwojenia klatkowe, uzwojenia

wykonane z cienkich przewodéw, elementy
masywne z otworami. Obszar jednospdjny
mozna odwzorowa¢ zaro6wno na elektrycznej
siatce krawedziowej jak i1 $ciankowej. Elek-
tryczng siatke krawedziowg (ESK) mozna
sprzac z magnetyczng siatkg §ciankowa (MSS).
Uzyskuje si¢ wowczas model siatkowy repre-
zentujacy sformutowanie A-V. W analizie ukla-
doéw z obszarami jednospojnymi rzadziej stosu-
je si¢ modele z elektrycznymi siatkami $cian-
kowymi (ESS), cho¢ tego typu siatka moze by¢
sprz¢zona zaré6wno z magnetyczng siatkg kra-
wedziowg (MSK) jak i z magnetyczng siatka
sciankowa (MSS). Modele typu MSK-ESS sa
dyskretnym reprezentantem sformutowania Q-
T, a MSS-ESS sformutowania 4-7. Wymienio-
ne modele sg sprzezone poprzez zrodta. Wyra-
zenia opisujace zrodla zestawiono w tablicy 3.
Z uwagi na oczkowy charakter rownan siatek
Sciankowych w wierszach i kolumnach odno-
szacych si¢ do SS przedstawiono wyrazenia
opisujace zrodta oczkowe.

Tablica 3. Wyrazenia opisujgce smm i sem

Siatka Smm Sem
MSK-ESS (Q-T)|  ©p=i, |kl ey =—dd,/dt"
MSS-ESK (4-1)| k@, =i, | en=—df,/ds

®bf ZKl'e e},f=—Kd¢e/dt
MSS-ESS(4- . o* ' *
( T) kg@bf=KTlf keTebfZ—KTdbf/(f
IK— macierz transformujaca prady i strumienie w ocz-

kach wokot krawedzi w prady 1 sfrumienie w oczkach
przyporzadkowanych $ciankom, zrdédta oczkowe

Przy rozpatrywaniu trojwymiarowych modeli
obszaréw przewodzacych wielospdjnych wygo-
dnie jest wyodrebni¢ dwa typy uktadow: (a)
uktady o cienkich przewodach, w ktérych nie
uwzglednia si¢ obwodow dla pradow wirowych
i (b) uktady z obwodami dla pradow wirowych.
Uktady typu (b) mozna odwzorowywac¢ na mo-
delach krawedziowych lub $ciankowych. Réw-
nania klasycznych modeli $ciankowych nalezy
przy tym uzupehi¢ o dodatkowe rownania dla
oczek wokot "otworéw". Prad w tych oczkach
reprezentuje krawedziowa warto$¢ potencjatu
Ty [2, 3]. Ksztalt $ciezki z pradem wokot otwo-
ru jest zadawany. W zwigzku z tym zadany jest
kierunek i zwrot wektora gestosci pradu, a roz-
ktad T, mozna wyznaczy¢ z roOwnania Biota-
Savarta, podobnie jak wyznacza si¢ nate¢zenie
pola od wymuszenia pragdowego w metodzie
zredukowanego potencjatu skalarnego. Roznica
pomiedzy ta metodg, a omawianym uj¢ciem
MES polega przede wszystkim na sposobie
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formowania relacji pomigdzy pradem w $ciez-
ce, a krawedziowg warto$cia potencjatu 7T,. Me-
tode potencjatu T, najwygodniej jest przedsta-
wi¢ na przyktadzie uktadu o cienkich przewo-
dach, w ktorych prady wirowe nie wystepuja
i do opisu rozplywu pradu wykorzystuje si¢
wartosci krawegdziowe T,. Najpierw rozpatrzo-
no uktad z pojedynczym zwojem - rys. 3. Zwoj
zostal zastgpiony zbiorem zwojéw wokot kra-
wedzi. Prady w tych zwojach sg obwodowym
reprezentantem krawedziowej wartosci poten-
cjatu T,. Krawedziowe wartosci potencjatu T
tworza wektor @,, gateziowych smm SK z ta-
blicy 1. Po pomnozeniu ®,, przez macierz K
z tablicy 3 otrzymuje si¢ wektor @, zrodet ga-
feziowych w siatce Sciankowej. Wektor ®,, wy-
raza si¢ w postaci iloczynu macierzy z; liczb
oczek wokot krawedzi 1 wektora i, pradow
oczkowych. Na rysunku 4 pokazano magne-
tyczny model krawedziowy obszaru z cewka
o trzech zwojach. Zrodlom gateziowym siatki
przyporzadkowano warto$ci wyrazow macierzy
Lk

k-ta krawedz
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Rys. 3. Krawedziowe wartosci T, w obrebie zwo-
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Rys. 4. Opis i-tej cewki w przestrzeni MSK

W metodach wektorowego potencjatu magne-
tycznego, a wigc w metodach, ktorych réwnania
odpowiadajg rownaniom oczkowym SS zadanie
formowania zrodet upraszcza si¢, bo nie trzeba
definiowa¢ zrodet gateziowych, wystarczy okre-
sli¢ zrodta oczkowe. Wektor ® tych zrodet jest

iloczynem macierzy oczkowej SS 1 wektora @,
zrodet galeziowych. Mozna go takze wyzna-
czy¢ na podstawie macierzy z, liczb zwojow
przechodzacych przez $cianki elementéw [2].

Macierze g, z, wykorzystuje si¢ do wyznacza-
nia strumieni skojarzonych z uzwojeniami
o cienkich przewodach. W tablicy 4 zestawiono
wyrazenia opisujgce smm wzniecang przez ob-
wody z pradami i, oraz sem w tych obwodach.

Tablica 4. Smm i sem w metodach potencjatu T,
Model

Smm Sem
MSK-ESS (Q-T)) e,=—pzi s
MSS-ESS (4-Ty) | kI®y=K"zi.| e,=—pz! Ko,
Uwagi: e, — wektor oczkowych sem w obwodach
z pradami i., K"k, =Kk, z,=k,z;

®be:zkic

Zestawione w tablicy wyrazenia dotycza takze
uktadéw niejednospdjnych, w ktérych uwzgled-
nia si¢ prady wirowe.

Prad
WIrOWYyy

Prad i, =krawedziowa
wartos¢ Ty

Oczko| 4
wokot
p-tej
kra-
wedzi

{ |krawedziowa warto$é T % w
Rys.5. ESS - siatkowa reprezentacja metody T-T,

Na rysunku 5 zostal przedstawiony fragment
modelu $ciankowego uktadu przewodzacego
wielospdjnego. W uktadzie wystepuja zarbwno
oczka z pragdami wirowymi jak i oczka wokot
»dziur”. Prady wirowe sg krawedziowymi war-
tosciami potencjatu 7, a prady wokot dziur
krawegdziowymi warto$ciami potencjatu 7.
Omawiany model jest wiec reprezentantem
sformulowania 7-7,. Sil¢ magnetomotorycz-
nag w magnetycznych siatkach sprzezonych
z przedstawionym modelem wyznacza si¢
sumujac wyrazy wektoréw podanych w tabli-
cach 3 i 4. Napieciowe rownania oczkowe dla
omawianej siatki zawierajg sem e, z tablicy 4

i kI ey z tablicy 3. Rownania te mozna zapisa¢
W nastepujacej formie macierzowe;j:
kIRk,i,+R.i.=kl ey +e,+e.,, 3)

W powyzszym rownaniu R, jest macierza rezy-
stancji oczkowych dla obwodéw z pradami i,
a e, jest wektorem sem zrodel zasilajacych
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uzwojenia. Do rownan (3) mozna dotaczyé
rownania zewn¢trznych obwodoéw zasilajacych.
Podany wyzej opis mozna stosowaé takze
w modelach dwuwymiarowych. W réwnaniu
(3) dla tych modeli nalezy uwzgledni¢ napigcia
na indukcyjnosciach polaczen czotowych.

7. Moment elektromagnetyczny

Bardzo wazng zaleta modeli polowych jest
mozliwos¢ doktadnego obliczania momentu
elektromagnetycznego. W obliczeniach ko-
rzystnie jest postugiwaé si¢ formutami utwo-
rzonymi na podstawie zasady prac wirtualnych
dla uktadu dyskretyzowanego. Mozna przy tym
stosowac: (a) metod¢ o nieruchome;j siatce wir-
nika lub (b) metode¢ polegajacag na analizie wir-
tualnego przesunigcia siatki wirnika. W meto-
dzie (a) rozpatruje si¢ wirtualne przesunigcie
zrodet pola magnetycznego, w tym tez zrddet
od pradow magnetyzacji, wzgledem nierucho-
mej siatki. W rezultacie otrzymuje si¢ formutle,
ktora jest numeryczng reprezentacja wzoru Lo-
rentza dla ukladu z pragdami przewodzenia
i pradami magnetyzacji. W analizie maszyn
elektrycznych korzystniej jest stosowaé¢ metode
(b). W obszarze szczeliny powietrznej tworzy
si¢ pasmo przejsciowe pomiedzy obszarem ru-
chomym a nieruchomym. Zwykle w celu za-
pewnienia jak najwickszej doktadnos$ci obliczen
pasmo dzieli si¢ na elementy jednorodne o jed-
nakowej odlegtosci katowej B pomiedzy we-
ztami w kierunku ruchu. W metodach magne-
tycznego potencjatu skalarnego rozpatruje si¢
zmian¢ koenergii, a w metodach potencjalu
wektorowego zmiane¢ energii. Formuly opisuja-
ce moment mozna uzyskaé¢ analizujac dyskret-
ne, wirtualne przesuni¢cie wirnika o kat +3. Po
zastosowaniu symboli z tablicy 1 uzyskane wy-
razenia zapisuje si¢ nastepujaco:

T(oo=4iBQT[<k,{ Ak~ (AR 0 @)
Tl0)=—5!| G Rk~ R 0. )

W wyniku wirtualnego przesunigcia zmieniajg
si¢ tylko wyrazy macierzy strukturalnych dla
obwodow w obszarze pasma w szczelinie po-
wietrznej. We wzorach opisujacych moment wy-
stapia wigc wyrazy wektorow Q, ¢, odnoszace
si¢ wytacznie do pasma. Na podstawie (4) i (5)
otrzymuje si¢ zatem formuty, ktore sg nume-
ryczng reprezentacjg wzorow wykorzystujacych
do obliczen momentu tensor naprezen Maxwella.

Komercyjne systemy obliczeniowe proponuja
zwykle co najmniej dwie metody obliczania
momentu, np. metode Lorentza i Maxwella.
Metody moga dawaé roznigce si¢ wyniki.
W zwiazku z tym warto wykona¢ obliczenia te-
stujace 1 np. sprawdzi¢ czy moment dzialajacy
na pusty obszar wirnika jest rowny zeru.

8. Podsumowanie

W przedstawionym opisie trojwymiarowych
polowych modeli maszyn elektrycznych pomi-
nigto z koniecznosci szereg istotnych zagadnien.
Na przyktad, nie zostaly oméwione polowe me-
tody symulacji ruchu srodowisk i metody anali-
zy modeli siatkowych. O najczesciej stosowanej
metodzie symulacji ruchu wirnika wspomniano
tylko przy omawianiu dyskretnego odwzorowa-
nia przesuni¢¢ wirtualnych.

Obecnie prowadzone sg badania nad skutecz-
nymi metodami rozwigzywania réwnan modeli
polowych w potaczeniu z procedurami optyma-
lizacyjnymi. Ciagle poszukuje si¢ efektywnych
metod parametryzacji danych i szybkozbieznych
metod rozwigzywania uktadéw rownan o bardzo
duzej liczbie niewiadomych, w tym réwnan dla
polowych modeli zjawisk sprzgzonych. Tego
typu modele powstaja w wyniku polaczenia
modelu zjawisk elektromagnetycznych z mode-
lem zjawisk cieplnych i wentylacyjnych. Do
rownan wymienionych modeli dodaje si¢ row-
nania uktadu zasilajacego i1 obcigzajacego. Mo-
del zjawisk sprzgzonych moze zawiera¢ takze
roéwnania opisujgce drgania mechaniczne.
Pomimo rozwoju sprzetu komputerowego i me-
tod numerycznych obliczenia optymalizacyjne
nadal wykonuje si¢ na podstawie modeli dwu-
wymiarowych. Z modeli trojwymiarowych ko-
rzysta si¢ gldéwnie w badaniach symulacyjnych
projektowanych maszyn elektrycznych.
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