Grzegorz SARWAS

MODELOWANIE SUPERKONIDENSATOROW
PRZY UZYCIU RACHUNKU ROZNICZKOWEGO
UtAMKOWEGO RZEDU

STRESZCZENIE W artykule przedstawione zostato uzycie
rachunku rézniczkowego ufamkowego (niecatkowitego) rzedu do
modelowania dynamiki tadowania superkondensatora w dziedzinie
czestotliwosci. Dzieki zastosowaniu modelu o utamkowym rzedzie
uzyskano bardzo dokfadne modelowanie w szerokim zakresie
czestotliwosci.

Stowa kluczowe: modelowanie, rachunek rézniczkowy utamko-
wego rzedu, superkondensatory

1. WSTEP

Historia teorii rachunku rézniczkowego utamkowego (niecatkowitego,
o niecatkowitej krotnosci) rzedu siega praktycznie poczatku tradycyjnego
rachunku rézniczkowego. Pierwsze wzmianki na ten temat (list pomiedzy
Leibnizem i L'Hospitalem) datuje sie juz na koniec XVII wieku [5]. Jednakze
wsrod inzynierow dopiero pod koniec lat 60 ubiegtego wieku wzrosto
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zainteresowanie tg tematyka. Jak sie szybko okazato, istnieje w technice wiele
probleméw ktore fatwiej jest opisa¢ wiasnie przy pomocy rachunku
rézniczkowego utamkowego rzedu. Pozwala on na przyktad na doktadniejszy
opis osrodkow stratnych i dyspersyjnych (elektrodynamika, mechanika
osrodkow lepko-sprezystych, procesy elektrochemiczne, uktady, w ktorych
wystepuje tarcie). W procesach takich jak dyfuzja, transport ciepfa, linia dtuga
(opisanych réwnaniami rozniczkowymi czastkowymi), w ktérych rozwigzaniu
wystepuje Js , moze by¢ on interpretowany jako pochodna rzedu 1.

Innym przyktadem zastosowania rachunku rézniczkowego utamkowego
rzedu, ktére zostato szerzej przedstawione w tym artykule, jest modelowanie
superkondensatoréw.

Artykut zorganizowany jest nastepujgco: rozdziat 2.1 zawiera krotkie
wprowadzenie do tematyki superkondensatoréw, ich budowy i zasady dziatania.
W rozdziale 2.2 znajduje sie wprowadzenie do rachunku rézniczkowego
utamkowego rzedu, podstawowe definicje, charakterystyki czestotliwosciowe.
Rozdziat 2.3 przedstawia definicje oraz charakterystyke Bode'go cztonu
catkujgcego utamkowego rzedu. Rozdziat 3 zawiera natomiast wyniki
przeprowadzonych eksperymentow modelowania superkondensatoréw.

2. WPROWADZENIE

2.1. Wprowadzenie do superkondensatorow

Superkondensatory (nazywane tez ultrakondesatorami lub
kondensatorami dwuwarstwowymi (ang. double-layer)) powstaty pod koniec lat
siedemdziesigtych. Posiadajg one znacznie wieksze pojemnos$ci niz zwykie
kondensatory (od 1 mF do 1 kF). Charakteryzujg sie gestoscig energii rzedu
2...9 Wh/kg oraz gestoscig mocy rzedu 3...8 kW/kg. Wiasnos$¢ ta umiejscawia
ultrakondensatory pomiedzy tradycyjnymi aluminiowymi kondensatorami
elektrolitycznymi, a akumulatorami.

Takie parametry superkondensatory zawdzieczajg swojej budowie.
Ultrakondensator sktada sie bowiem z dwoch oktadzin zbudowanych z wegla
aktywowanego nasgczonego elektrolitem i separatora. Zasada jego dziatania
opiera sie na zjawisku Helmholz'a, ktéry zaobserwowat, ze istnieje pewne
napiecie graniczne potrzebne do rozpoczecia elektrolizy. Doprowadzenie do
oktadek kondensatora napiecia nizszego niz graniczne powoduje, ze elektroliza
nie nastepuje, a elektrolit zachowuje sie jak izolator. Ze wzgledu na zbyt mate
napiecie jony nie mogq przedostac sie do swojej elektrody ale pod wptywem sit
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elektrostatycznych gromadzg sie w jej poblizu. Na granicy elektrod i elektrolitu
tworzg sie dwie warstwy, gdzie gromadzg sie nosniki pradu. Dzieki bardzo
matej grubosci powtoki izolacyjnej i zastosowaniu wegla aktywowanego, ktory
posiada ogromna powierzchnie czynna ( 500 — 2000 m?/g), do budowy elektrod,
otrzymuje sie bardzo duze pojemnosci. [4,10]
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Rys. 1. Schemat budowy superkondensatora

Na rysunku 1 przedstawiony zostat schemat budowy superkondensatora.
Dwie elektrody, zazwyczaj wykonane z wegla aktywowanego, nasgczone sg
elektrolitem (np. roztworem kwasu siarkowego H,SO,) i przedzielone
separatorem. Jest to cieniutka porowata folia z tworzywa sztucznego, ktéra nie
petni roli klasycznego dielektryka. Separator uniemozliwia bezposrednie
zwarcie weglowych elektrod, jednak pozwala na przemieszczanie sie jonow
w elektrolicie, ktdrym sg nasgczone obie elektrody.
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Rys. 2. Schemat tadowania superkondensatora
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Rysunek 2 przedstawia schemat procesu tadowania superkondensatora
[10]. Napiecie przytozone do elektrod superkondensatora wywotato ruch jonéw
w elektrolicie. Jony ujemne przemiescity sie w strone elektrody dodatniej, a jony
dodatnie w kierunku elektrody ujemnej. Na granicy elektrolitu i elektrod
wytworzyly sie dwie warstwy, gdzie gromadzg sie nosniki pradu (elektrony
i jony). Stad witasnie ultrakondensatory nazywane sg kondensatorami
dwuwarstwowymi (ang. double-layer).

Cechg charakterystyczng w sposobie pracy superkondensatoréow jest
wykorzystanie przewodnosci jonowej elektrolitu (energia magazynowana jest
w przesunieciu jonéw). Tradycyjne kondensatory opierajg bowiem swoje
dziatanie na polaryzacji dipoli dielektryka, a akumulatory energie otrzymujg
z reakcji chemicznych. Wykorzystanie ruchu jonow w elektrolicie pocigga za
sobg okreslone wiasnosci elektryczne. Superkondensatory charakteryzujg sie
duzg rezystancja wewnetrzng (od ok. 100Q2 dla kondensatorow
podtrzymujacych, projektowanych na mate prady, do rezystancji rzedu utamkow
Q dla kondensatoréw projektowanych na wieksze prady rzedu amperéw).
Rezystancje te modeluje sie jako rezystor potaczony szeregowo
z superkondensatorem. W chwili poczatkowej, podczas tadowania, odktada sie
na niej napiecie, ktore jest proporcjonalne do jej wartosci i pradu tadowania.
W przypadku klasycznych kondensatoréw zjawisko to praktycznie nie
wystepuje. Inng charakterystyczng cechg superkondensatoréw jest niskie
napiecia pracy. Wynika ono z wykorzystania zjawiska Helmholz’a. Napiecie to
miesci sie zwykle w przedziale 2...5V. Cecha ta znacznie ogranicza
zastosowanie  superkondensatoréw. Dla zwiekszenia napiecia pracy
ultrakondensatory taczy sie szeregowo. Powoduje to jednak zmniejszenie ich
pojemnosci oraz przy nierbwnomiernym rozktadzie napie¢ moze doprowadzi¢
do uszkodzenia poszczegolnych elementow.

2.2. Wprowadzenie do rachunku rézniczkowego
utamkowego rzedu

Funkcja I'(x) petni role uogodlnionej silni dla argumentow rzeczywistych

lub zespolonych. W literaturze wystepujg dwie definicje tej funkcji, catkowa
i w postaci granicy. Dane sg one nastepujgco:

Definicja 1. Funkcjg T'(x) nazywamy funkcje okreslong nastepujgco:
1. Definicja catkowa (Eulera):
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[°e]

I'(x)= J-e_tt”‘_ldt , gdzie Re(x)>0 (1)

0
2. Definicja w postaci granicy:

Iy nln
F(x)—lgngo x(x+1)..(x+n) )

Podstawowg wiasnoscig funkcji I'(x) jest:
I'(x+1)=xI(x) (3)
Z relacji tej wynika, ze dla x e N otrzymujemy
T(x+1)=xT(x)=x(x—D[(x=1) = n(n—1)n-2)...1=n! (4)

Oznacza to, ze dla liczb naturalnych funkcja T'(x+1) przyjmuje wartosci
silni liczby x.

Definicja catki utamkowego rzedu opiera sie na wzorze catkowania
wielokrotnego:

L [(-u)" fa)du (5)

() = Edu@duz..jfwn)dun ~ ool

gdzie ne N jest krotnoscig catkowania, (a,x) jest przedziatem catkowania
funkcji f(u).
Za pomocg funkcji T'(n) otrzymujemy zaleznos¢ Riemanna-Liouville’a na

wyznaczenie catki utamkowego rzedu:

AT @) Z%Ooj-(t—r)“_lf(r)dr (6)

a

gdzie a € R" jest rzedem catkowania w granicach (a,f) funkcji 1 (x).
Definicje te mozna rozszerzy¢ na « <0 w nastepujacy sposoéb:

Definicja 2. Pochodno-catka utamkowego rzedu w definicji Riemanna-
Liouville’a dana jest nastepujgco:
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L
T(k—a) dt

DEFO = 1 (0= [e-or@ar (@)

k-1<a<k keZ

Dla a >0 otrzymujemy pochodng utamkowego rzedu, dla a <0 catke
utamkowego rzedu, a dla « =0 tg sama funkcje.

Przeksztatcenie Laplace’a pochodno-catki utamkowego rzedu, danej
definicjg R-L, ma nastepujgca postaé:
s“F(s) a<0
SF()=2 084 DI F(0)  a>0,  j-l<a<jeN
(8)

L[onf(t)]—{

2.3. Charakterystyka Bode’'go cztonu
catkujgcego utamkowego rzedu

Czilon catkujgcy utamkowego rzedu dany jest nastepujaca transmitancja:

1
(Ts)"

G(s) = 9)

Transmitancja widmowa takiego cztonu dana jest nastepujgco:

G(jw)=—— = 1 (10)

(Tjw) (Tw)* (cos;[a + jsin;[aj

Modut transmitancji widmowej dany jest nastepujgco:

T LT
(cosz—a+sm2§a) 1

A(w) = (11)

(Tw)™ T (To)"

Logarytm modutu integratora wyglada nastepujaco:
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M (@) =20log A(w) = —-a20log(T) — a20log(w)

Podobnie otrzymuje sie funkcje przesuniecia fazowego:

o) =arg| ——j|=-aZ (12)
(Tw) 2
40— . ——rrr———————r
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1
Rys. 3. Charakterystyka Bode’go transmitancji — dlaa =0.5,0.7, 1
s

Na rysunku 3 przedstawione zostaty przyktadowe charakterystyki
Bode’'go czionu catkujgcego dla a =0.5,0.7,1. Jak mozna zauwazy¢ nachylenie

charakterystyki zalezy od rzedu catkowania. Spadek wzmocnienia wynosi
a20db/ dek . Przesuniecie fazowe czionu jest state i takze proporcjonalne do

rzedu —a%.[']].
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3. MODELOWANIE

3.1. Uktad pomiarowy

OPA 544 >—— 1 .
| + 'f Py o —
T Ugac(t) +7 u(t) tue(t) —— C
ol 1 €T 1

Rys. 4. Schemat uktadu pomiarowego

Uktad pomiarowy, (rys. 4) uzyty do zdejmowania charakterystyki
czestotliwosciowej superkondensatorow, sktada sie z wysokoprgdowego
wzmacniacza operacyjnego OPA544, ktéry pracuje w uktadzie wtornika
napieciowego, rezystora R oraz badanego superkondensatora. Do pomiaru
i zadawania napie¢ zastosowano karte DSpace DS1102 DSP. Badania

przeprowadzone zostaty na trzech niskoprgdowych superkondensatorach firmy
Panasonic o pojemnosciach C=0.047 F, C=0.1F, C=0.33 F [6].

3.2. Wyniki modelowania

Do modelowania superkondensatora na podstawie charakterystyki
widmowej uktadu ciggtego utamkowego rzedu zostata przyjeta nastepujgca
transmitancja [9]:

_ ch(S) _ RC n (Ti +Sga
1(s) (Tzs)
gdzie U, (s) jest transformatg Laplace’a napiecia na ultrakondensatorze, a I(s)

uc

G(s) (13)

jest transformatg pradu ptyngcego przez ultrakondensator.



Modelowanie superkondensatoréw przy uzyciu rachunku rézniczkowego ...

e BD T T T T T
o -
I, © Charakterystyka rzeczywista
= 60 H
E Charakterystyka teoretyczna
Pt
5 40 .
o
8 2D | | 1 1 1
10° 10° 10" 10” 10/ 10° 10’
Czestotliwosc [Hz]
D T T
el
2
= A -
% © Charakterystyka rzeczywista
L Charakterystyka teoretyczna
_1DD L Lol L gl L gl Ll L
10° 107 10" 10’ 10’ 10° 10°

Czestotliwosc [Hz]

Rys. 5. Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa i fazowa
ultrakondensatora o pojemnosci 0.047 F
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Rys. 6. Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa i fazowa
ultrakondensatora o pojemnosci 0.1 F
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Rys. 7. Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa i fazowa
ultrakondensatora o pojemnosci 0.33 F

Rysunki 5, 6 i 7 przedstawiajg wyniki identyfikacji parametréw modelu na
podstawie dopasowania parametrow charakterystyki teoretycznej do otrzymane;j
charakterystyki rzeczywistej superkondensatoréw o pojemnosciach C =0.047 F,

C=0.1F, C=0.33F. W wyniku tego dopasowania otrzymano nastepujace
parametry modelu ciagtego:

TABELA 1
Parametry modelu ciggtego otrzymane w wyniku dopasowania
charakterystyk.

Pojemnos¢
[F]

0.047| 0.48| 0.92| 0.1958| 0.0319 25.2430

0.1 0.48| 0.92| 0.1113| 0.0288 35.2773

0.33| 0.48| 0.92| 0.0630| 0.0460 25.4576

a | p T LE! R.[Q]

Na rysunkach 5, 6 i 7 wida¢ wyraznie, ze poprzez zastosowanie modelu
opartego na ukfadzie ciggtym utamkowego rzedu otrzymano bardzo dobrg
zgodnos¢ charakterystyk modelu z danymi eksperymentalnymi. Otrzymane
parametry pokazujg, ze zaleznosS¢ pomiedzy otrzymanymi parametrami modelu
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i superkondensatora nie jest trywialna, jednakze widac juz zaleznos¢ parametru
T4 od pojemnosci superkondensatorow. Dalsza analiza otrzymanych
parametréw wymagac¢ bedzie pomiarow rzeczywistej pojemnosci i rezystancji
superkondensatorow.

4. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawione zostato modelowanie ultrakondensatora za
pomocg modelu o utamkowym rzedzie rézniczkowym. Wyniki badan sg bardzo
obiecujgce. @ Otrzymana  charakterystyka  teoretyczna  pokrywa  sie
z charakterystyka rzeczywistg w petnym zakresie czestotliwosSci.

Dalsze prace bedg mialty na celu stworzenie modutu testujgcego
ultrakondensatory. Wykonywane bedg testy wptywu starzenia sie oraz przepie¢
na zmiane charakterystyki superkondensatora. Ciekawym problemem jest takze
analiza parametrow modelu w celu znalezienia ich relacji z fizycznymi
parametrami superkondensatoréw. Informacje te postuzg do budowy ukfadu
detekcji btedow.
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ULTRACAPACITOR MODELLING
USING FRACTIONAL CALCULUS

Grzegorz SARWAS

ABSTRACT In the paper using of the fractional calculus to
modeling dynamic of the ultracapacitor is presented. The author used
experimental setup contain electronic system with high current
amplifier OPA 544 and the DSpace DS1102 DSP control card to
obtain frequency diagrams of ultracapacitor. By using diagrams
matching the parameters of the fractional order model was obtained.
The result obtained by the author are very precise in wide range of
frequencies. The future work will be focused on finding the
dependency between parameters of the fractional order model and
physical parameters of the ultracapacitor. This information will be also
used for constructing the fault detection in circuit with ultracapacitor.



