Bartosz WALESKA

ANALIZA POLA W STRUKTURZE
NIEJEDNORODNEJ METODA ELEMENTOW
BRZEGOWYCH

STRESZCZENIE Ninigejszy  artykut  opisuje  metode
elementow brzegowych w analizie pola w strukturze niejednorodnej.
Zaprezentowano algorytm rozwigzywania tego typu problemow.
Jednoczesnie pokazane zostang rowniez wyniki obliczen dla
wybranej struktury wraz z prezentacjq graficzng rozwigzania. Analiza
kata projekcji oraz funkcji celu, pozwala na ocene jak daleko
symulowana struktura odbiega od struktury rzeczywistej.

Stowa kluczowe: metoda elementéw brzegowych, analiza pola,
tomografia impedancyjna

1. WSTEP

Problematyka wykorzystania metody elementéw brzegowych w analizie
pola zostanie przedstawiona na wybranym przyktadzie. W pracy pokazano
rozwigzanie dotyczace zagadnienia niejednorodnego. Rozpatrzono szczegoiny
przypadek obszaréw sagsiadujgcych w dos¢ specyficznym przypadku, kiedy
jeden z obszarow lezy wewnatrz drugiego.

mgr inz., Bartosz WALESKA,
e-mail: bartosz.waleska@onet.pl

Instytut Elektrotechniki

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 238, 2008



122 B. Waleska

Badanie pola podzieli¢ mozna zasadniczo na dwa zagadnienia. Pierwsze
obejmuje analize pola — i wystepuje wtedy, gdy poszukujemy informac;ji
o rozktadzie pola w danym obszarze. W tym przypadku uwzglednia sie takie
informacje jak ksztatt obszaru (obszaréw), warunki graniczne, wtasnosci
materiatowe, ewentualne zrodta pola. W tej pracy rozwazony zostanie przykfad
obejmujacy zagadnienie analizy. Drugie zwigzane jest z zagadnieniem zadania
odwrotnego. Polegajg one na wyznaczeniu np ksztattu obiektu przy znanym
wspotczynniku materiatowym.

Jezeli jest to zagadnienie bezzrodtowe, wéwczas opisane jest rownaniem
Laplace’a:

Viu=0 (1)

Jezeli wystepuje zrodto wewnetrzne, zagadnienie jest opisane
rownaniem Poissona:

Viu=-f (2)

W obu przypadkach u oznacza funkcje opisujaca zagadnienie, f oznacza
znana funkcje.

Istniejg réwniez inne réwnania pola, ale w tej pracy nie bedg one
poruszone. Wsrdéd warunkéw brzegowych wyr6znic mozemy warunek
pierwszego rodzaju (Dirichleta), ktory wystepuje wowczas, gdy okreslona jest
warto$¢ funkcji pola na brzegu obszaru. Jezeli podajemy warto$¢ pochodnej
normalnej (warto§¢ pochodnej funkcji pola w kierunku normalnym), wowczas
okreslamy warunek drugiego rodzaju (Neumana). Mozna wyrdzniC jeszcze
warunek trzeciego rodzaju (Hankela lub Robina).

Réwnanie catkowo-brzegowe opisujgce warto$¢ pola z uwzglednieniem
warunkow brzegowych okresla sie mianem rownania MEB (metody elementéw
brzegowych).

cu, +J:uaa—idS=£G2—ZdS+ngdQ (3)

2. PRZYKLADOWE ZADANIE

Badany obiekt opisany jest graficznie przez dwa kwadraty o wymiarach
odpowiednio 10 i 6 cm zawarte jeden w drugim. Krawedzie kwadratow okreslajg
brzegi poszczegdlnych obszaréw. Brzeg zewnetrzny oznaczymy poprzezsS,,
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brzeg wewnetrzny oznaczymy poprzez S, . Na brzegu zewnetrznym okreslimy

warunki Dirichleta i Neumana. Na brzegu dolnym zadany jest warunek
Dirichleta o wartosci 0 V, na brzegu gérnym réwniez, o wartosci 10 V. Na lewym
i prawym brzegu zadany jest warunek Neumana o wartosci 0 (pochodna
normalna jest réwna 0). Okreslimy rowniez wspoétczynnik materiatowy =1/4,
zapewniajgc niejednorodnos¢. Pierwszym zadaniem bedzie wyznaczenie

wartoéci brzegowych na brzegu wewnetrznym ( ? i u) oraz brakujgcych
n

wartosci brzegowych zewnetrznych (czyli jak znamy warto$¢ u, na brzegu

L . ou
dolnym i gérnym to wyznaczenie na tym brzegu ot a na brzegu lewym
n

i prawym obliczenie wartosci u ).

12
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Rys. 1. Przyktadowe zadanie

2.1 Sformutowanie rownan catkowych

Réwnania opisujgce przedstawione zadanie sg nastepujace:

ciu,i+fu,aidS+Iu,aidS:IG,
’ on, o on, H

Sy

uy
on, on,

(4)

ds + [ G, LT
SII



124 B. Waleska

CUuy,; + juu oGy ds = IGH ZMH

Su ny Si ny

ds ()

Nalezy wspomnie¢ o warunkach ciggtosci potencjatu ktory na brzegu S,

nie moze zmienic¢ sie skokowo w odréznieniu od pochodnej normalnej. Kierunek
pochodnej normalnej obszaru | na brzegu I-Il jest przeciwnie skierowany do
pochodnej normalnej obszaru Il na tym brzegu — stad w réwnaniu 7 znak minus.
Zapiszemy to w postaci:

”11711 = uﬁu (6)

ou’ ou”

=—7— 7
6141 I anH I-11 ( )

Pierwszym etapem rozwigzania bedzie przeprowadzenie podziatu brzegu
na mate elementy (dyskretyzacja brzegu). Na im wiecej elementéw podzielimy
brzeg tym lepiej (tym doktadniejsze otrzymamy wyniki), podczas obliczen

przyjeto, ze w elemencie wartosci n i u sg niezmienne. To zatozenie nie musi
n

byC prawdziwe, ale jezeli przyjmiemy, ze element jest dostatecznie maty, to
popetniany btad réwniez jest niewielki. Brzeg podzielono odpowiednio na J,

i J, elementow. Dla utatwienia przysztych réwnan przyjeto, ze liczba tych
elementow jest taka sama J,=J, =N

cu,l—i-ZIuIaG au’dS—i—ZjG 6u,

J=ls, J=ls oy J=ls, J=LS g

(8)

CUy +z j uu ”dS Z IGH Zu” ds 9)

J=l sy i J=LS n

Wprowadzono dodatkowe oznaczenia:
~ oG
A, = j —ds (10)

Gy = | Gds (11)

Sj
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Jesli umiesci sie punkt i w wezle elementu 1, mozna dokona¢ pewnego
uproszczenia. Lewg czes¢ rownania mozemy wowczas rozpisac jako:

cu, +uH,, +u,H,+..+u,H,, =u(c, +H, ) +u,H,+..+u,H,,
(12)

Wprowadzajgc nowe oznaczenia:

¢+H,=H,, H,=H, (13)
Ostatecznie mozna réwnania catkowe zapisa¢ w postaci:

H U+ HyUy, =G0; + G0 (14)

HyUy =G, 0y (15)
Wspétczynnik ¢ przyjmuje wartosc:

| wewnatrz obszaru
¢ =10.5na brzegu obszaru (16)

0 poza obszarem

Te réwnania natomiast juz bardzo tatwo przestawi¢ w zapisie macierzowym,
w postaci 4% = B, gdzie wektor ¥ stanowi niewiadome.

0,
_Gll H111 _GIII UI _ _HIIUII (17)
0 G -G" | ] 0

QII

To jest oczywiscie postac ogodlna. Nalezy zwrocic uwage, ze
w omawianym przypadku zaprezentowany powyzej wektor x zawiera nie tylko
niewiadome. Z tresci zadania wynika, ze zadeklarowane sg dwa warunki
brzegowe. W odpowiedni sposdb nalezy zmodyfikowac¢ zapis macierzowy.

2.2. Dyskretyzacja brzegu

Odpowiednie przedstawienie zapisu macierzowego poprzedzi¢ nalezy
dyskretyzacjg brzegu. Przyjmijmy, ze w naszym przypadku wykorzystamy
dyskretyzacje 8 elementowa.
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10 =

14 13

Rys. 2. Dyskretyzacja brzegu

Z tresci zadania wynika, ze znamy

ou
_ _ 1
u, =0,u,=0—

N3
Pozostate parametry nalezy obliczy¢. Zmieniamy zapis macierzowy by

odzwierciedlat nasz przypadek.

Ouy oy _ o, 0

5 =0,u,;s =0,u,, =0,— 3
Ny 1y o s

=0, =0.

111 _H111U111
112 _H112U112
U113 G113 1113
~ U114 G1[4Q1[14
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Analiza pola w strukturze niejednorodnej metodg elementéw brzegowych

127

Zwréémy jeszcze uwage na

i macierzy.

Zapis A% = Bma rozmiary (24x24) (24x1) = (24x1)
— G}, ma rozmiar (16x1)
H |, ma rozmiar (16x8)
H; ma rozmiar (8x8)

rozmiary poszczegolnych wektorow

2.3. Wyniki obliczen

Wektor rozwigzania uzyskuje sie w wyniku obliczenia:

X=A'B

Pozwala to na uzyskanie wartosci:

[—1.5813]
—1.5813
—0.2121
0.2117
1.5813
1.5813
0.2117

|- 0.2121]

[3.4873 ]
3.4873
4.0636
5.9479

1 6.5241

6.5241
5.9479

| 4.0636 |

o/

[1.9016
1.9016
0.5180
-0.5174
—1.9010
—-1.9010
-0.5174

0.5180

(20)

2.4. Rozwigzanie w formie graficzne;

Na rysunku 3 przedstawiono uzyskane rozwigzanie graficzne. Wyraznie
widoczny jest rozktad potencjatlu w | obszarze oraz zaprezentowany jest Il
obszar charakteryzujacy sie innym wspoétczynnikiem materiatowym.
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Dyskretyzacja: 24elem.

X

Rys. 3. Rozwigzanie w formie graficznej

2.5. Katy projekcji — nawigzanie do tomografii
impedancyjnej

W zasadzie powyzsze zadanie stanowi etap wstepny do rozwigzywania
zagadnien tomografii. Zgodnie z definicjg tomografia — jest to otrzymywanie
obrazu wnetrza obiektu na podstawie pomiaréw z zewnatrz (na brzegu).

Projekcja pola odbywa sie po linii, istniejg wiec dwie elektrody zasilane
(pradowe) oraz wiele elektrod pomiarowych (napieciowych).
Zasymulowanie takiej projekcji wyglada tak jak przedstawiono na rysunku 4.
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Wartosc| brzegowe, projekcja: 1
12
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Rys. 4. Kat projekcji wraz z informacja o wartosciach brzegowych

16

Obiekt badany ma wymiary geometryczne jak w punkcie 2. Wspétczynnik
materiatowy wynosi 7=1/4, Dyskretyzacja 24 elementowa na kazdy brzeg.
Elektroda 13 jest zasilana (warto$¢ U13=10), oraz elektroda 1 (wartos¢ U1=0)
pozostate elektrody sg pomiarowymi. Na podstawie tych danych rozwigzuje sie
zadanie i wyznacza brakujgce wartosci. llos¢ katdow projekcji wymaganych dla
takiego zadania wynosi 'z ilosci elektrod, czyli w naszym przypadku 12 katow
projekcji. Pozostate katy projekcji zostaty zaprezentowane na rysunkach

ponizej.

Rozktad pola w formie graficznej zostat zaprezentowany na rysunku 5.

Zostat on przedstawiony dla pierwszego kata projekcji.
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Dyskretyzacja: 24elem.Obraz po: 7Tsek

=)

Rys. 5. Rozklad pola dla 1 kata projekcji



131

WV

/

<
ke
e
g
°
(5]
<
IS
]
N
S
N~
3
=S
%]
= (4] 13 ot
&
o
Q
O
N

.

6!

—
2

)

=
AN

1Y




132 B. Waleska

Rodzina wykresow w zaleznosci od kata projekcji zostata przedstawiona
na rysunku 6. Wektor pomiarowy tworzg dane z napie¢ na brzegu zewnetrznym
z wszystkich dwunastu katow projekcji. Jedynie taki wektor dostepny jest jako
dane wejsciowe (nie wiadomo w jaki sposOb powstat, jest on wynikiem
pomiarow rzeczywistego obiektu). Celem jest uzyskanie informacji jak wyglada
wnetrze obiektu. Tak postawione zadanie jest przypadkiem zadania odwrotnego
— chcemy poznacC ksztalt brzegu wewnetrznego oraz ustali¢ informacje
0 wspoétczynniku materiatowym. Wiadomo jakimi warto$ciami zasila¢ elektrody
pradowe. Budujemy zadanie w sposob identyczny: zaktada sie pewien ksztatt
(wymiary) brzegu wewnetrznego oraz wspofczynnik materiatowy. Zasila
w odpowiedni sposob elektrody pomiarowe i symuluje 12 katdw projekciji.
Wektor symulacyjny buduje sie zbierajgc wyniki napie¢ ze wszystkich elektrod.
Poréwnujemy wektor symulacyjny z pomiarowym, sprawdzajac jak odlegte sg
zatozenia od celu. Zmienia sie parametry wejsciowe (ksztatt, wspotczynnik
materialowy) i powtarza symulacje. Po dokonaniu ponownej oceny
wykorzystujgc funkcje celu.

S =0 =0 S U, ~U,) (21)

Nalezy wykona¢ optymalizacje uzyskania funkcji celu, co pozwoli na
odtworzenie w symulacji obiektu i uzyskanie zblizonych (takich samych)
wartosci jak wartosci wejsciowe (pomiarowe). Rozwigzanie takie pozwala na
uzyskanie informacji o wartosciach brzegu wewnatrz obiektu oraz informacji
0 wspétczynniku materiatowym.
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FIELD ANALYSIS IN SELECTED GEOMETRIC STRUCTURES USING
BOUNDARY ELEMENT METHOD

Bartosz WALESKA

ABSTRACT Present document shows Boundary Element
Method analysis in selected geometric structures. It concern non-
homogeneous example include solution algorithm. Also included is
numeric calculations (results) for one structure with graphic solution.
It brings short definition of angel projection and point function. Point
function define how close is numeric calculation (solution) to real
structure.



