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PERTURBACJE Z OBLICZANIEM
POLA MAGNETYCZNEGO SOLENOIDU

STRESZCZENIE Przeanalizowano algorytmy do obliczania
indukcji  magnetycznej w solenoidzie z uwzglednieniem modeli
strukturalnych o rdéznych stopniach uproszczenia, pod katem
widzenia wykorzystania wynikow obliczern przy analizie rozwigzan
technicznych uktadéw pomiarowych wykorzystujgcych zjawisko
magnetooptyczne Faradaya. Korzystajagc z opracowanego przez
autora pakietu programow komputerowych zaprezentowano niektore
wyniki obliczen sktadowej osiowej i radialnej indukcji magnetycznej
w samym solenoidzie ipoza jego kranicami, co pozwolito ocenic
praktyczng dopuszczalnos¢ wybranych modeli  strukturalnych
Z punktu widzenia osigganych doktadnoSci obliczen.
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1. WPROWADZENIE

Zainteresowanie tematem obliczania pola magnetycznego w solenoidzie
wynika z potrzeb projektu badawczego* prowadzonego w Instytucie
Elektrotechniki, ktérego przedmiotem jest zastosowanie rotacji Faradaya
w uktadach zawierajgcych maszyny i aparaty elektryczne. Zjawisko
magnetooptyczne zwane zjawiskiem (lub rotacjg) Faradaya polega na tym, ze
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gdy na liniowo spolaryzowany strumien swietlny w srodowisku dielektrycznym
oddziatuje stacjonarne pole magnetyczne, ktérego wektor indukcji jest skierowany
zgodnie z kierunkiem strumienia Swietlnego, to jego ptaszczyzna polaryzaciji
ulega skreceniu o kat:

B=VBd (1)

gdzie B - indukcja magnetyczna, 4 — dtugos¢ obszaru pola magnetycznego
dziatajgcego na strumien Swietlny, )’ — stata Verdeta, wyrazona w rad/(T'm).

Kierunek skrecenia ptaszczyzny polaryzacji moze by¢ zgodny z ruchem
wskazéwek zegara lub przeciwny, w zaleznoéci od tego, czy kierunki strumienia
Swietlnego i wektora indukcji magnetycznej sg réwno- czy antyréwnolegte.

Na zjawisku Faradaya opiera sie dziatanie pewnych przyrzadow
pomiarowych. W Instytucie Elektrotechniki prowadzi sie aktualnie prace
badawcze co do mozliwosci jego wykorzystania w maszynach i aparatach
elektrycznych [8]. Odpowiednie konstrukcje moga polegaé na usytuowaniu
Swiattowodu wewnatrz solenoidu wytwarzajgcego pole magnetyczne. Przez
Swiattowdd przepuszcza sie liniowo spolaryzowany strumien swietlny i mierzy
sie skrecenie kata polaryzacji po drugiej stronie solenoidu.

Niniejsza praca jest poswiecona technice obliczania indukciji
magnetycznej w prostoliniowym solenoidzie, zarbwno w jego wnetrzu jak
i w obszarach poza wiasciwym solenoidem, tj. wszedzie tam, gdzie miatby by¢
usytuowany sSwiattowdd. Indukcja magnetyczna wewnagtrz solenoidu nie jest
stata w poszczegodlnych punktach solenoidu, lecz wykazuje charakterystyczng
zmienno$¢ osiowa i promieniowa. Zeby na podstawie zmierzonego skrecenia
kata polaryzacji promienia Swietinego mozna byto wnioskowaé o wartosci
indukcji magnetycznej, jej rozktad przestrzenny w samym solenoidzie i poza
jego krancami powinien by¢ iloSciowo rozpoznany i obliczony z wystarczajgca
doktadnoscia.

Klasyczna  elektrotechnika  zajmowata sie  problemem  pola
magnetycznego w solenoidzie juz od bardzo dawna dostarczajgc szeregu
wzoréw matematycznych na obliczanie indukcji magnetycznej w solenoidzie,
patrz [3] i [6]. Poszczegdlne wyrazenia podawane przez réznych autoréw roznig
sie miedzy sobg przyjmowanymi zatozeniami upraszczajgcymi, co skutkuje
pewnymi rozbieznosciami w doktadnosci obliczanych wynikow.

Przystepujac do zreferowania tego problemu wprowadzimy podstawowe
oznaczenia:

Ns— liczba zwojéw cewki solenoidu, przy czym ograniczamy sie tutaj do
uzwojenia jednowarstwowego”,

Y Uzwojenie wielowarstwowe uwzglednia sie w drodze prostej superpozycji wynikow.



Perturbacje z obliczaniem pola magnetycznego solenoidu 7

Ls— dtugos¢ solenoidu, ktorg traktujemy jako rowna: ps (Ns — 1), gdzie pg
reprezentuje poskok osiowy uzwojenia réwny szerokosci przewodu
liczonej wraz z izolacjg plus odstep miedzyuzwojeniowy,

Rs— sredni promien solenoidu liczony od jego osi do srodka przekroju
przewodu cewki,

Is — prad solenoidu.

Przytoczymy tu uproszczenia przyjmowane przez roéznych autorow
w teorii pola magnetycznego solenoidu [3], [6], [7]. Wedtug zasadniczej idei tych
uproszczen rozmiar przekroju przewodu tworzacego solenoid jest
zaniedbywany. Wyr6znimy tu 3 podstawowe warianty:

1. Dziatanie magnetyzujgce cewki sprowadza sie do dziatania oktadu pradu
kreslonego jako rS=NsIs/LS. Okfad ten traktuje sie jako roztozony

réGwnomiernie: obwodowo na promieniu Rg i osiowo na catej dtugosci Ls
solenoidu; wymiar geometryczny przekroju przewodu jest w tym modelu
zaniedbywany.

2. Cewka solenoidu jest modelowana przez uktad Ng wspétosiowych cewek
0 promieniu Rg, usytuowanych w odstepach pgs i wiodacych prad I, przy
czym prad ten traktuje sie jako skupiony w $rodku przekroju przewodu.
Tak jak w poprzednim modelu wymiar przekroju przewodu jest tu wiec
tez pomijany. Zaniedbuje sie takze wptyw pradu w potagczeniach
poszczegodlnych cewek, ktoéry nota bene moze podlega¢ oddzielnemu
obliczeniu.

3. Cewka solenoidu tworzy linie spiralng o promieniu Rg i 0 poskoku ps, co
odpowiada rzeczywistej strukturze cewki solenoidu, lecz prad /5 jest tu
rowniez traktowany jako skupiony w $rodku powierzchni przekroju
przewodu.

Wszystkie trzy wymienione tu modele moga mie¢ zastosowanie do
obliczenia indukcji magnetycznej w solenoidzie w tych przypadkach, gdy
stosunek wymiaréw przekroju przewodu do promienia solenoidu Rg jest
dostatecznie maty. Gdy to nie zachodzi, to obliczanie pola w solenoidzie i poza
jego krancami powinno uwzglednia¢ rzeczywisty, rownomierny rozktad pradu po
catej powierzchni przekroju przewodu. Modele odpowiadajgce tej sytuacji nie sq
na ogot rozpatrywane w monografiach z teorii elektrotechniki. W niniejszej pracy
zamieszczono odpowiednie wyrazenia catkowe, ktorymi autor postuzyt sie
opracowujgc programy komputerowe do obliczania indukcji magnetycznej
w solenoidzie z uwzglednieniem rzeczywistych wymiaréw przewodow, patrz
Dodatek 2. Podano tu réwniez wybrane wyniki obliczen charakteryzujace
stopien dopuszczalnosci niektérych uproszczen, wszystko pod katem widzenia
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rozktadow indukcji magnetycznej, ktora ma oddziatywac na swiattowod z liniowo
spolaryzowanym promieniem swietinym w urzgadzeniach elektrotechnicznych
wykorzystujgcych zjawisko Faradaya.

2. PRAWO BIOTA-SAVARTA

Podstawg fizyczng do obliczania wielkosci pola magnetycznego
w solenoidzie jest prawo Biota-Savarta, zapisywane klasycznie jako zalezno$¢
natezenia pola magnetycznego (w wybranym punkcie P przestrzenni) od pradu
elektrycznego w przewodzie okreslonego ksztattu, przytaczane tradycyjnie
w postaci:

d/
HP)= _I_SJ'# (2)
4TEC rqp

gdzie C symbolizuje trase przewodu wiodgcego prad elektryczny o wektorowym
elemencie rézniczkowym pradu [;dl, przy czym rqp reprezentuje wektor

wodzacy (o normie 7p ) skierowany od usytuowanego na C punktu zrédtowego

Q do punktu polowego P.

W interesujgcych nas zastosowaniach wyrazenie (2) dotyczy punktu P
w przestrzeni z wylgczeniem samego przewodu. Gdy przewod znajduje sie
w Srodowisku powietrznym lub dielektrycznym, to indukcje magnetyczng w P
oblicza sie oczywiscie jako

B(P)= u, H(P) (3)

gdzie u, oznacza statg magnetyczna.

W niniejszym artykule rozpatrzono najpierw wymienione powyzej
podejscia przyblizone zaniedbujagce wymiary geometryczne przekroju
przewodu. W tych przypadkach prawo Biota-Savarta (2) (z uzupetnieniem (3))
stanowi wystarczajgcg podstawe algorytmdéw obliczeniowych.

W  przypadku, gdy wymiar przekroju przewodu nie moze byc
zaniedbywany, prawo Biota-Savarta musi uwzglednia¢ rowniez catkowanie po
powierzchni przekroju przewodu i trzeba je rozpatrywa¢ w rozwinietej postaci;
zapisujac je dla wektora indukcji magnetycznej, otrzymamy:

dl/
_ ,U;)Us'” ><”QP (4)
T s Ta
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gdzie og oznacza gestos¢ pradu w przewodzie, S symbolizuje przekrgj
przewodu, a ds to jego skalarny element rdzniczkowy. Analiza numeryczna
dostarcza wskazowek, w jakich przypadkach rzeczywisty rozmiar przewodu
solenoidu powinien by¢ w obliczeniach uwzgledniany — wyrazenie (4), a kiedy
dopuszczalne jest interpretowanie pradu przewodu solenoidu jako skupionego
w geometrycznym srodku jego przekroju — wyrazenia (2) i (3).

Zapisanie  konkretnych wyrazen matematycznych na indukcje
magnetyczng B w solenoidzie i w jego otoczeniu, Scislej na jej trzy sktadowe,
przy uwzglednieniu skonczonych wymiarow przekroju przewodu wymaga
catkowania numerycznego; w opracowanych programach komputerowych autor
postuzyt sie kwadraturg Gaussa, a wyrazenia szczego6towe zastosowanej tu jej
wersji dwuwymiarowej przytoczono w Dodatku 2.

3. POLE MAGNETYCZNE NA OSI| PETLI Z PRADEM

W zaleznosci od rodzaju przewodu petli z pragdem mozna wyréznié trzy
przypadki:
e gdy caly prad traktuje sie jako skupiony w geometrycznym s$rodku
przekroju przewodu petli (rys.1),
e gdy uwzglednia sie, ze gestos¢ pradu jest roztozona réwnomiernie po
catym przekroju prostokgtnym przewodu, o bokach 2a x 2b (rys. 2),
e i podobnie dla przewodu o przekroju kotowym, o srednicy 2R (rys. 3).

Przypadek 1.
Petle w ksztatcie okregu traktujemy jako model podstawowy dla catej

teorii solenoidu; podamy tu formalny tok rozumowania prowadzgcy od prawa
Biota-Savarta do wyrazenie na indukcje magnetyczng w osi petli.

Rysunek 1 pokazuje petle utworzong z przewodu (o zaniedbywanych
rozmiarach przekroju) wiodacego prad elektryczny I ktéra jest uformowana
jako okreg kota o promieniu R,. Przyjmiemy globalny uktad wspoitrzednych
prostokatnych (x,y,z) o poczatku w geometrycznym srodku petli, przy
oznaczeniach i, j, k, dla odpowiednich wektorow jednostkowych. Zastosujemy
podwodjne oznaczenia poszczegodlnych skiadowych: dla punktu polowego P
zachowamy oznaczenia podstawowe x, y, z, przy czym petla z pragdem bedzie
usytuowana w ptaszczyznie (x, ), a osi petli przyporzadkowujemy zmienng z.
Rozpoczynajgc analize od pola tylko na osi petli ograniczamy sie do punktu
polowego P(0, 0, z4), ktéry mozemy oznaczac skrétowo jako P(z4). Dla punktu
zrodtowego Q stosujemy oznaczenia wspotrzednych o blizniaczych symbolach

& n, ¢ Punkt Zrodtowy rozpatrujemy jako zlokalizowany w geometrycznym
srodku przekroju przewodu petli, tak wiec Q(&,7, 0) = Q(¢, ).
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Rys. 1. Struktura geometryczna petli z pradem

Przez dl=-iRgsingd¢+ jRscosg dg oznaczamy wektorowy element

rézniczkowy trasy opisujacej petle, a wyrazenie /;dl reprezentuje wektorowy
element rézniczkowy pradu petli. Wektor wodzacy rqe jest skierowany od
punktu zrédtowego Q do polowego P i wyraza sie jak nastepuje:

rqp =i(0—Rscosg)+ j(0—Rssing)+k(z —0)=—i Rscosp— jRgsing+k z,
)

a jego norma euklidesowa jest dana wyrazeniem:

Fap =|fap| = [R2c0S? ¢+ REsin® ¢+ 27 = \[R2 + 2} (6)

Zastosujemy prawo Biota-Savarta, przy czym iloczyn wektorowy
zapisujemy w postaci wyznacznika:

i j k
—Rssingd¢ Rgcosgdg 0
BP)=- ol T —RsCOS$  —Rgsing  z 7
 4n 2 2\
0 (RS + z; )

Pierwsza, proporcjonalna do i sktadowa iloczynu wektorowego ma licznik
rowny z;Rgcos¢gdg, a wiec po catkowaniu w granicach kata petnego znika,

i podobnie druga sktadowa proporcjonalna do j, czego oczywiscie mozna sie
spodziewa¢ ze wzgledu na symetrie osiowg pola magnetycznego. Tak wiec
w punkcie P istnieje tylko sktadowa z-owa indukcji magnetycznej, a wiec tylko
wyraz proporcjonalny do wektora jednostkowego k. Po wykonaniu catkowania,
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ktore w tym przypadku sprowadza sie do prostego wymnozenia przez 2m,
otrzymuje sie nastepujgce wyrazenie:

2n(R2 cos® ¢+ RZ sin® ¢ 2
B (Z)::UOIS J.( S S )d¢::uOIS RS (8)
2 4 2, 2\ 2 2, 272
0 (Rs—i-Zl) |:RS+Zl]

ktore w podrecznikach elektrotechniki jest powszechnie przytaczane w postaci:

BZ(ZI): Lols 1
e la(z/mg) |

Przyktadowo dla danych: I = 1 000 A i Rg =10 mm otrzymuje sie dla
punktu polowego P okreslonego przez z1 nastepujace wartosci B.(z4):
z1= 0mm, B.(0) =62,832mT
Z1= 5 mm, B.(5) =32,170 mT
z4= 10 mm, B.(10) = 22,214 mT.

177 » Patrz np. [3].

Przypadek 2.
Rozpatrujemy przewdd petli o bokach przekroju 2a i 2b, rysunek 2. Za

zrodto wzbudzenia pola przyjmujemy teraz nie prad elektryczny, lecz gesto$¢
pradu o, =1, /4ab roztozong réwnomiernie po catym przekroju przewodu. Teraz
zamiast wzoréw (2) i (3) trzeba zastosowaC wyrazenie (4) uwzgledniajgce
catkowanie po powierzchni przekroju. Zastosujemy tutaj cylindryczny ukfad
wspotrzednych (7, 6, z), ktore dla punktéw zrodtowych oznaczymy jako (p, ¢, {).
Dzieki symetrii osiowej struktury petli o prostokatnym przekroju przewodu
mozna przy catkowaniu postuzy¢ sie prostokatnym, dwuwymiarowym uktadem
wspotrzednych  globalnych (o, ¢), tj. podukfadem globalnego uktadu
cylindrycznego (r, 6, z) z oznaczeniami zmiennych jak dla punktu zrédtowego.

Wyrazenie na wspoétrzedng osiowg indukcji magnetycznej w punkcie
polowym P(z4) bedzie w tym ukitadzie okresSlone nastepujacg catkg
powierzchniowa;:

Rs+b a

2
B,(5) =022 pdedp ©)
1 2 RSJ.b J.a[p2+(zl _4,)13/2

ktora mozna obliczy¢ kwadraturg Gaussa, patrz Dodatek 2, jak nastepuje:
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N N 2w,
Bz)= sy 3P (10)

o1 |:p12'+(zl_§l~)2:|3/2

gdzie ¢;=a-U;; p;=Rs+b-U;, przy czym U;,U;, W;,W; — wspotczynniki
i wagi kwadratury rzedu N, np. N = 4 — patrz Dodatek 2.

r
r
T N
4,¢ \ R.
—
T Nl
2a Z1 Z1
z z
Rys. 2. Petla z pradem o przekroju Rys. 3. Petla z pradem o przekroju
prostokatnym kotowym
Przypadek 3.

Rozpatrzymy teraz przewod o przekroju kotowym. W tym przypadku
wygodnie jest postuzy¢ sie pomocniczo nowym lokalnym uktadem
wspotrzednych biegunowych (/I,go) zdefiniowanym na powierzchni przekroju

przewodu (rys. 3). Sktadowa osiowa indukcji magnetycznej na osi petli wyraza
sie teraz nastepujaca catka:

nR
B(z)=”°“32HC p_Adide (11)
z\“1 o) ) 5 3/2

0 0[,0 +(Zl_§):|

gdzie p=Rg+Asing,{ =Acose. Stosownie do (D2-2) obliczenie tej cafki

mozna przeprowadzi¢ podang ponizej kwadraturg, w ktorej wspoétczynniki i wagi
kwadratury Gaussa stosuje sie tylko do zmiennej p, a wobec zmiennej ¢
przyjmuje sie dyskretyzacje polegajacg na M-krotnym (np. M =16) podziale
kata petnego. Tak wiec, po dokonaniu stosownych podstawien bedzie:
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M 20 W,
pa)-lalsdny s OA T

3/2
(o2,

(12)

: R 2 :
gdzie A, :7°(1+Ul.); ®; :ﬁn(j—l); pij =Rg+A;sing;; £, = A,cosp;.

Poréwnanie wynikow obliczenia sktadowej osiowej indukcji magnetycznej
wzbudzonej pragdem pojedynczej petli dla trzech wyzej oméwionych wariantow
pokazano na rysunku 4. W punkcie P odpowiadajgcym z; = 0 (Srodek
geometryczny petli) réznica na korzys¢ pradu skupionego w osi przekroju
przewodu (krzywa 1) jest wyrazna, 83,8 mT wobec 78,0 mT dla przekroju
kotowego (krzywa 2) i 72,7 mT dla przekroju kwadratowego (krzywa 3).
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punkt na osi liczony od srodka petli, mm

Rys. 4. Sktadowa osiowa indukcji magnetycznej wzbudzonej petlg z pradem I =1 000 A,

Rs = 7,5 mm : 1 — prad skupiony w osi przewodu petli, 2 — przewdd o przekroju kotowym

R. =5,0 mm, 3 — przewdd o przekroju kwadratowym a = b =5,0 mm

W miare oddalania sie punktu polowego od srodka petli nastepuje
oczywiste zmniejszanie wartosci indukcji magnetycznej, lecz dla wartosci z4
zblizonej do kranca bocznego przekroju przewodu (z1=a, czy tez, z1=R)
indukcja magnetyczna dla przypadku kwadratowego nieznacznie przewyzsza
indukcje przy przewodzie kotowym, co oczywiscie ttumaczy sie oddziatywaniem
gestosci pradu w obszarze dolnego naroza przekroju kwadratowego. Przy
dalszym oddalaniu sie punktu P(z4) od petli z prgdem wptyw rozmiarow
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przekroju przewodu zanika. Z danych powyzszego przyktadu wynika wazny
wniosek, co do dopuszczalnych uproszczen przy obliczaniu pola
magnetycznego w catym solenoidzie sprowadzajacych sie do dopuszczalnosci
pomijania wptywu rozmiarow przekroju przewodu, szczegdlnie w przypadku
dtuzszych solenoidéw.

4. POLE MAGNETYCZNE W OSI SOLENOIDU

Przechodzac od analizy pojedynczej petli do pola magnetycznego w osi
solenoidu rozpatrzymy 3 modele strukturalne:
¢ model tubowy z oktadem pradu,
e uktad wspotosiowych petli z pradem,
e solenoid o uzwojeniu spiralnym.

4.1 Model tubowy z oktadem pradu

Najprostszym  modelem  strukturalnym  solenoidu przytaczanym
w podstawowych podrecznikach z zakresu elektromagnetyzmu, patrz [3] i [6],
jest tuba o dlugosci Ls, i 0 promieniu R, na powierzchni ktérej wystepuje
gestosc¢ liniowa pradu (okfad pradu) o wartosci z, = NSIS/Ls skierowana stycznie

do powierzchni tuby (rys. 4).

—Ly/2 LJ2
T

B \%

VA

v

\ A\

Rys. 5. Tubowy model solenoidu z okltadem pradu 7

Model ten o tyle rozni sie od petli, ze zamiast przyjmowania w obliczeniach
statej wartosci pradu skupionego w srodku przewodu petli musi by¢
przeprowadzone catkowanie gestosci liniowej pradu 7 wzgledem zmiennej
zrodtowej ¢, Zamiast wyrazenia (8) otrzymamy wiec:
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Ls./2 2
B.(z)= s Rsde (13)

2 L [Rsz +(z —g)ZT/Z

Wyrazenie to daje sie scatkowac analitycznie po podstawieniu: ¢ =z, — R ctg S

S

P2

i konsekwentnie d¢ =
sin” g

df, co prowadzi do prostego wzoru na sktadowg

osiowg indukcji magnetycznej w osi solenoidu reprezentowanego modelem

tubowym z oktadem pradu:

-
Bz(zl):];[SLIS [ sinpdp (14)
S B

w ktérym w granicach catki wystepujg wartosci kosinuséw katéw S+ i S2

pokazanych na rysunku 5. Po scatkowaniu otrzymuje sie:

BZ(zl)zﬁ[cosﬁlJrcosﬁz] (15)
2L
Lg£2z

gdzie cos f,, = - =
\/4RS +(Ls £22))

Oczywiscie powyzsze wyrazenie wprowadza petne usrednienie wynikéw
obliczenia i nie uwzglednia subtelnego wptywu rzeczywistych wymiarow
przekroju uzwojenia solenoidu ani odstepow miedzyzwojowych, ktére majg
dyskretny charakter.

4.2. Pole magnetyczne w osi uktadu
wspotosiowych petli z pradem

Solenoid mozna takze analizowa¢ w oparciu o inny model uproszczony,
jako ukfad identycznych, wspotosiowych petli w liczbie Ng zasilanych
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identycznym pradem /s. Sktadowg osiowg indukcji magnetycznej w osi takiego
uktadu otrzymuje sie przez proste sumowanie indukcji wzbudzanej prgdami
poszczegodinych petli z uwzglednieniem ich wzajemnej odlegtosci.
W obliczeniach dogodnie jest przyjaC poczatek ukfadu wspotrzednych
w geometrycznym srodku uktadu petli, tj. w $rodku petli sSrodkowej, gdy liczba
petli Ng jest liczbg nieparzysta, lub w Srodku miedzy dwoma centralnymi petlami
przy parzystym Ng.

Na przyktad w przypadku, gdy caty prad poszczegolnych petli jest
traktowany jako skupiony w srodku przekroju przewodu, to dla sktadowej
osiowe] indukcji magnetycznej w osi solenoidu obowigzywaé bedzie
odpowiednia, tatwa do zaprogramowania suma wyrazen (8),

(16)

Ng+1

gdzie ¢j = ps(k— j okresla potozenie poszczegdlnych petli wzgledem

srodka solenoidu, przy czym ps — poskok uzwojenia solenoidu.

W przypadku uwzgledniania gestosci pradu roztozonego réwnomiernie
po powierzchni przekroju przewodu poszczegolnych petli, odpowiednie
wyrazenia otrzymuje sie w drodze prostych uogélnien wzoréow (10) i (12).
Bedzie wiec dla solenoidu o przewodzie prostokatnym, zgodnie z (D2-1):

3/2

Hol. Shhy
B(Zl): 83222 2
k=1i=1 j=1 [p.]2.+(21—(§i+4k)) }

i dla solenoidu o przewodzie o przewodzie okragtym, zgodnie z (D2-2):

Ny N M 2 W
PYBPRCILEL) 3) 3) R AL A (18)

- [pizi +(Zl ‘(4:1 + 4"))2}3/2

gdzie & jak w (16), & p; jak w (10), a py, & 4 jak w (12).
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4.3. Pole magnetyczne w osi solenoidu
o spiralnej linii uzwojenia

Najdoktadniejsze obliczenie indukcji magnetycznej w osi solenoidu
otrzymuje sie traktujgc linie uzwojenia solenoidu jako odpowiadajgcq
rzeczywistosci linie spiralng S o $rednim promieniu R, dla ktérej réwnania we
wspoétrzednych walcowych 7, 6,z (zapisane w blizniaczych wspotrzednych
o, ¢, ¢ jak dla zmiennych punktu zrodtowego) sg nastepujgce:

p=Rs ; {=%%¢ (19)
lub we wspétrzednych kartezjanskich:

§=Rscosg ; n=Rgsing ; Zzg—;(ﬁ (20)

Poczatek uktadu wspoétrzednych wybiera sie w geometrycznym srodku
solenoidu, ktéry traktujemy jako zbudowany ze skonczonej liczby Ng
potaczonych szeregowo identycznych zwojéw spiralnych o poskoku
Ds = LS/NS i 0 promieniu Rs. Zgodnie z powyzszym ptaszczyzna (x, y) jest tak
usytuowana, ze dla kata ¢ = 0 punkt (x, ) = (Rs, 0) lezy na linii spiralnej, jest
wiec dla pola magnetycznego punktem zZrodtowym o wspoétrzednych Q(R,, 0),
a punkt (x,y) = (0, Rs) lezy na " poskoku ps od linii spiralnej i tym samym nie
jest punktem zrédtowym pola magnetycznego.

Zgodnie z powyzszym wektor wodzacy punktu P(z4) na osi solenoidu
liczony od punktu Q na linii spiralnej dany jest wyrazeniem

rQP=—iRScos¢—jRSsin¢+k(zl—%j (21)
T

przy czym ¢ e [—Nsn, Nsn], a normg euklidesowg wektora wodzacego jest:

512
Tap = ‘I’QP‘ = |:R32 + (Zl — ij :| (22)

Prawo Biota-Savarta wyrazajgce indukcje magnetyczng na osi
solenoidu przyjmuje postac:
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i j k
—Rssingdg Rgcosgdg 0

I, Ngn | —Rg cOS @ —Rg sing zl—p—s¢
B(P)= -t | 21 (23)

4n 2\/2
_NS
8 [Rg + (zl —ps¢j j
21

przy czym catkowanie przebiega od minus do plus Ng/2 krotnosci kata 2.

Wybierajgc z (23) sktadnik proporcjonalny do wektora jednostkowego k
i dokonujgc odpowiedniego catkowania (przez wprowadzenie nowej zmiennej £,
podobnie jak w przypadku catki (13), znajduje sie, patrz [7], ze w punkcie
polowym P(z1) na osi solenoidu obowigzuje nastepujace wyrazenie analityczne
na skfadowg osiowg indukcji magnetycznej:

Ngps +2z Ngps — 2z,

Zl)—
\/4R2 Sps+2zl \/4R2 Sps—2zl)
(24)

Warto zwrdci¢ uwage, ze utamki w nawiasie kwadratowym okreslajg te
same kosinusy katow g 1 i S 2, ktore pokazano na rys. 4 w odniesieniu do
modelu tubowego z oktadem pradu.

Autorski program Solenoid_1 z pakietu Solenoid, patrz Dodatek 1, jest
przeznaczony do obliczania sktadowej osiowej indukcji magnetycznej dla
okreslonej liczby punktow polowych na osi solenoidu (zaréwno wewnatrz jak
i poza jego krancami) przy zatozeniu, ze prad jest traktowany jako skupiony
w osi przewodu. Obliczenie jest realizowane wedtug dwéch wariantow:

S) — uzwojenie solenoidu ma ksztatt linii Srubowej,
C) — uzwojenie solenoidu jest modelowane uktadem wspodtosiowych petli
kotowych.

W tabeli 1 pokazano charakterystyczne réznice miedzy wariantami S (lub
C), a wariantem tubowym z oktadem pradu, odnoszace sie do wnetrza
solenoidu o danych /g = 1000 A; Rs= 13,0 mm; Ng=40; Ls=47,0 mm, stad
ps =1,1775 mm. W obliczonym przypadku obliczenie wg S daje wartosci
identyczne (przynajmniej w zakresie trzech miejsc znaczgcych) z wariantem C,
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i to zarowno wewnatrz solenoidu jak i poza jago krarncami. Natomiast wariant
tubowy z oktadem pradu daje w srodku solenoidu wartos¢ zawyzong o okoto
2 %, a na krancu warto$¢ zanizong o ponad 2 %. W tabeli 1 podano réwniez
zakresy na dlugosci solenoidu, wzdtuz ktérych ubytek wartosci B, nie

przekracza tolerancji 5 % i 15 % wartosci B,(0).

TABELA 1
Indukcja magnetyczna Wg wariantéw Wg wariantu
SicC tubowego
1| w$rodku solenoidu B; (0) 0,918 T 0,936 T
2 | nakrancu solenoidu B. (Lg/2) 0,527 T 0,515 T
3 | B.>0,95B.(0) na dtugosci 0,43 L
4 | B.>0,85B.(0) na dtugosci 0,68 L

Z przytoczonego tu przyktadu, dla ktérego ten aspekt wynikéw B, na osi
potwierdzit sie w obliczeniach dla kilku innych danych solenoidu, mozna
wnioskowac, ze jesli ograniczy¢ sie do uproszczenia pomijajgcego rozkiad
pradu na powierzchni przewodu, to obydwa warianty: C (wspotosiowe petle)
i S (przewdd spiralny) dajg identyczne wyniki, z dokfadnoscig do trzech miejsc
znaczacych. Od strony programowej wariant S jest oczywiscie prostszy niz
wariant C.

W przypadku, gdy dtugosé solenoidu jest znaczaco wieksza od jego
promienia, mozna takze wyrazi¢ analitycznie wartos¢ sktadowej radialnej na osi:

B — Lol

r

[uKO(u) + Kl(u)] (25)

S

ktorej wartosC jest praktycznie stata na catej diugosci solenoidu, lecz jej
kierunek zmienia sie periodycznie wraz katem ¢ opisujacym linie spiralng
solenoidu, patrz [6]. W wyrazeniu (25) K,(u), K,(u) oznaczajg zmodyfikowane
funkcje Bessela drugiego rodzaju, odpowiednio zerowego i pierwszego rzedu,
rzeczywistego argumentu uzans/pS, rownego stosunkowi obwodu walca

opisujgcego solenoid do jego poskoku. W praktycznie interesujgcych
przypadkach u >5,0 co pozwala do obliczenia K, i K; zastosowa¢ wzglednie
proste szeregi asymptotyczne, ograniczone tylko do kilku pierwszych wyrazow,
patrz [1] i [7]. Autor postuzyt sie w obliczeniach odpowiednio przeksztatcona,
podang ponizej postacig tego szeregu, tatwg do algorytmizacji:
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2 2 2 2 2 g2 2 2
O gy M) e el . P . R
2u Su 2-8u 3-8u 4-8u

(26)

ktora, w razie koniecznos$ci mozna fatwo uzupetni¢; np. w kolejnym, nie
zapisanym tu czlonie wystapi (4n2 -9? )/(58u) itd.

Obliczanie B, ma oczywiscie sens tylko w przypadku solenoidéw
dostatecznie dilugich i o stosunkowo matej $rednicy. Np. dla danych:
Ly =250mm; Ry =4,5 mm; Ng =48I =1000A  otrzymujemy u=5,31 stad
B, =0,00320T wobec B,(0)=0,192T, tak wiec w tym przyktadzie sktadowa

radialna stanowi okoto 1,5 % sktadowej osiowej wystepujacej w Srodku
solenoidu.

Przewdd solenoidu o przekroju kotowym. Zeby uwzgledni¢ skonczone wymiary
przekroju kotowego uzwojenia solenoidu, wyrazenie (24) na skitadowg osiowg
indukcji magnetycznej w osi solenoidu powinno by¢é dostosowane do
superpozycji oddziatywania elementarnych solenoidow utworzonych stosownie
do podziatu kwadraturowego. Przyjmujemy zatem, Ze solenoid wykonany
przewodem, ktorego przekrdj jest kotowy o promieniu R., zastepujemy
umownymi solenoidami czgstkowymi w liczbie N x M (w autorskich programach
zastosowano 4 x 16 = 64), stosownie do idei wyrazonej w Dodatku 2.
Odpowiednio zmodyfikowane wyrazenie (24) przyjmie postac cafki:

2n R

o Ngpg +2z; Ngps —2z;
B()”OH e sfs _|pdpdg
Ps o 0 \/4 sps+2z \/4 sps—ZZ)
(27)
ktdra mozna obliczy¢ kwadraturg jak nastepuje:
N M N.p,+2 N, 2
B(zl)=4ﬂol 2 S e L4
i= 11 1 \/4R (Nsps+22;) \/4 Nyps—2z;)
(28)

gdzie: p, = Rz (1+U,); 9, ?M—n( j=1);z; =2 - p,cos@,; R; =Rs + p;sing;.

Przewdd solenoidu o przekroju prostokatnym. W tym przypadku odpowiednie
wyrazenie catkowe przyjmuje postac:
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R+ba

Ngps +2z; N, 2z,
B(z) = ﬂocf sPs sPs — 4Zj 2 d¢ dp
Ps R b -a \/4R (Nsps +22;) \/4R (Nsps —2z;)
(29)
Obliczenie kwadraturg przeprowadza sie wedtug wzoru:
Mol Np+2z Np-2z
B( 1)_ £ zz . 2+ » > VVZI/V]
Ps i=1 j=1 \/4Rj+(Np+2zi) \/4Rj+(Np—2zi)
(30)

gdzie: z; = z; —aU,; ; R; = Rg +bU;

5. POLE MAGNETYCZNE MODELU WSPOLOSIOWYCH
PETLI Z PRADEM — UOGOLNIENIE NA PUNKTY

POLOWE P(R,Z)

Ze wzgledu na znaczny stopien zgodnosci wynikow obliczeh sktadowej
indukcji magnetycznej w osi solenoidu wykonanych wedlug modelu
wspotosiowych cewek i wedtug cewki spiralnej, w uogdlnieniach dotyczacych
pola magnetycznego poza osig solenoidu ograniczono sie tylko do pierwszego
modelu.

5.1. Wektorowy potencjat magnetyczny petli

Rozpatrzymy wiec najpierw pole magnetyczne petli z pragdem skupionym
w osi przekroju przewodu petli nie ograniczajgc sie tylko do punktéw polowych
na jej osi. Stosujgc cylindryczny ukfad wspoétrzednych oznaczymy wspétrzedne
punktu polowego P(r, 6, z) usytuowanego w dowolnym punkcie przestrzeni
(poza samym przewodem petli); ze wzgledu na symetrie osiowg pola
magnetycznego ograniczamy sie do wybranej statej wartosci 6 = 0, tak wiec
punkt polowy bedziemy oznacza¢ w skrécie P(r, z). Dla punktu zrédtowego
usytuowanego w srodku powierzchni przekroju petli wprowadzimy wspotrzedne
Q(Rs,¢). Ze wzgledu na symetrie osiowg pola wektorowy potencjat
magnetyczny A w dowolnym punkcie P(r, z) przestrzeni otaczajacej petle
z pradem elektrycznym ma w ukfadzie wspoétrzednych cylindrycznych tylko
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sktadowg obwodowa, tj. 4=¢, 4,; dla ktorej obowigzuje nastepujgca zaleznosc
definicyjna:

27
— /uOIS <ﬁ /uORS IS I COS¢d¢ (31)
|r | 4z 2 2 2 /2
QP 0 [zl +Rg” +1 —2RgH cos¢]

Z intencjg sprowadzenia tego wyrazenia do postaci praktycznie
obliczalnej wprowadza sie howg zmienng, (p:nT—@, stad cosg =2sinp—1, co

prowadzi do wyrazenia A4, za pomocg catek eliptycznych:

R 1/2
A, =”0—13(—3J {(1——/( jK(k) E(k)} (32)
nk \ r 2

gdzie K(k) i E(k)to calki eliptyczne zupetne pierwszego i drugiego rodzaju:
/2 /2

- . E d 33
K(k) = jm (k)= j\/ *sin’ g do (33)

wyliczalne tatwo dostepnymi programami komputerowymi, a k oznacza ich
modut, ktory jest rowny:

1/2
k{—“&’? : } (34)

2 2
zi +(Rg+n

i zalezny od wspoétrzednych punktéw: polowego P i zrédtowego Q, :przy czym
jego modut komplementarny wyraza sie jako:

' 5\1/2 z2 +(Rg—r)* "2
k Z(l—k ) = m (33)

5.2. Indukcja magnetyczna petli

Skfadowe indukcji magnetycznej w P otrzymujemy z wektorowego
potencjatu magnetycznego A =eyA4, przez nastepujace definicje rézniczkowe:

04 ¢ 106
B.=——— ; B,=——(r4 36
" oz rar( 9) (36)
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Uwzgledniajgc wyrazenia na pochodne czastkowe catek eliptycznych
zupetnych wzgledem ich modutu, patrz [2]:

OK(k) 1(E(k) - OE(N) _1
2O _LEDkw) ¢ EOLEw-kw) e

i podobnie wyrazenia na pochodne czastkowe modutu k£ wzgledem zmiennych 7 i z:

or 2r 4

oz 4Rgr

(38)

z

ok _ k k3( IJ_G_k_ zk’®
r

otrzymujemy nastepujgce wyrazenia na wspotrzedne wektora indukcji
magnetycznej B w punkcie P(r4, z1) w otoczeniu petli z pradem :

~ Mol k

B. = ———— |k, E(k)-K(k) (39)
4 4 |R st 7”1[ ]
I
B =Hls K i Eky+K(k)] (40)
dn /R r
2 2 2 2 22
gdzie k, I Wt 2+Z‘ ; k. _ Reon -z - 4
(Rs_rl) +le (Rs_rl) +le
Dla wartosci granicznych dla rn —0 mamy k = 2 , a cafki
\/R2+212
eliptyczne K(k)=E(k)=r/2; wyrazenie w nawiasie (39) znika dajac Ilrrg)B =0,
r—>

a wyrazenie w nawiasie (40) rowna sie w, tak ze dla Iirrg)BZ otrzymuje sie
r—>

wyrazenie identycznie z (8).

Wyrazenia (39) i (40) dotyczg przypadku, gdy prad petli jest skupiony
w srodku przekroju przewodu petli. Uogdlnienia na przypadek uwzgledniajgcy
skonczone rozmiary przekroju przewodu mogg by¢ dokonane za pomocqg
odpowiednich wyrazen catkowych, w duchu rozwigzan przedstawionych
w Rozdziale 3.

Modut k& catek eliptycznych bedzie w tym przypadku funkcjg lokalnych
zmiennych p i & Oznaczajgc go, odrézniajaco od k = const wystepujacego we
4p}/i :|l/2

~&) +(p+n)’

wzorze (35), przez k=k(p,) otrzymamy Iézk(p,g)z[(
1
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R32+r12+(zl—g”)2
(Re=r) +(z2-¢)

i podobnej modyfikacji ulegaja  wspdtczynniki: k.=

7

c R -(z-¢)
k, =—> -, tak ze wyrazenia na sktadowe indukcji magnetycznej

2
(Rs—r) +(z-¢)
w P(r, z) dla przewodu o przekroju prostokatnym 2a x 2b beda:

Rg+b a ~
B =T k2= Th E(f)-K(k)|ded 41
4nR5_bLJp7’a[()()Mp (41)
14O Rs+b 4 kA
B, = £07s k. E(k)+K(k)|dcdp (42)
An R!—b—[;\/p_ﬁ[ ]

Odpowiednie wyrazenia kwadraturowe beda nastepujace

H 2~ S n
B, = 1%71 ZZW [k E(k)-K(&) |- W, -w, (43)

i

. E(l€)+K(I€)] W, W, (44)

ﬂols
B, 167 zz ijrl[
gdzie ¢;=a-U;; p;=Rs+b-U;, przy czym U;,U;, W;,W; — wspotczynniki

i wagi kwadratury, a N — rzad kwadratury, patrz (D2). Odpowiedniej korekcie
w stosunku do wzordw (39) i (40) podlegajg takze wspoétczynniki k, i k., ktore

Pt +(z-¢Y) P =t =(z-¢Y
(Pj"’l)2+(zl—§i)2 (,OJ-—rl)2+(zl—§l.)2

przyjmujg tutaj postaé l€r =

z

Podobnie dla przewodu o przekroju kotowym o promieniu Rg:

B = ﬂoas

L [krE(/E)—K(/E)]zd,zda (45)

w—:

B, OGS j j [ ~K(f)]2dAda (46)
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gdzie 1 i ato zmienne lokalnego uktadu biegunowego na powierzchni przekroju
przewodu petli, a ponadto: p =R, + R, sina; { =R, cosa.

5 _Hols 2 iy EGR) = K(E) |41, (47)
" $nR, M%,Z:;‘inm 7 L ]
Hols 2 ShS éij ¢ E(k ¢
5= tols 2 ELER)-K(E) |47, (48)
8nR, M ,Z:;'JZ:; Piih [ }

. R, . .
gdzie 4, =7(1+U,.); 9 :H(]—l); pi; = Rs+ A sing;; ¢ = A, cosp; .przy

1/2 2
4p; 1 } . Ak G )

kA=k iis6ii) = " ? ’
m e Lzl:y)%(pwn)z (=) +(2-¢)

pi =1 (2 ‘44")2
(oy=1) +(z-¢,)

i podobnie l€z =

5.3. Indukcja magnetyczna wzbudzona
uktadem wspodtosiowych petli

Przy zatozonym poczatku uktadu wspotrzednych w geometrycznym
srodku solenoidu kolejne potozenia osiowe zwoju wzbudzajgcego pole
magnetyczne w punkcie P(ri,z¢1) sgq okreslone przez nastepujgce wartosci
wspotrzednej ¢':

L =L{ ] —1] (49)

gdzie: m=1,2,..., N

W  przypadku, gdy prad petli traktowany jest jako skupiony
w geometrycznym srodku przekroju przewodu, to wspotrzedne wektora indukcji

magnetycznej w punkcie P(#,z,) otrzymuje sie przez odpowiednie sumowanie
wyrazen (39) i (40) po wszystkich powyzszych potozeniach zwojéw petli:

N,
/uOIS 2 km Zl_é/m
B - k. E(k,)—K(k, 50
e e L AR (50)
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B, ZJM[ mE(k,)+K(k,,) ] (51)

przy czym poszczegolne moduty catek eliptycznych bedg dane wyrazeniem:

1/2
_ 4R,
o _Lzl—:m)%(&wl)z} ©

i podobnie wspoétczynniki

P C o P o s C Yol 79 N
(Rs=r) +(2-¢,) (Rs=r) +(z-¢.)

przy czym ¢ ,, jak w (49).

Uogodlniajgc to na przypadek, w ktorym honorujemy réwnomierny rozktad
gestosci pradu po przekroju prostokatnym 2ax2b petli; wyrazenia (50) i (51)
przyjma postac:

Ng N N I
B =tk ¥ k2GS gdy-k@)]-wow, (54
: 1675’112:1;;%% ; | 6 E(R)-K(k) |-, (54)
Bzzﬂo—@fii k. [ E])+K()]-w;-w, (55)

1/2
) 4p;n - pf+rf+(zl—(é,-+§m))2

(z-(¢+ m))z+(,oj+r1)2 o (,Oj—iq)2+(zl—(§,-+§m))2

>

oG G o) a iy jakw (45) i (46)

C (e-n) +(a-(6+4)

Podobnie w przypadku przewodu o przekroju kotowym o promieniu R
otrzymamy:

Hols 2 B Yk 1_(§U+é/m) ~ N A
B =k b 2 mn [ & EGR)-K(@R) |4,

m—1i=1 j=1 h

(56)
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l\

M > if [ (é)]-l.-W (57)
z 87TR Mmlll]l\/ﬂ ' !
1/2 i
Tutaj k = 4Py i . pl]2'+’”12+(21_(é’;7+§m))

(&) +(py+n) (y=n) +(z-(¢y+¢.))
i G (1 +é”m))2

k, = - przy czym A, @, Py 1 &y jak w (47) i (48).

(o5 =) +(2~(¢5+¢0)

W tabeli 2 podano poréwnanie wybranych wynikéw obliczenia B, wediug
modelu wspotosiowych petli realizowanego przy zatozeniu, ze:
— prad petli jest skupiony w srodku przekroju przewodu — wariant CP,
— uwzglednia sie gestos¢ pradu roztozong rownomiernie po powierzchni
przekroju przewodu — wariant CR,
dla nastepujgcych danych solenoidu: Lg = 195 mm, Rs = 16,25 mm, Ny = 48,
a=2,0mm, b=0,5mm, I = 1000 A.

Charakterystyki obliczone dla punktéw polowych usytuowanych na osi

i podobnie wzdtuz linii na promieniu 7,5 mm nie wykazujg dla wariantow CP
i CR znaczacych rozbieznosci. Inaczej jest dla charakterystyki dotyczgcej
promienia » = 15,0 mm, a wiec punktow polowych oddalonych o 0,75 mm od
drutu przewodu, to jest, praktycznie rzecz bioragc, przylegajacych do izolaciji
przewodu. Krok obliczeniowy punktéw polowych wybrano jako réwny p./2 , to

znaczy, ze kolejne obliczane punkty odpowiadajg na przemian Srodkowi
poszczegolnych petli i Srodkowi odlegtosci miedzy dwoma sasiednimi petlami.

TABELA 2
Wybrane dane z charakterystyki Wariant CP Wariant CR
osiowej B;(r,z) dlar =15 mm
1 w srodku solenoidu B;g 306,5 mT 297,0 mT
2 na krancu solenoidu B; g+ 2355 mT 213,0 mT
3 na krahcu solenoidu B, k_ 130,0 mT 150,0 mT
4 40 mm poza solenoidem B, 9,0 mT 9,0 mT

Na rysunku 6 pokazano charakterystyke B.(z) dla 7r=15mm
w zakresie od Srodka solenoidu do punktu 11 — odpowiadajgcego odlegtosci
20,745 mm, obliczong autorskimi programami Solenoid_4 i _6, patrz Dodatek 1.
W wariancie CP (prad skupiony) réznice B, miedzy dwoma sgsiednimi punktami
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polowymi sg znaczne, rzedu kilkunastu procent w stosunku do sredniej, ktorg
podano w tabeli 2. W wariancie CR (prad roztozony po prostokacie) te réznice sg
znikome.
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Rys. 6. B; wzdtuz solenoidu o danych: L = 195 mm, R, = 16,25 mm, N; = 48,
a=2,0mm, b= 0,5 mm, I, = 1000 A, obliczona na promieniu » = 15 mm, punkty
polowe w odlegtosci 2,074 mm,1 — wariant CP, 2 wariant CR

Ogdlnie, srednia obliczonych wartosci wg wariantu CP daje wewnatrz
samego solenoidu wartosci zawyzone w porownaniu do wariantu CR, a tuz
poza solenoidem sytuacja jest odwrotna, wariant CP daje wartosci zanizone
w stosunku do wariantu CR, lecz w niewielkiej odlegtosci od solenoidu wyniki
obliczen schodzg sie. Sytuacje te ilustruje rysunek 7, na ktorym punkty polowe
Z numeracjg ujemng odnoszg sie do wnetrza solenoidu tuz przy jego krancu,
a punkty z numeracjg dodatnig okres$lajg obszar tuz poza krancem.
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Rys. 7. B; wzdluz obszaru krancowego solenoidu o danych: L; = 195 mm, R, = 16,25 mm,
Ns = 48, a= 2,0 mm, b= 0,5 mm, I, = 1000 A, obliczona na promieniu » =15 mm, punkty
polowe w odlegtosci 2,074 mm, 1 — wariant CP, 2 — wariant CR, 3 — zarys solenoidu

Sktadowa radialna wewnatrz solenoidu zeruje sie na osi, poza osig ma
wartos¢ skonczong, lecz znacznie mniejszg od wartosci sktadowej
promieniowej. Przyjmuje ona wieksze wartosci, gdy punkty polowe zblizajg sie
do przewodu. Na rysunku 8 pokazano obliczone charakterystyki B,-(z) , = const
wedtug wariantu CR, tj. dla pradu rbwnomiernie roztozonego po powierzchni
prostokatnej przewodu, dla trzech wartosci wspoétrzednej » =7,5 mm, 11,25 mm
i 15,0 mm. Zakres charakterystyki obejmuje otoczenie kranca solenoidu,
identycznie jak na rysunku 7. Przebieg B, wykazuje charakterystyczng warto$¢
maksymalng tuz za krarnicem solenoidu. Ogdlnie biorac, wartosci B, wzrastajg
w miare oddalania sie punktu polowego od osi solenoidu.
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Rys. 8. B, wzdtuz obszaru krancowego solenoidu o danych: L; = 195 mm,
Rs=16,25 mm, N; = 48, a= 2,0 mm, b= 0,5 mm, Iy = 1000 A, obliczona na promieniach:
1-r=75mm, 2 -r=1125 mm, 3 — r= 11,25 mm, 4 — zarys solenoidu; poszczegdine
punkty polowe w odlegtosci 2,074 mm,

6. PODSUMOWANIE

Teoria pola magnetycznego w solenoidzie zostata opracowana we
wczesnym okresie rozwoju elektrotechniki i dotyczy stanéw stacjonarnych. Kilka
podstawowych  modeli  solenoidu  przytaczanych ~w  podrecznikach
elektrotechniki, ograniczajgcych sie do traktowania pradu w cewce solenoidu
jako skupionego w srodku przekroju przewodu cewki lub operujgcych pojeciem
oktadu pradu prowadzg w wyniku obliczen sktadowej osiowej indukcji
magnetycznej w punktach usytuowanych na osi solenoidu do prawie
identycznych wynikow. Prawdopodobnie ten fakt zacigzyt na tym, ze w zasadzie
zaniechano uszczegotowienia tego tematu i podobnie przystosowania problemu
obliczania pola magnetycznego w solenoidzie do wspoétczesnym mozliwosci
obliczeniowych.

Klasyczna elektrotechnika nie rozpatruje przypadkéw, gdy powyzsze
zatozenia co do pradu nie sg spetnione. Potrzeba traktowania pradu jako
roztozonego po catej powierzchni przekroju przewodu, réwnomiernie lub
z uwzglednieniem zjawiska wypierania pradu, wystepuje, gdy obliczeniu ma
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podlegaé¢ indukcja magnetyczna w punktach polowych usytuowanych poza osig
solenoidu. W takich przypadkach nieodzowne jest rozszerzenie klasycznego
podejscia o odpowiednie catkowania po powierzchni przewodu.

Omowione w niniejszym artykule modele solenoidu przyjeto jako
podstawe do opracowania kilku programow komputerowych. Mogg one
postuzyé do weryfikacji doswiadczalnej pod katem widzenia wykorzystania
zjawiska rotacji Faradaya w odniesieniu do aparatéw i maszyn elektrycznych.
Wykaz szczegotowy tych programéw podano w Dodatku 1.

Wykonane za pomocg tych programoéw obliczenia kontrolne,
w szczegolnosci  porownania wynikédw pomiardw  wykonanych réznymi
programami a odnoszacych sie do takiej samej sytuaciji fizycznej, pozwalajg na
sformutowania nastepujgcych wnioskéw:

e W obliczeniach sktadowej osiowej indukcji magnetycznej w punktach
lezacych na osi solenoidu, zarowno wewnatrz jak i poza jego krancami
wystarczy postugiwaé sie modelem uproszczonym pomijajgcym wymiary
przekroju przewodu cewki, honorujac jej trase spiralng: wyrazenie (24),
program Solenoid_1, patrz Dod. 1.

e W obliczeniach sktadowej promieniowej indukcji magnetycznej w punktach
lezacych na osi wewnatrz diugiego solenoidu, wystarczy postugiwac sie
modelem uproszczonym pomijajgcym wymiary przekroju przewodu cewki,
honorujac jej trase spiralng: wyrazenie (25), program Solenoid_5, patrz
Dod. 1

e W obliczeniach skfadowej osiowej indukcji magnetycznej w punktach
lezacych poza osig solenoidu, zarbwno wewnatrz jak i poza jego krancami
trzeba postugiwa¢ sie modelem uproszczonym sformutowanym przez
uktad wspotosiowych petli z prgdem, lecz honorowa¢ skonczone wymiary
przekroju przewodu petli: wyrazenia (55) lub (57), programy Solenoid_6 lub

7.

e W obliczeniach sktadowej promieniowej indukciji magnetycznej w punktach
lezacych na osi _solenoidu, lecz tylko poza jego krancami trzeba
postugiwaC sie modelem uproszczonym sformutowanym przez uktad
wspotosiowych petli z pradem, lecz honorujagc skonczone wymiary
przekroju przewodu petli: wyrazenia (54) lub (56), programy Solenoid_6
lub 7.

e Przytoczone w pracy wyrazenia na sktadowe indukcji magnetycznej
odpowiadajg scisle stanom stacjonarnym, to jest dotycza pradu statego,
lub przemiennego o czestotliwosci na tyle niskiej, ze efekt wypierania
pradu w cewce solenoidu jest zaniedbywany. Przypadek, gdy nalezy liczy¢
sie z wypieraniem pradu, moze by¢ réwniez traktowany za pomocqg
podejscia przestawionego w niniejszej pracy, pod warunkiem, ze rozktad
gestosci pradu po przekroju przewodu zostanie niezaleznie obliczony.
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Podstawowa modyfikacja wyrazen opisujgcych pole stacjonarne polega na
wciggnieciu pod znak catki wartosci lokalnych gestosci pradu, np. o»
w réwnaniu (9), i stosownych dalszych catkowaniach kwadraturowych.

Dodatek 1

Pakiet programow komputerowych Solenoid

klasyfikacja Przyjete symbole systematyzujgce problematyke traktowang
w niniejszej pracy podano W tabeli D1-1

TABELA D1-1

Zasada klasyfikacji Symbole klasyfikacyjne

S — cewka spiralna — model rzeczywisty

C — cewki wspotosiowe — model przyblizony

CP — przekrdj przewodu pomijalny

2 | Wedtug rodzaju przewodu CR — przekroj przewodu prostokatny

CC — przekroj przewodu kotowy

Wedtug obszaru obliczeniowego | AX — wewnatrz i na zewnatrz, lecz tylko na osi

OU — wewnatrz i na zewnatrz, poza osig

BZ - sktadowa osiowa indukcji magnetycznej

BR — skltadowa promieniowa indukcji magnetycznej

1 | Wedtug typu cewki solenoidu

4 | Wedlug obliczanej wielko$ci

Programy komputerowe Wykaz opracowanych programéw do obliczania
indukcji magnetycznej w solenoidzie podano w tabeli D1-2.

TABELA D1-2
Nazwa Funkcje obliczeniowe
programu

1 | Solenoid 1 C-CP-AX-BZ & S-CP-AX-BZ
2 | Solenoid 2 C-CR-AX-BZ & S-CR-AX-BZ
3 | Solenoid 3 C-CC-AX-BZ & S-SS-AZ-BZ
4 | Solenoid_4 C-CP-OU-BZ

5 | Solenoid_5 S-CP-OU-BR

6 | Solenoid 6 C-CR-OU-BZ & C-CR-OU-BR
7 | Solenoid 7 C-CC-0OU-BZ & C-CC-OU-BR
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Dodatek 2

Catkowanie numeryczne po powierzchni
prostokata i kota wg kwadratur Gaussa

1. Catkowanie po prostokacie

Przy zatozeniu, ze funkcja podcatkowa dwodch zmiennych f(x,y)jest ciggta

i nie ma osobliwosci w obszarze catkowania, jej obliczenie kwadraturg Gaussa
sprowadza sie do podwaojnej sumy:

bd N N
b—a)d-c
JIndydx 0D Y S iy, (D2-1)
e i=1 j=1
gdzie xi:a+b—a;bUi Y :c;d—c;de przy czym U; (i podobnie U; )

sg kolejnymi pierwiastkami wielomianu Legendre’a stopnia N, a W, (i podobnie
W) to odpowiadajace im wagi tej kwadratury. Np. dla N = 4 mamy:

TABELA D2-1
i Odciete U; Wagi W;
1 —0,861 136 311 594 053 0,347 854 845 137 454
2 | -0,339 981 043 584 856 0,652 145 154 862 546
3 0,339 981 043 584 856 0,652 145 154 862 546
4 0,861 136 311 594 053 0,347 854 845 137 454

2. Catkowanie po kole

Klasyczna literatura dotyczgca catkowania numerycznego nie podaje
gotowych rozwigzan catkowania numerycznego po powierzchni kota. Ponizej
zamieszczamy rozwigzanie (sprawdzone przez autora, patrz [3]) oparte na
podziale kota na M réwnych wycinkdw o kacie wierzchotkowym rownym
¢@1=2n/M i na zastosowaniu dla zmiennej r jednowymiarowej kwadratury
Gaussa rzedu N:

2n R

o N M
[J10.0)rdrde="23%"% fip;) 0 (D2-2)
00 M

i=1 j=1
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gdzie wspotrzedne radialna uktadu biegunowego wyraza sie jako r; :§(1+U,.)

a wspdtrzedna obwodowa jako ggj:jz‘/[—n(j—l).lch odpowiedniki w uktadzie

prostokatnym sa: x;; =7,C0s¢; ; y;; =1 sing;.
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PERTURBATIONS IN COMPUTATION
THE MAGNETIC FIELD IN A SOLENOID

Krystyn PAWLUK

Abstract Algorithms for computation the magnetic
flux density within a solenoid with respect to the various kind of
mathematical models of a solenoid coil were analysed. The
consideration of measurement systems that are based on the
Faraday’s magneto-optic effect can take a practical advantage from
the results of such analysis. The author’s computer programs were
done and some particular calculation results of the both axial and
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radial components of the magnetic flux density as well within the
solenoid itself as outside its ends were presented. It made possible to
choose the most convenient mathematical models of the solenoid coil
which results in high accuracy of the magnetic field calculation.
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