
 

 
 
Adam MUC 
 
 
 
 

ESTYMACJA PARAMETRÓW SCHEMATU  
OBWODOWEGO REPREZENTUJĄCEGO  

PRZEPŁYW KRWI PRZEZ NERKĘ  
W WARUNKACH NIEDOBORU DANYCH 

 
 
 
 
 

STRESZCZENIE   Stosując analogie między elektrotechniką a 
mechaniką płynów opracowano elektryczny schemat obwodowy sy-
mulujący przepływ krwi przez nerkę. W identyfikacji jego parametrów 
rozwiązano problemy, które łącznie nie występują przy estymacji pa-
rametrów tradycyjnych obwodów elektrycznych. Do głównych pro-
blemów tej identyfikacji naleŜał brak moŜliwości rejestracji przebiegu 
napięcia wejściowego, zastosowania znanego wymuszenia lub mody-
fikacji istniejących sygnałów wejściowych, określenia zaleŜności fa-
zowych między wykorzystywanymi sygnałami. Poszukiwane wartości 
elementów obwodu elektrycznego obliczono na podstawie wyzna-
czonych parametrów funkcji celu. W funkcji celu porównano widmo 
amplitudowe prądu odpowiadające przepływowi krwi w tętnicy ner-
kowej, ze stosunkiem modułów transmitancji rozwaŜanego fragmentu 
obwodu i widmem amplitudowym napięcia, które aproksymowano 
funkcją sklejaną. 
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1. WSTĘP 
 

Elektryczne schematy obwodowe są często stosowane do modelowania 
procesów statycznych i dynamicznych zachodzących w innych dyscyplinach 
nauki. Główną zaletą wykorzystywania schematów obwodowych jest moŜliwość 
opracowania za ich pośrednictwem modeli analizowanych w czasie ciągłym, 
które odpowiednio opisane mają sens fizyczny. Dodatkową korzyścią wynikają-
cą z zastosowania takiego podejścia jest moŜliwość dokonania analizy obrane-
go schematu obwodowego przy pomocy opracowanych juŜ i sprawdzonych me-
tod sieciowych, które dostępne są w licznych programach komercyjnych, np.: 
PSpice, 20-Sim [2, 7, 12]. Programy takie oferują rozbudowane i zaawansowa-
ne funkcje ułatwiające analizę sygnałów związanych z rozwaŜanymi schema-
tami w dziedzinie czasu i częstotliwości. Modelowanie schematem obwodowym 
zjawisk hemodynamicznych jest moŜliwe przez wykorzystanie analogii między 
rozpływem prądu w obwodzie elektrycznym, a dystrybucją krwi w układzie 
krwionośnym. Terminem zjawiska hemodynamiczne określono zjawiska zwią-
zane z oddziaływaniem przepływającej krwi na system naczyń krwionośnych. 
Modelowanie schematami obwodowymi fragmentów układu krwionośnego jest 
korzystniejsze od stosowania metod wypracowanych w mechanice płynów, po-
niewaŜ opracowany w ten sposób model jest czytelniejszy i łatwiejszy w mody-
fikacji lub rozbudowie w przypadku, gdy wystąpi taka potrzeba. Z wykorzysta-
niem takiego modelu moŜna równieŜ przeprowadzić badania symulacyjne dla 
stanów, których wywołanie w rzeczywistym układzie krwionośnym stanowiłoby 
powaŜne zagroŜenie zdrowia i Ŝycia. W identyfikacji parametrów szczególnego 
schematu obwodowego, np. odwzorowującego wybrane zjawiska hemodyna-
miczne zachodzące podczas przepływu krwi przez nerkę, napotykano na pro-
blemy, które łącznie nie wystąpiłyby przy identyfikacji parametrów tradycyjnych 
obwodów elektrycznych. Głównym problemem obranej identyfikacji jest niedo-
bór pewnych danych o przebiegach ciśnienia i przepływu krwi. PowaŜnym 
utrudnieniem jest brak moŜliwości określenia zaleŜności fazowych między wy-
mienionymi przebiegami i uwzględnienie zakłóceń wywołanych przez róŜne 
czynniki zewnętrzne i wewnętrzne. Dlatego identyfikacja parametrów schema-
tów obwodowych odwzorowujących zjawiska hemodynamiczne w systemach 
naczyń krwionośnych jest trudniejsza niŜ w systemach elektrycznych. 
 
 

2. ANALOG OBWODOWY KRWIOBIEGU NERKI 
 

Dostępność modeli matematycznych umoŜliwiających analizę przepływu 
krwi przez nerkę z uwzględnieniem najwaŜniejszych zjawisk hemodynamicz-
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nych umoŜliwiła opracowanie elektrycznego schematu obwodowego [4, 18, 21]. 
Pierwszą propozycję schematu moŜliwego do zastosowania przy analizie prze-
pływu krwi przez nerkę przedstawiono w pracy [7]. Zaprezentowany tam sche-
mat okazał się jednak zbyt uproszczony, poniewaŜ praktyka kliniczna wykazuje, 
Ŝe w przypadku niektórych komplikacji po przeszczepie nerki moŜliwy jest chwi-
lowy wsteczny przepływ krwi w tętnicy nerkowej. W celu uwzględnienia i takich 
przypadków, w pracach [8, 9, 11, 12, 13] schemat obwodowy został rozbudo-
wany o elementy odwzorowujące aortę i naczynia krwionośne jamy brzusznej 
(rys. 1). W pracy [12] przedstawiono model przepływu krwi przez nerkę opra-
cowany z zastosowaniem grafów wiązań. Grafy wiązań umoŜliwiają modelowa-
nie i symulowanie róŜnych procesów dynamicznych – niezaleŜnie od dziedziny 
nauki, i łączenie ich w jednym schemacie. Grafy wiązań wykorzystują obiektowe 
podejście do modelowania, dlatego opracowany za ich pośrednictwem model 
jest uniwersalny, a przez to bardziej zrozumiały dla róŜnych specjalistów. 

 
 

 
 

Rys. 1. Elektryczny schemat obwodowy odwzorowujący przepływ krwi przez nerkę: 
RA, LA i CA – rezystancja, indukcyjność i pojemność odwzorowujące: opór hydrauliczny, bezwład-
ność hydrauliczną i podatność aorty, RS i CS – rezystancja i pojemność odwzorowujące wypad-
kowy opór hydrauliczny i podatność naczyń krwionośnych jamy brzusznej,  
RAr, LAr i CAr – rezystancja, indukcyjność i pojemność odwzorowujące: opór hydrauliczny, bez-
władność hydrauliczną oraz podatność tętnicy nerkowej, Raf, Ref,– rezystancje odwzorowujące 
wypadkowe opory hydrauliczne tętniczek doprowadzających i odprowadzających, Caf – pojem-
ność odwzorowująca wypadkową podatność naczyń miąŜszu nerki, RVt – rezystancja odwzoro-
wująca opór hydrauliczny Ŝyły nerkowej, ucor i ut - napięcia odpowiadające odpowiednio ciśnieniu 
wytwarzanemu przez serce w aorcie i ciśnieniu tętniczemu, iAr, iVr -prądy odpowiadające odpo-
wiednio przepływowi krwi w tętnicy i Ŝyle nerkowej 

 
 

Aortę i tętnicę nerkową odwzorowano z wykorzystaniem obwodu RLC, 
w którym rezystancję i indukcyjność połączono szeregowo a pojemność dołą-
czono równolegle. Taka topologia obwodu reprezentuje model obwodowy na-
czynia krwionośnego zaproponowany przez Nooordergraaf’a [15, 16]. Jest to 
obwód o parametrach skupionych, poniewaŜ długość fali tętna jest dłuŜsza od 
modelowanych fragmentów układu krwionośnego [18]. W pewnych przypad-
kach moŜna ten model uprościć, czego przykładem jest moŜliwość odwzorowa-
nia odcinka Ŝyły nerkowej tylko przez rezystancję. Pojemność i indukcyjność 
Ŝyły nerkowej pominięto, poniewaŜ przez duŜą podatność naczyń znajdujących 
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się w miąŜszu nerki przebieg prędkości krwi w Ŝyle nerkowej pozbawiony został 
charakteru pulsacyjnego – jakim na przykład charakteryzuje się przebieg pręd-
kości krwi w tętnicy nerkowej. 

 
W celu identyfikacji najistotniejszych parametrów, które mają bezpośred-

ni wpływ na odwzorowanie zjawisk zachodzących podczas przepływu krwi przez 
nerkę, rozpatrzono jedynie fragment schematu, który na rysunku 1 wyróŜniono 
prostokątem o nieciągłych krawędziach. 
 
 

3. SYGNAŁY WEJŚCIOWE I ICH ANALIZA 
 

Do identyfikacji parametrów przyjętego fragmentu schematu obwodowe-
go moŜna wykorzystać przebiegi prądów iAr i iVr lub przebieg prądu  
iAr i napięcia ut. Napięciu ut odpowiada ciśnienie tętnicze, a prądom iAr i iVr od-
powiadają odpowiednio przepływy krwi w tętnicy i Ŝyle nerkowej. Z analizy do-
stępnych metod pomiaru ciśnienia i prędkości przepływu krwi wynika, Ŝe meto-
dami nieinwazyjnymi moŜna z duŜą wiarygodnością pomierzyć: okres, wartość 
maksymalną i minimalną przebiegu ciśnienia, natomiast poprawnej rejestracji 
przebiegu prędkości krwi moŜna dokonać jedynie w pewnych odcinkach układu 
krwionośnego, np. w tętnicy nerkowej. W większości przypadków, przebieg 
prędkości krwi zarejestrowany w Ŝyle nerkowej jest zaszumiony w stopniu, który 
dyskwalifikuje go z moŜliwości wykorzystania w diagnostyce medycznej nerki, 
jak i identyfikacji parametrów schematu obwodowego odwzorowującego prze-
pływ krwi przez ten organ [4, 6, 17]. 

 
Przebieg ciśnienia nie jest na podstawie danych medycznych w pełni 

określony, dlatego zaproponowano metodę aproksymacji jego kształtu funkcją 
sklejaną w warunkach niedoboru danych [13]. Celem proponowanej metody 
aproksymacji jest uzyskanie przybliŜonego kształtu przebiegu ciśnienia przy 
minimalnej liczbie niezbędnych parametrów, które moŜna wyznaczyć w trakcie 
powszechnie wykonywanych, nieinwazyjnych badań medycznych. Przebiegowi 
ciśnienia odpowiada przebieg trójkątny, ale taka aproksymacja jest mało do-
kładna i dlatego zastosowano funkcję sklejaną. Na rysunku 2a przedstawiono 
porównanie przebiegu ciśnienia z moŜliwymi do wykorzystania przebiegami 
aproksymującymi. Porównania przebiegów dokonano dla tych samych wartości 
ciśnienia skurczowego i rozkurczowego oraz okresu. Porównanie widm ampli-
tudowych tych przebiegów przedstawiono na rysunku 2b. 
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Rys. 2. Porównanie: a) rzeczywistego przebiegu napięcia z przebiegami aproksymującymi i b) 
widma amplitudowego przebiegu rzeczywistego napięcia z widmami amplitudowymi przebiegów 
aproksymujących 

 
 
Widmo amplitudowe obliczone dla przebiegu ciśnienia aproksymowanego funk-
cją sklejaną charakteryzuje się brakiem fluktuacji w szerokim paśmie częstotli-
wości. Przebieg trójkątny mógłby być wykorzystany jako alternatywny przebieg 
aproksymujący, ale charakteryzuje się on widmem amplitudowym, w którym 
przy częstotliwości związanej z czasem narastania przebiegu i przy jej wielo-
krotnościach występują minima lokalne. 

W procesie identyfikacji wykorzystywane są równieŜ przebiegi prędkości 
krwi, które zarejestrować moŜna ultrasonografem dopplerowskim. Szczegółowe 
zasady i metody rejestracji przebiegów prędkości krwi w naczyniach krwiono-
śnych nerki opisano w pracach [4, 6]. Przebiegi prędkości krwi występujące w 
naczyniach krwionośnych nerki są charakterystyczne dla wysoko-oporowych 
naczyń krwionośnych. Na rysunku 3 przedstawiono przykładowe przebiegi zare-
jestrowane w tętnicy nerkowej i segmentowej nerki. 
 

 

 
Rys. 3. Przebiegi prędkości krwi w: (a) tętnicy nerkowej i (b) tętnicy segmentowej nerki [6] 
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Przedstawione przebiegi prędkości krwi (rys. 3) charakteryzują się fluktu-
acjami, które spowodowane są róŜnicami w kształcie przebiegu dla poszcze-
gólnych okresów. W widmie amplitudowym przebiegów prędkości krwi, wystę-
pujące fluktuacje powodują powstawanie ekstremów lokalnych. W celu otrzy-
mania obwiedni przebiegu prędkości krwi zapisanego w pliku graficznym, np. 
w takim jak na rysunku 3, opracowano oprogramowanie wykorzystujące techni-
kę przetwarzania obrazów. W celu zapewnienia lepszego odwzorowania kształ-
tu odrysowanego przebiegu prędkości krwi zastosowano metody analizy szere-
gów czasowych i wybrane miary statystyczne [1, 20, 23]. Algorytm przetwarza-
nia przebiegów prędkości krwi składa się z kilku etapów. W pierwszym naleŜy 
zarejestrować, przy tych samych ustawieniach ultrasonografu (np.: wzmocnie-
nie, kąt ustawienia sondy), minimalnie trzy okresy przebiegu prędkości krwi w 
tym samym miejscu tętnicy nerkowej. W kolejnym kroku, kaŜdy z zarejestrowa-
nych przebiegów naleŜy znormalizować ze względu na czas – przebiegi muszą 
zaczynać się od chwili czasu równej zero. Znormalizowane przebiegi porówny-
wane są pod względem wartości próbek, a następnie dla tak zgrupowanych 
próbek obliczane są odchylenia standardowe. Na podstawie obliczonych odchy-
leń standardowych, analizowane dane podlegają selekcji, w wyniku której od-
rzucone zostają punkty powyŜej przyjętego granicznego odchylenia standardo-
wego [20, 23]. 
 
 

4. METODY ESTYMACJI PARAMETRÓW SCHEMATU 
 

Metodę identyfikacji, w której zakładano wykorzystanie prądów opisano 
w pracy [8]. Z powodu braku moŜliwości rejestracji poprawnego przebiegu pręd-
kości krwi w Ŝyle nerkowej, nie zastosowano jej w praktyce medycznej.  
W pracy [13] przedstawiono drugą wersję metody identyfikacji parametrów, 
w której załoŜono wykorzystanie przebiegu prądu i aproksymowanego przebie-
gu napięcia. W schemacie obwodowym (rys. 1) relacje między napięciem ut  
i prądem iAr opisano transmitancją operatorową: 
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gdzie:  

a3 = LArCArRafCafRex, a2 = RArCArRafCafRex + LAr  (CArRaf + CArRex + CafRex),  

a1 = RAr (CArRaf + CArRex + CafRex) + LArRafCafRex,  

a0 = RAr + Raf + Rex, b2 = CArRafCafRex, 

b1 = CArRaf + CArRex + CafRex,  
b0 = 1. 
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Transmitancję Z(s), którą otrzymano przez przekształcenie transmitancji 
(1) do postaci (2), rozłoŜono na ułamki proste zgodnie z zasadami przedstawio-
nymi w pracy [10, 22]. 
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gdzie: a’1= RafCafRex, a’0= Raf+Rex 
 

Po rozłoŜeniu na ułamki proste otrzymano układ równań (3), z którego 
moŜna juŜ obliczyć wartości dwóch rezystancji i dwóch pojemności występują-
cych w schemacie obwodowym. 
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Wydzieloną we wzorze (2) rezystancję i indukcyjność obliczono korzystając  
z zaleŜności (4), która została wykorzystana w pracach [2, 8]. 
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gdzie:  

l – długość naczynia,  
S – pole przekroju naczynia,  
η, ρ – lepkość i gęstość krwi. 

 
Przez obliczenie wartości RAr i LAr z wykorzystaniem zaleŜność (4) po-

prawiona została jakość identyfikacji pozostałych parametrów. Z duŜą dokład-
nością moŜna za pomocą ultrasonografu dopplerowskiego wyznaczyć długość  
i średnicę naczynia krwionośnego, które we wzorze (4) decydują o wartości 
oporu hydraulicznego i bezwładności hydraulicznej tętnicy nerkowej, a tym sa-
mym o wartości rezystancji RAr i indukcyjności LAr. NajwaŜniejszym jednak po-
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wodem przyjęcia takiej metody obliczeń jest to, Ŝe wartość obliczanej w ten 
sposób indukcyjność jest bardziej wiarygodna, niŜ przy estymacji jej na podsta-
wie parametrów otrzymanych w wyniku optymalizacji funkcji celu z wykorzysta-
niem przebiegu napięcia i prądu, dla których nie znane były by zaleŜności fa-
zowe. 

Z powodu braku moŜliwości rejestracji zaleŜności fazowych między roz-
waŜanymi przebiegami, po przekształceniu transmitancji operatorowej do 
transmitancji widmowej, został rozpatrzony tylko moduł transmitancji opisany 
zaleŜnością: 
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gdzie:  

b’2 = RArb2,  

b’1 = RArb1,  

k3 = LArb’2,  

k2 = RArb’2+LArb’1,  

k1 = RAr (a’1+b’1+LAr), 

k0 = RAr (a’0+RAr). 
 

Zastąpienie współczynników b1-2 przez b’1-2 spowodowało zawęŜenie 
przedziału, z którego przyjmowane są wartości nowych współczynników. 
Współczynniki b1-2 i a’1-2 przyjmują wartości z przedziału (10-5:1010), natomiast 
współczynniki w postaci b’1-2 i a’1-2  z przedziału (103:1010). Przez takie podsta-
wienie znacznie ułatwiona została optymalizacja funkcji celu, poniewaŜ w ten 
sposób, dokładniej uwarunkowany został punkt początkowy iteracji. 

Do estymacji parametrów schematu obwodowego zaproponowano połą-
czenie kilku metod identyfikacji parametrycznych, niestacjonarnych obiektów 
analizowanych w czasie ciągłym [1, 3, 5, 19, 23, 24], a w szczególności metody 
Standstill Frequency Response (SSFR) [5]. W odróŜnieniu od oryginalnych za-
łoŜeń metody SSFR, w badaniach nie uwzględniano zaleŜności fazowych mię-
dzy rozwaŜanymi przebiegami oraz nie dobierano wartości: amplitud, faz i czę-
stotliwości wykorzystywanych sygnałów. Wartości amplitud i częstotliwości sy-
gnałów obliczano stosując analizę częstotliwościową. ZaleŜności fazowe nie 
były uwzględnione, poniewaŜ w przeprowadzonych doświadczeniach nie było 
moŜliwości jednoczesnego pomiaru ciśnienia i przepływów krwi. 

Do opracowania funkcji celu wykorzystano metodę najmniejszych kwa-
dratów. W funkcji celu (6) dane eksperymentalne, którymi były widma amplitu-
dowe prądów i napięć, porównano z funkcją modułu transmitancji widmowej 
obliczoną dla rozpatrywanego fragmentu schematu obwodowego. Widma am-
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plitudowe napięć i prądów obliczone zostały z wykorzystaniem algorytmu dys-
kretnej transformaty Fouriera [22]. 
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gdzie: |Ut(ωi)| - wartość modułu i-tej harmonicznej napięcia odpowiadającego 
ciśnieniu tętniczemu, |IAr(ωi)| - wartość modułu i-tej harmonicznej prądu odpo-
wiadającego przepływowi krwi w tętnicy nerkowej, N – liczba harmonicznych 
uwzględniona w procesie optymalizacji funkcji celu 

Ze względu na złoŜoną postać pochodnych funkcji celu do optymalizacji 
funkcjonału zastosowano metody, w których nie jest wymagana ich znajomość 
[1, 3]. W identyfikacji parametrów schematu obwodowego uwzględniono fluktu-
acje wynikające z kształtu przebiegów prędkości krwi w kolejnych okresach. 
Fluktuacje te wpływają na widmo amplitudowe przebiegów w postaci ekstremów 
lokalnych przy wyŜszych częstotliwościach. Wykorzystanie widma amplitudo-
wego przebiegów prędkości krwi w identyfikacji parametrów powoduje przenie-
sienie ekstremów lokalnych do funkcji celu. Dlatego zastosowano metody 
optymalizacji, które pomijają ekstrema lokalne i zachowują stabilność obliczeń. 
Wpływ fluktuacji wraz ze wzrostem częstotliwości harmonicznych narasta,  
a przy wyŜszych częstotliwościach przewyŜsza wartości harmonicznych prądu  
i napięcia. Przeprowadzenie identyfikacji z wykorzystaniem zakresu częstotli-
wości, w którym widma amplitudowe prądu objęte są fluktuacjami powoduje 
zafałszowanie wyników identyfikacji. Dlatego ograniczono zakres częstotliwości 
harmonicznych, na podstawie którego przeprowadzana jest optymalizacja funk-
cji celu do pasma, w którym fluktuacje są mniejsze niŜ wartości harmonicznych 
wykorzystywanych przebiegów. Z tego powodu dobrano algorytmy optymalizacji 
charakteryzujące się duŜą sprawnością i dokładnością obliczeń dla małych 
zbiorów danych. Uwzględniając przedstawione ograniczenia zastosowano dwa 
algorytmy optymalizacji, którymi jest algorytm genetyczny i metoda simplex. 
Przeprowadzono badania symulacyjne, w których przetestowano wyselekcjo-
nowane metody optymalizacji. Po przeanalizowaniu uzyskanych wyników, naj-
wyŜszą dokładność estymacji parametrów otrzymano przez połączenie algo-
rytmu genetycznego i metody simplex. Algorytm genetyczny wykorzystano do 
wstępnej estymacji, której celem było zawęŜenie zakresu zmian wartości szu-
kanych parametrów. Następnie, z tak ograniczonego zakresu przyjmowanych 
przez parametry wartości, stosując metodę simplexu, obliczone zostały dokład-
ne wartości parametrów funkcji celu. Ostatecznie, wartości rezystancji, pojem-
ności i indukcyjności występujące w rozwaŜanym schemacie obwodowym obli-
czano z wyprowadzonych zaleŜności (3). 
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Dokładność uzyskanych wyników stanowi istotne kryterium doboru  
i uŜytkowania opisanych powyŜej metod identyfikacji parametrów schematu 
obwodowego w zastosowaniach medycznych. DuŜy wpływ na jakość obliczeń 
mają dane eksperymentalne pochodzące z wykonanych badań medycznych, 
których jakość zaleŜy od zastosowanego sprzętu i doświadczenia osoby wyko-
nującej badanie. Przy rozpatrywaniu wiarygodności metod identyfikacji najwaŜ-
niejsze czynniki determinujące poprawność identyfikacji zaleŜą od: 

• dokładności i jakości wyników pochodzących z badań medycznych, 
• dokładności wyniku analizy częstotliwościowej, 
• liczby danych eksperymentalnych wykorzystywanych w optymalizacji 

funkcji celu, 
• zastosowanej funkcji celu. 
 

W pracy [14] dokonano oceny wymienionych powyŜej czynników wpływa-
jących na wiarygodność procesu identyfikacji, przez porównanie róŜnych wa-
riantów funkcji celu oraz przez określenie wpływu liczby harmonicznych. Wyniki 
o najwyŜszej dokładności uzyskano porównując w funkcji celu moduł transmi-
tancji z widmem amplitudowym prądu iAr. W tej metodzie prąd iAr, odpowiadają-
cy przepływowi krwi w tętnicy nerkowej, jest jedynym źródłem informacji o zja-
wiskach hemodynamicznych zachodzących w układzie krwionośnym nerki. 
 
 

5. ZASTOSOWANIE METODY ESTYMACJI  
PARAMETRÓW W PRAKTYCE MEDYCZNEJ 

 
W celu przeprowadzenia weryfikacji opracowanych metod identyfikacji 

parametrów rozwaŜanego fragmentu schematu obwodowego, nawiązano 
współpracę z Katedrą Radiologii Akademii Medycznej w Gdańsku. Do zaplano-
wanych badań zastosowano standardowe procedury medyczne. Badania prze-
prowadzono na osobach po przebytej transplantacji nerki. Obejmowały one re-
jestrację przebiegów prędkości przepływu krwi w tętnicy i Ŝyle nerkowej, wyzna-
czanie średnic i długości tych naczyń, pomiar tętna oraz wartości skurczowej  
i rozkurczowej ciśnienia tętniczego. 

Pomierzone w wyniku badań wielkości charakteryzujące przepływ krwi 
przez nerkę sprowadzono, zgodnie z przyjętymi analogiami, do wielkości elek-
trycznych, które następnie poddano analizie i przetworzeniu. 

Długość i średnicę tętnicy nerkowej mierzono w prezentacji  
B ultrasonografu, przy największym moŜliwym powiększeniu obrazu.  
Do odtworzenia obwiedni przebiegów prędkości przepływu krwi wykorzystano 
oprogramowanie opracowane przez autora. Przepływ krwi przez tętnicę nerko-
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wą obliczono, jako iloczyn prędkości przepływu krwi i powierzchni przekroju po-
przecznego naczynia, w miejscu przeprowadzanej rejestracji. 

Ciśnienie mierzono z wykorzystaniem ciśnieniomierza rtęciowego według 
ogólnie przyjętych zasad. Na podstawie uzyskanych wyników dokonano aprok-
symacji przebiegu ciśnienia z zastosowaniem funkcji sklejanej. 

Wyniki doświadczenia medycznego, które polegało na przeprowadzeniu 
badań w stanie spoczynku i po wysiłku fizycznym u kobiety – lat 56, wykorzy-
stano do zastosowania przyjętej metody identyfikacji parametrów schematu 
obwodowego w praktyce medycznej. Celem doświadczenia było określenie 
zmian zachodzących w układzie krwionośnym nerki po wysiłku fizycznym i po-
równanie ich ze stanem spoczynku, na podstawie wartości zidentyfikowanych 
parametrów schematu obwodowego. Wyniki zarejestrowanych prędkości prze-
pływu krwi przedstawiono na rysunku 4. 

 

 
 

Rys. 4. Przebiegi prędkości przepływu krwi zarejestrowane w tętnicy nerkowej w stanie: 
(a) spoczynku i (b) po wysiłku fizycznym 

 
Średnicę tętnicy nerkowej zarejestrowano oddzielnie, w stanie spoczyn-

ku i po wysiłku fizycznym, poniewaŜ w niniejszym doświadczeniu medycznym 
spodziewano się znacznych zmian ciśnienia, co wiązałoby się z wystąpieniem 
mechanizm autoregulacji [21]. Pomierzone średnice tętnic oraz pozostałe wyni-
ki badania zamieszczono w tabeli 1. 
 

TABELA 1  
Ciśnienia tętnicze, średnice i długości tętnicy 

Badanie pt [mm Hg] D [mm] l [mm] f0 [Hz] 
Spoczynek 135/100 5,63±0,21 40±0,6 0,660 
Wysiłek 165/105 5,44±0,16 40±0,6 0,799 

 
gdzie:  

pt  – cieśninie tętnicze,  
D, l  – średnica i długość naczynia,  
f0  – częstotliwość podstawowa 
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Sprowadzone do prądów przebiegi przepływu krwi zarejestrowane pod-
czas spoczynku i po wysiłku fizycznym, przedstawiono na rysunku 5a. Aprok-
symowane przebiegi ciśnienia sprowadzone do napięć przedstawiono na ry-
sunku 5b. 
 

 

 
Rys. 5. Przebiegi (a) prądów i (b) napięć odpowiadające odpowiednio przepływom i ciśnieniom 
krwi w stanie spoczynku i po wysiłku fizycznym 

 
 
Widma amplitudowe obliczone dla prądów i napięć z rysunku 5 przedstawiono 
na rysunku 6. 
 

 

 
Rys. 6. Widma amplitudowe (a) prądów i (b) napięć odpowiadających odpowiednio przepływo-
wi i ciśnieniu krwi w stanie spoczynku i po wysiłku fizycznym 

 
 
Obliczone w wyniku optymalizacji funkcji celu wartości rezystancji, pojemności 
i indukcyjności schematu obwodowego zamieszczono w tabeli 2. 
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TABELA 2  
Wartości parametrów schematu obwodowego 

Badanie RAr [MΩ] LAr [MH] CAr [pF] Raf [MΩ] Caf [nF] Rex [GΩ] 
Spoczynek 0,3107 0,43036 0,4361 339,1258 0,7677 1,842945 
Wysiłek 0,3593 0,46283 0,8297 754,1925 0,9135 2,523589 

 
W rozpatrywanym doświadczeniu wystąpienie mechanizmu autoregulacji 

spowodowało wzrost wartości: rezystancji, indukcyjności oraz pojemności, które 
odwzorowują: opory i bezwładności hydrauliczne, oraz podatności naczyń. Naj-
większe zmiany związane były z rezystancjami, poniewaŜ rezystancja Raf zmie-
niła się aŜ o 120%, Rex o 40% a RAr o 15%. Znacznie mniejsze zmiany związane 
były z pojemnościami. Pojemność odpowiadająca podatności tętnicy nerkowej 
zmieniła się o 90%, a pojemność odpowiadająca wypadkowej podatności na-
czyń miąŜszu nerki o 20%. Najmniejszej zmianie uległa indukcyjność - zaledwie 
o 8%. Wśród obliczonych parametrów schematu obwodowego największą dy-
namiką zmian charakteryzowały się parametry odwzorowujące naczynia krwio-
nośne miąŜszu nerki, a w szczególności tętniczek doprowadzających. Tak duŜe 
zmiany między estymowanymi parametrami dla spoczynku i wysiłku fizycznego 
wynikają głównie z mechanizmu autoregulacji. Inną przyczyną wzrostu wartości 
tych parametrów mogło być zwiększenie częstotliwości przebiegu ciśnienia  
i przepływu krwi. Częstotliwości tych przebiegów ściśle związane są z tętnem 
serca. Z porównania częstotliwości podstawowych przedstawionych w tabeli 1 
wynika, Ŝe pod wpływem wzrostu aktywności fizycznej tętno zwiększyło się  
o 20% w stosunku do stanu spoczynkowego. W przeciwieństwie do zakresu 
częstotliwości wykorzystywanego w elektronice, zakres częstotliwości przebie-
gów ciśnienia i przepływu krwi jest bardzo wąski. Górną częstotliwość tego pa-
sma moŜna obliczyć wykorzystując maksymalną i jednocześnie bezpieczną 
wartość tętna. NajwyŜsze tętno rejestrowane jest u młodego człowieka i wynosi 
około 190 uderzeń na minutę, czyli 3,16 [Hz], a następnie, wraz z wiekiem się 
obniŜa.  
 

 
 

Rys. 7. Porównanie (a) rzeczywistego i obliczonego przebiegu prądu odpowiadającego prze-
pływowi krwi oraz (b) rzeczywistego i obliczonego widma amplitudowego prądu dla stanu  
spoczynku 
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Dolna częstotliwości pracy serca wynosi około 0,5 [Hz]. W przypadku 
obwodu elektrycznego zmiana częstotliwości sygnału w takim paśmie o 20% 
nie wpłynęłaby znacząco na jego parametry, natomiast w rozwaŜanym przy-
padku spowodowała procentowo duŜy wzrost wartości estymowanych parame-
trów. 

Oceny jakości identyfikacji parametrów dokonano dla rezystancji, pojem-
ności i indukcyjności przedstawionych w tabeli 2. Porównanie widm amplitudo-
wych prądów i ich przebiegów dla stanu spoczynku przedstawiono na  
rysunku 7. 

Porównanie widm amplitudowych i przebiegów prądu po wysiłku fizycz-
nym przedstawiono na rysunku 8. 
 

 
 

Rys. 8. Porównanie (a) rzeczywistego i obliczonego przebiegu prądu odpowiadającego prze-
pływowi krwi oraz (b) rzeczywistego i obliczonego widma amplitudowego prądu po wysiłku fi-
zycznym 

 
 

Przedstawione na rysunkach 7 i 8 przebiegi oraz widma amplitudowe 
prądów wraz z obliczonymi miarami statystycznymi świadczą o dobrym skore-
lowaniu przebiegów i widm amplitudowych prądów iAr odpowiadających prze-
pływom krwi w tętnicy nerkowej, z przebiegami i widmami amplitudowymi prą-
dów obliczonymi na podstawie estymowanych parametrów schematu obwodo-
wego dla stanu spoczynku i po wysiłku fizycznym. Wartości przebiegu obliczo-
nego dla stanu spoczynku w danej chwili czasu róŜnią się średnio mniej niŜ 
o 613 nA w stosunku do wartości przebiegu rzeczywistego, co stanowi mniej niŜ 
8,5% średniego poziomu. Z oceny przebiegu obliczonego dla wysiłku fizyczne-
go wynika, Ŝe róŜni się on średnio mniej niŜ o 100 nA, co stanowi mniej niŜ 2% 
średniego poziomu. Ponadto, w 96 procentach przebieg obliczony dla stanu 
spoczynku odpowiada przebiegowi rzeczywistemu, natomiast mniej niŜ w 4 
procentach róŜni się od niego. Przebieg obliczony dla wysiłku fizycznego w 99 
procentach odpowiada przebiegowi rzeczywistemu a mniej niŜ w 1 procencie 
róŜni się od niego. Z oceny widm amplitudowych prądów wynika, Ŝe dla stanu 
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spoczynku wartości obliczonych harmonicznych róŜnią się średnio mniej niŜ 
o 125 nA w stosunku do harmonicznych przebiegów rzeczywistych, co stanowi 
8% średniego poziomu, natomiast dla wysiłku fizycznego obliczone harmonicz-
ne róŜnią się średnio o 35nA w stosunku do harmonicznych rzeczywistego 
przebiegu. Obliczone widma amplitudowe prądów w 99 procentach odpowiada-
ją widmom amplitudowym przebiegów rzeczywistych, a mniej niŜ w jednym pro-
cencie róŜnią się od nich. 
 
 

6. PODSUMOWANIE 
 

Wprowadzenie do metody identyfikacji parametrów aproksymacji napię-
cia, uprościło procedurę pomiarową przy jednoczesnym zachowaniu wysokiej 
jakości estymacji parametrów schematu obwodowego. NaleŜy zaznaczyć, Ŝe 
w prowadzonej identyfikacji prąd - odpowiadający przepływowi krwi w tętnicy 
nerkowej, jest najwiarygodniejszym źródłem wiedzy o zjawiskach fizjologicznych 
zachodzących w układzie krwionośnym nerki. Dlatego wykazanie moŜliwości 
otrzymywania kształtu przebiegu prądu zgodnego z przepływem krwi w tętnicy 
nerkowej, przez zastosowanie wymuszenia napięciem aproksymowanym funk-
cją sklejaną w warunkach niedoboru danych o jego kształcie do wykorzystywa-
nego schematu obwodowego jest waŜne w proponowanej metodzie identyfika-
cji. 

Przez analizę estymowanych parametrów schematu obwodowego moŜ-
liwe jest zlokalizowanie obszarów układu krwionośnego nerki, w których zacho-
dzące zmiany są najintensywniejsze. 

Opracowanie szybkich i wiarygodnych metod identyfikacji parametrów 
modeli symulujących rozpływ krwi w wybranym fragmencie układu krwionośne-
go moŜe przyczynić się, m.in. do rozwoju diagnozowania stanu patologicznego 
transplantowanych organów. 
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ABSTRACT  Analogies between electrical engineering and fluid 
mechanics was applied to crate electric circuit which the blood flow 
through kidney represent. Problems which in this process of the pa-
rameters identification of electric circuit appeared, not appear in the 
case of the parameters identification of typical electric circuit. The 
main problems of this method of parameters identification are: lack of 
possibility of registration of the voltage waveform, lack of possibility of 
use special test input signals or modification existing input signals, 
lack of determination of phase dependence between used signals. 
On the basis of appointed parameters of the objective function the 
wanted values of elements of electric circuit were calculated. The 
electric current spectrum with ratio of module of the transmittance of 
the considered fragment of the electric circuit and spectrum of the 
voltage in the objective function was compared. The current repre-
sents the blood flow through the renal artery and the voltage repre-
sents the pressure, which was approximating by spline function. 

 

 


