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STRESZCZENIE Zastosowanie elementéw brzegowych nie-
skonczonych w Metodzie Elementéw Brzegowych (MEB) wigze sie
z pewng komplikacjg modelu obliczeniowego. Wprowadzane sg od-
mienne funkcje ksztattu, pojawia sie funkcja zaniku, roztgcznie trakto-
wana jest transformacja geometrii od transformacji wtasnosci fizycz-
nych obiektu. W réwnaniu bazowym unika sie obliczern weztow ucie-
kajgcych do nieskoriczonoSci. Wigze sie to przyktadowo ze zmianami
w metodach radzenia sobie z osobliwosciami. Wczesniej nalezy row-
niez dobrac stosownie do obiektu typ zastosowanych elementow nie-
skonczonych oraz odpowiednig dla charakteru badanego zjawiska fun-
kcje zaniku analizowanego pola. Na tle tego schematu przedstawiony
zostanie podstawowy etap, jakim jest transformacja geometrii elemen-
tow nieskonczonych i jej implikacje na caty proces obliczeniowy MEB.

Stowa kluczowe: Metoda Elementéw Brzegowych, zagadnienia dwu-
wymiarowe, Elementy Brzegowe Nieskoriczone

mgr inz. Maciej PANCZYK
e-mail: maciejp@cs.pollub.pl
Politechnika Lubelska, Instytut Informatyki

prof. dr hab. inz. Jan SIKORA
e-mail: j.sikora@iel.waw.pl
Zaktad Metrologii i Badan Nieniszczacych
Instytut Elektrotechniki,

Politechnika Warszawska,
Instytut Elektrotechniki Teoretycznej
i Systemow Informacyjno-Pomiarowych

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 233, 2007



32 M. Pariczyk, J. Sikora

1. WSTEP

Metoda Elementéw Brzegowych (MEB) pozwala na nieinwazyjne ba-
danie rozktadu wielkosci fizycznych niedostepnego wnetrza obiektu. Zastoso-
wanie elementéw nieskonczonych w MEB pozwala na redukcje liczby ele-
mentow siatki i unikniecie problemu tworzenia sztucznej granicy zaniku pola
w otoczeniu analizowanego obiektu. W praktyce oznacza to zmniejszenie czasu
obliczen, zapotrzebowania na pamie¢ oraz zmniejszenie btedéw. Niestety do
ztozonego procesu doboru wiasciwego typu elementow brzegowych i doboru
stosownych funkcji ksztattu witgczenie elementow nieskonnczonych do MEB
wymaga dodatkowo doboru odpowiednich funkcji zaniku i zastosowania specjal-
nych transformacji geometrii réznych od stosowanych przy elementach klasycz-
nych. W niniejszym artykule autorzy wybrali do omowienia transformacje geo-
metrii, wraz z jej implikacjami na komplikacje modelu obliczeniowego MEB.

2. KROTKIE WPROWADZENIE DO METODY
ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Jako punkt wyjsciowy rozwazan przedstawimy standardowe rownanie
bazowe Metody Elementéw Brzegowych [4, 7, 9]:

cr)D(r) + | M(rv)dr = [G(r- r'|)@ dr (1)
- on . on

Postaé macierzowa rozwigzywana numerycznie przedstawia sie na-
stepujgco:

NORLIES 2)

on

W rownaniu tym macierze [A] i [B] odwzorowujg odpowiednio catki
pochodnej normalnej oG(|r-r’|)/on i G(|r-r’]). Czton c(r)®(r) uwzgledniony jest
w macierzy [A].

W praktyce elementy macierzy [®] oraz macierzy [0d/on] stanowig zbior
danych znanych z okreslonych lub pomierzonych warunkoéw brzegowych wraz
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z wartosciami poszukiwanymi stanowigcymi po kolejnych przeksztatceniach
prawg strone réwnania macierzowego.

Dla danej klasy zagadnien funkcja Greena (rozwigzanie podstawowe) G
z rownania (1) jest znana. Przyktadowo dla rownania Laplace'a w przestrzeni
dwuwymiarowe;j:

1 1
GQr — r"): E In |r - r'|

3)

Niezbedne jest, wiec jeszcze wyznaczenie elementow macierzy [A] i [B]
zwigzanych z danym rozwigzaniem podstawowym.

Obiekt po podziale na siatke elementow brzegowych wymaga takich
obliczen dla wszystkich weztow wszystkich elementow brzegowych.

3. TRANSFORMACJA GEOMETRII | WLASQIWOSCI
FIZYCZNYCH OBIEKTU DLA ELEMENTOW
|IZOPARAMETRYCZNYCH 2-GO RZEDU

W celu umozliwienia catko-
wania numerycznego konieczna jest
transformacja danego elementu brze-
gowego z rzeczywistego globalnego
krzywoliniowego uktadu wspotrzed-
nych (x, y w przypadku 2D) do pros-
toliniowego lokalnego uktadu wspot-
rzednych & Uzycie do catkowania
numerycznego kwadratury Gaussa

wymusza, aby wszystkie transfor- 0 1 2
mowane elementy brzegowe roz- _1‘ B 1' ";

ciggaty sie od £ = -1 do & = +1.
Wowcza,S Ca*k,(?wame numeryc;ne Rys. 1. Transformacja standardowego ele-
elementéw trojweztowych mozna mentu brzegowego do wspéirzednych lo-
przedstawi¢ nastepujgco: kalnych &< -1, +1>

+1 n
[r(e)de =3 r(&m ()
-1 i=1
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Wartosci punktéw catkowana Gaussa i wspotczynnikow wag sg opisane
w literaturze np. [1]. Przyktadowo wartosci dla catkowania 4-ro i 6-cio punkto-
wego przedstawia tab. 1.

TABELA 1
Jednowymiarowa kwadratura Gaussa

n| i

wspotrzedne punktéw - &

wspélczynniki wag - w;

4| 1

-0.86113631159405257522
-0.33998104358485626480
+0.33998104358485626480
+0.86113631159405257522

0.34785484513745385737
0.65214515486254614263
0.65214515486254614263
0.34785484513745385737

-0.93246951420315202781

-0.66120938646626451366
-0.23861918608319690863
+0.23861918608319690863
+0.66120938646626451366

+0.93246951420315202781

0.17132449237917034504
0.36076157304813860757
0.46791393457269104739
0.46791393457269104739
0.36076157304813860757

0.17132449237917034504

Przejscie do lokalnego uktadu wspotrzednych osigga sie poprzez wpro-
wadzenie tzw. funkcji ksztattu.

Dla obiektéw dwuwymiarowych, ktérych brzeg we wspoétrzednych lo-
kalnych stanowig jednowymiarowe tréjweziowe liniowe elementy brzegowe,
funkcje te przedstawiajg sie nastepujaco [3, 4, 12, 13]:

NP (&)=1é(e-1), NP(E)=1-¢£>, NY(&)=1&(E+1) (5)

Transformacja geometrii odbywa sie wedtug wyrazen:

(6)
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W elemencie izoparametrycznym takie same funkcje ksztattu uzyte
zostang réwniez do interpolacji wtasnosci fizycznych obiektu.

o(¢)- __iozvi@)cbi = No(EWDg + M, ()0, + N (£105
B oD,
o —Z:)Ni(f) o

1

- No() 204 M5

oD,
on

)24 N (6)
n

4. WPROWADZENIE ELEMENTOW NIESKONCZONYCH
| TRANSFORMACJA GEOMETRII | WLASCIWOSCI
FIZYCZNYCH OBIEKTU W OBSZARZE
NIESKONCZONYM

Dla zobrazowania tematu wprowadzenia elementéw brzegowych nie-
skonczonych do Metody Elementéw Brzegowych przedstawimy przyktadowy
model jak na rys. 2.

Po podziale badanego obszaru na obszar skonczony I'- (elementy El,
E2, E3, E4) i obszar nieskonczony I'; (elementy EO i E5) rownanie bazowe MEB
przyjmie postac:

c(r)d(r) + j QTDCD( Ndr + j QTDCD( ")dl" =
5 (8)
_jG 900 gr 4 jG |)aq)8(r)dr
n

Znane jest rozwigzanie analityczne tego przyktadu:

a@(x, y) _ VO

V, y X y
X,y)=—2arctg—, =2 ——=1 ——1 9
(D( y) T s X on n 1/x2 +y2 g q/x2 +y2 ©)

Dane sg warunki brzegowe Dirichleta, a niewiadomg jest w pierwszym
etapie obliczen pochodna normalna potencjatu
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a) b)
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Rys. 2.
a) przyktad obiektu z elementami nieskonczonymi EO i E5 wraz z b) wynikami 6®/on na jego
brzegu

Dla elementow brze-
gowych nieskonczonych mu-
simy jednak wprowadzi¢ od-
mienne funkcje ksztattu trans-
formujgce taki element (rys. 3)
do wspotrzednych lokalnych &.

W  elementach nie-
skonczonych bedziemy miec
do czynienia z dwoma zesta-

0 1 2
& o o—» wami funkcji ksztaltu, stan-
s 0 1 & dardowymi funkcjami ksztattu

) . . (N) i nieskonczonymi funkcja-
Rys. 3. Transformacja Elementu nieskonczo-

nego do lokalnego uktadu wspétrzednych mi ksztattu (M) [8, 17] lub [11,
12]. Nieskonczone funkcje

ksztattu (M) pozwalajg na trans-

formacje geometrii uwzgledniajgcg 3-ci uciekajacy do nieskonczonosci wezet.

Standardowe funkcje ksztattu (N) znajdujg zastosowanie jedynie do trans-
formacji wartosci pola.

Geometria jest, wiec interpolowana funkcjami ksztaltu M [11, 12] na-

stepujgco:
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RSV EY (10
1-¢ 1-¢
dla
x=x1 &=-1,
dla
X=X 520,

X3 — lim —2§X1+(1+{§)X2:
= 1-&

(11)

Tworzenie macierzy stanu przebiega standardowo z wyjatkiem wy-
korzystania mapowania funkcjami M, i M, uzytymi do wyznaczenia Jakobianu,
jego odwrotnosci i wyznacznika.

Réwnanie (8) zawierajgce oba podobszary — skohczony i nieskohczony
w postaci zdyskretyzowanej umozliwiajgcej wskazanie umiejscowienia wymie-
nionych wczesniej elementdéw transformacji jest nastepujace:

._.

n—

D)+ 3,3 O )j q |) (EW(&)de +
m-1 1 “1 oGy =
+2 20| qar_nrp N, (€)DIE)de =

i=0 j=0 -1

Il
(=}

i

n—

_ Zaq)(r)jGr IV (@SS

i= on i=0 j=0

8®(r )

j G(r-r|IV,(€)DI(&)de

(12)

5. FUNKCJE KSZTALTU W ODNIESIENIU
DO LICZENIA OSOBLIWOSCI

Roéwnanie (1) dla elementéw standardowych we wspotrzednych lokal-
nych & przedstawia sie nastepujgco:
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n—1 +1

o+ Y o[ q ol =rD) ;e - Zzaq’( 07 Jolr-ripns

i=0 j=0 —1 i=0 j=0

(13)

Gdzie n — liczba elementéow standardowych, po ktérych nastepuje su-
mowanie wartosci liczonych we wszystkich weztach kazdego z elementéw
i=0+n-1.

Wyznaczenie wspoétczynnikéw macierzy A4 i B rownania (2):

+1 aG _
4, ; (r, r') = Iw

-1

N, (V@ B, I Gr - vV, () (©)de (14)

W przypadku, gdy punkt zrodta pokrywa sie z punktem obserwaciji ij.
r =r' pojawia sie osobliwosci. Wida¢ to wyraznie rownaniu (3) gdzie
G(r,r')=-21In

= r\
Catka tej postaci moze by¢ liczona z wykorzystaniem specjalnej logaryt-
micznej kwadratury Gaussa [8, 9]:

gl-1

J S )in =2 v £ () (15)

gdzie gl jest liczbg punktow catkowania logarytmicznej kwadratury Gaussa.

=1
=0

Rys. 4. Transformacja elementu zawierajacego osobliwosci z ukiadu wspéirzednych
&<-1,+1> do 7 <0,1>. a) gdy r znajduje sie w pierwszym wezle, b) w drugim, c) w trzecim
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Odlegto$¢ R =|r -1/ = J(r=x)? + (=) odpowiednio dla weziow i =0, 1, 2

liczymy ponownie wykorzystujgc funkcje ksztattu:

R =[w(@)-x,) +((©)-»)]-
~ [V @), + N (@), + N, (@), -, )

+ (16)
F (Vo @)y + N, @)y, + N, )y - 3, )]

Analogicznie dla elementéw nieskonczonych i weztéw i = 0,1 wykorzys-
tamy funkcje ksztattu nieskonnczone M (15):

R =|w(@)-x) + (1) -3 ]

[0, €)sy 2,0, + 01, @+ 1, 5 F]

Dodatkowa liniowa transformacja z uktadu wspoétrzednych & do 7 przed-
stawia sie nastepujgco:
a) gdy r znajduje sie w pierwszym wezle:
n=0.5(1+¢)
b) gdy r znajduje sie w drugim wezZle:
n=-¢ dla -1<&é<0 i n=¢ dla 0<é<1

c) gdy r znajduje sie w trzecim wezle:

n=0.51-¢)

6. PODSUMOWANIE

Proces wzbogacenia tradycyjnej Metody Elementéw Brzegowych o ele-
menty nieskonczone jest koncepcyjnie prosty. Sumaryczny model obliczeniowy
MEB pozostaje nie zmieniony. Przytoczony dwu-wymiarowy przypadek wska-
zuje kroki w MEB, ktére nalezy zmieni¢ lub rozszerzy¢é przy wprowadzaniu
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elementow nieskonczonych. Zatozeniem byto unikniecie komplikacji zwigzanych
z doborem rodzaju uzytych elementéw brzegowych, doborem stosownych fun-
kcji zaniku i innymi elementami, ktorych stopien komplikacji wzrasta dla obiek-
téw trojwymiarowych i innych niz Laplace'a klas zagadnien. Zastosowanie
elementow nieskonczonych zmniejsza liczbe danych wejsciowych, skraca czas
obliczen oraz eliminuje koniecznosc¢ tworzenia sztucznej granicy siatki ele-
mentéw i warunkéw brzegowych. Wysitek wiozony w rozbudowe poszcze-
golnych krokéw obliczeniowych zwigzanych z implementacja numeryczng
elementow nieskonczonych w MEB jest optacalny. Powyzsze rozwazania winny
utatwi¢ modyfikacje istniejagcego oprogramowania MEB zwigzang z wprowadze-
niem elementdw nieskonczonych.
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GEOMETRY AND PHYSICAL QANTITY
TRANSFORMATIONS IN 2D BOUNDARY ELEMENT
METHOD WITH INFINITE ELEMENTS

M. PANCZYK
J. SIKORA

ABSTRACT Incorporation of Infinite Elements into Boundary
Elements Method requires to introduce special shape functions for
infinite region mapping. Two-dimensional object is the simplest
example to follow changes made by these transformations. Both sets
of shape functions, standard and infinite are quoted. Their application
to geometry and field variables calculations is presented. Brief
description of singularity treatment and its relation to shape functions
is remained. Finally Boundary Integral Equation including infinite
elements with related transformation steps is presented. It is for
clarifying the application of infinite elements into existihng BEM
software.



