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PROBLEMY
MODELOWANIA MATEMATYCZNEGO
PRADNIC SYNCHRONICZNYCH
WZBUDZANYCH MAGNESAMI TRWALYMI

STERSZCZENIE W pracy przedstawiono metodyke tworze-
nia tzw. obwodowych modeli matematycznych maszyn synchronicz-
nych wzbudzanych magnesami trwatymi. Modele takie postugujg sie
pojeciami indukcyjnosci wlasnych i wzajemnych, ktére sq definiowane
dla cewek umieszczonych w obwodach magnetycznych o liniowych
charakterystykach. Wprowadzenie magnesu trwatego, bazujacego na
efekcie histerezowym, do obwodu magnetycznego maszyny stawia
pod znakiem zapytania mozliwoS¢ tworzenia takich modeli. W pracy
podano warunki na jakich jest mozliwe stosowanie modeli obwodo-
wych dla maszyn wzbudzanych magnesami trwatymi.

Obiektem szczegbtowej analizy w tej pracy jest prgdnica synchro-
niczna wzbudzana magnesami trwatymi umieszczonymi na po-
wierzchni wirnika. Dla klasy takich maszyn utworzono model matema-
tyczny, bardzo zblizony do dwuosiowego modelu prgdnic synchro-
nicznych wzbudzanych elektro-magnetycznie. Model taki wymaga
okreSlenia zakresu jego stosowalno$ci ze wzgledu na zagroZenie
utraty wfasnosci magnetycznych magnesoéw na skutek dziatania
pradow twornika. W pracy zdefiniowano strefe prgdéw dopuszczal-
nych, umozliwiajgcq prostg ocene zagrozenia na odmagnesowanie
w dowolnych stanach pracy oraz podano sposob jej okreslenia.

Stowa kluczowe: pradnice synchroniczne z magnesami trwatymi,
modele bazujgce na ko-energii, model dwuosiowy pradnicy synchro-
nicznej, efekt demagnetyzacji, graniczne wartosci pradow
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1. WSTEP

Wspotczesne metody projektowania uktadow zasilania i sterowania ma-
szynami elektrycznymi sg wspomagane modelowaniem matematycznym. Bar-
dzo czesto maszyna elektryczna jest najwazniejszym elementem takiego ukta-
du i jej model matematyczny decyduje o wtasciwym zaprojektowaniu, a takze
o0 poprawnej eksploatacji uktadu jako catosci. Wygenerowanie odpowiednio
adekwatnego modelu matematycznego maszyny elektrycznej staje sie wiec
istotnym uzupetnieniem procesu jej projektowania. Dla maszyn o klasycznych
konstrukcjach, typu tréjfazowa maszyna asynchroniczna czy synchroniczna,
istnieje juz catkowita jednoznacznos¢ przyporzadkowania modelu matematycz-
nego tym konstrukcjom. Dla nowych typdw maszyn nie sg jeszcze jedno-
znacznie przypisanie im modele matematyczne. Do klasy takich maszyn nalezy
zaliczy¢ takze pradnice synchroniczne wzbudzane magnesami trwatymi. Z tego
wzgledu, w ramach zadania dotyczacego utworzenia algorytmu dla projekto-
wania pradnic synchronicznych wzbudzanych magnesami trwatymi podjeto
tematyke zwigzang z ich modelowaniem matematycznym.

W procesie projektowania maszyny elektrycznej nastepuje wygenero-
wanie cech geometrycznych obwodu magnetycznego, okreslenie uzytych ma-
teriatbw oraz uksztattowanie uzwojen maszyny, a takze innych bardzo waznych
uktadow takich jak: izolacyjnego, termo-kinetycznego czy mechanicznego. Kaz-
dy z nich moze mieC swojg reprezentacje w postaci modelu matematycznego.
Jednak przez model matematyczny maszyny elektrycznej rozumie sie jej
reprezentacje rownaniami matematycznymi pozwalajgcymi w zadowalajgcym
stopniu przewidywa¢ zewnetrze wielkosci elektryczne i mechaniczne, okresla-
jace elektro-mechaniczng przemiane energii w niej zachodzgca. Na proces
tworzenia modelu matematycznego sktada sie zaréwno okreslenie struktury
rownan matematycznych jak roéwniez okreslenie parametrow w nich wyste-
pujacych. Ta druga cze$¢ procesu jest mozliwa jedynie po uksztattowaniu
w procesie projektowania obwodu magnetycznego oraz uzwojen maszyny.

Pradnice synchroniczne wzbudzane magnesami trwatymi znalazly sie
w sferze zainteresowania techniki stosunkowo niedawno ze wzgledu na rozwdj
inzynierii materiatdbw magnetycznych i powstaniu magnesow trwatych nowej ge-
neracji o bardzo dobrych parametrach. Nalezg do nich magnesy utworzone na
bazie pierwiastkow ziem rzadkich typu Sm-Co oraz Ne-Fe-Bo, zapewniajgcych
mozliwo$s¢ wytwarzania p6l magnetycznych o parametrach poréwnywalnych
z wytwarzanymi elektro-magnetycznie. Zainteresowanie prgdnicami synchro-
nicznymi wzbudzanymi magnesami trwatymi jest zwigzane z ogdélnoswiatowymi
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tendencjami wspomagania energetyki lokalnymi sitowniami bazujgcymi na od-
nawialnych zrodtach energii takich jak energia wody czy wiatru, w ktorych
generator synchroniczny ze wzbudzeniem magnetostatycznym wydaje sie byc¢
najprostszym przetwornikiem energii. Z tego wzgledu zaréwno techniki projekto-
wania jak i modelowania matematycznego tego typu przetwornikow energii sg
ciggle rozwijane i doskonalone.

Modele matematyczne pradnic synchronicznych wzbudzane magnesami
trwatymi powinny zapewnia¢ mozliwo$¢ wzglednie prostego rozwigzywania roz-
nych zagadnien operacyjnych zwigzanych z wytwarzaniem energii elektrycznej
ze zrédet odnawialnych. Do takiej klasy nalezg tzw. modele obwodowe maszyn
elektrycznych, powszechnie wykorzystywane do rozwigzywania podobnych za-
dan dla klasycznych maszyn elektrycznych. Niniejsze opracowanie ma na celu
zwrocenie uwagi na réznice w modelowaniu maszyn z magnesami trwatymi
w stosunku do klasycznych maszyn synchronicznych oraz przedstawienie me-
todyki pozwalajgcej skutecznie tworzy¢ odpowiednie modele matematyczne.
Przyjeto zatozenie, ze majg to by¢ modele matematyczne mozliwie mato réz-
nigce sie od powszechnie akceptowanych dwuosiowych modeli generatorow
synchronicznych w postaci rownan rézniczkowych pozwalajgcych odtwarzac
zarowno stany dynamiczne jak i analizowaC wspotprace takich generatoréow
z uktadami energoelektronicznymi.

2. ZASTOSOWANIE FORMALIZMU LAGRANGE’A
DO TWORZENIA MODELI MATEMATYCZNYCH
MASZYN WZBUDZANYCH MAGNESAMI TRWALYMI

Powszechnie akceptowang drogg do formutowania rownan maszyn elek-
trycznych jest formalizm Lagrange’a, szczegdlnie korzystny gdy gtownym przed-
miotem zainteresowania sg elektromechaniczne przemiany energii. Jest to me-
todyka powszechnie znana i stosowana dla tworzenia modeli obwodowych kla-
sycznych maszyn elektrycznych o bardzo réznym stopniu szczegotowosci.
Jednak zastosowanie jej do tworzenia modeli maszyn wzbudzanych mag-
nesami trwatymi napotyka zasadniczg przeszkode na wstepie, juz na etapie ogol-
nych zatozen.

Dla przypomnienia, formalizm Lagrange’a bazuje na tzw. ,energetycz-
nym opisie elementow”, ktéry zaktada, ze stan elementu opisuje jednoznacznie
jego energia lub ko-energia. W klasycznych maszynach elektrycznych eleme-
ntami tworzgcymi uktad przetwarzajacy energie sg elementy zachowawcze zdol-
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ne bezstratnie akumulowaé energie, do ktorych zaliczamy cewki i masy wiru-
jace (takze kondensatory oraz elementy sprezyste). Cewki, czyli tzw. elementy
indukcyjne, magazynujg energie (i ko-energie) w polu magnetycznym. Aby ener-
gia (lub ko-energia) opisywata jednoznacznie stan cewek ich charakterystyki tj.
zwigzki okreslajgce strumienie skojarzone cewek jako funkcje pradéw i,,...,i,

oraz kata obrotu wirnika ¢ muszg by¢ jednoznaczne:

W, =W, (@0, ,0iy), (dla n e {l,...,N}), (2.1)

Wodwczas energia i ko-energia, opisywane wyrazeniami:

N ¥,
E.(@.¥) = [i,(@.p,..y",.0,.0dy", (2.2)
n=1 (
oraz:
- N [" . . .
Emo (¢= I) = zjl//n (¢9llﬁ"'ﬂl'n 90)"'7O)dl'n . (23)

n=1 0

sg jednoznacznie okreslone. Jest to zatozenie fundamentalne dla formalizmu
Lagrange’a i oznacza fizycznie, ze energia (oraz ko-energia) zmagazynowana
w polu magnetycznym w maszynie zalezg tylko od koncowych wartosci — od-
powiednio — strumieni skojarzonych lub pradéw cewek, a nie zalezg od sposobu
gromadzenia energii. Eliminuje to mozliwo$¢ uwzgledniania zjawiska histerezy
magnetycznej oraz jest rownoznaczne z zatozeniem, ze tory pradéw w ma-
szynie sg jednoznacznie okreslone, czyli, ze nie ma osrodkéw ciggtych prze-
wodzacych prad. W klasycznych maszynach, w ktérych podstawowe uzwojenia
wykonywane sg z przewodow, efekty wynikajace z istnienia petli histerezy oraz
z wystepowania prgddéw wirowych sg zjawiskami drugorzednymi dla procesu
przetwarzania energii i sg pomijane. W zaleznosci od potrzeby sg modelowane
zastepczo.

W maszynach wzbudzanych magnesami trwatymi histereza jest podsta-
wowym zjawiskiem Gdy w obwodzie magnetycznym maszyny pojawia sie mag-
nes trwaty, ktorego istota dziatania wynika ze zjawiska histerezy magnetycznej,
nie mozna poming¢ efektu histerezy. Wtasnosci magnesu trwatego okresla
charakterystyka odmagnesowania przechodzaca przez punkty B, oraz C. Dla
wspotczesnych magnesow jest ona liniowa w prawie caty zakresie jak to po-
kazano na rys. 1. Indukcje B, osiggajg wartosci rzedu 1,2 T, a natezenia koercji
H. wartosci rzedu 1000 kKA/m.
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Analizujgc zmiany stanu magnesu trwatego pod wptywem oddziatywania
uzwojen maszyny okazuje sie, ze nastepujg one zgodnie z wewnetrzng petlg
histerezy miedzy punktami KL na rys. 1, ktéra jest bardzo waska i jest zazwy-
czaj zastepowana linig prosta, ktéra dalej bedzie nazywana krzywg powrotu.
W takich warunkach pracy znika niejako efekt histerezowy i te lokalng cha-
rakterystyke mozna uznac za jednoznacznag, jezeli punkt K nie zostanie prze-
kroczony. Jezeli oddziatywanie uzwojen zmieni punkt K na K' na charak-
terystyce odmagnesowania, ustali sie nowa jednoznaczna krzywa K'L’ wzdituz
ktorej zmieniaé sie bedzie punkt pracy magnesu. We wspétczesnych magne-
sach trwatych z metali ziem rzadkich te krzywe powrotu pokrywajq sie z cha-
rakterystykg odmagnesowania dla jej prostoliniowej czesci. Zatem mozna za-
tozy¢, ze dla zmian wywotywanych oddziatywaniem uzwojen mozna zatozy¢, ze
maszyny punkt pracy magnesu trwatego porusza sie po jednoznacznej krzywe;j
odmagnesowania, co odpowiada jednoznacznosci zmian energii (oraz ko-ener-
gii) w uktadzie. Stwarza to mozliwos¢é wykorzystania formalizmu Lagrange’a do
modelowania maszyn z magnesami trwatymi.

A B

e

Br

H

Rys. 1. Charakterystyka odmagnesowania oraz charakterystyki pracy mag-
nesu trwalego w obwodzie magnetycznym maszyny elektryczne

W tym celu nalezy jednak dokonaé¢ pewnych modyfikacji poje¢ cha-
rakterystyk cewek oraz definicji energii i ko-energii cewek. Koniecznos¢ modyfi-
kacji definicji charakterystyk cewek wynika z elementarnego faktu, ze w maszy-
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nie z magnesem trwatym kazda z cewek moze mie¢ niezerowy strumien sprze-
zony w stanie bezprgdowym. W najprostszym przypadku liniowego obwodu
magnetycznego charakterystyki cewek (czyli uzwojen) klasycznej maszyny sg
opisywane funkcjami liniowymi wzgledem pradow:

w,=L, (p)i+-+L, ,(9)iy,

w ktérych wystepujg indukcyjnosci wlasne i wzajemne. Wynika z nich, ze
w stanie bezprgdowym strumienie skojarzone uzwojen sg zerowe. W maszynie
z magnesami trwatymi te same cewki bedg opisywane funkcjami liniowymi
wzgledem praddw, lecz zawierajacymi czton staty, ktéry moze zaleze¢ od kata
obrotu:

l//n = Ln,l (Q) : il te-t Ln,N (Q) : iN + l/IO,n (¢) (24)

Wspétczynniki proporcjonalnosci L, (p) w funkcjach (2.4) sg indukcyj-
nosciami wtasnymi (dla n=k) i wzajemnymi (dla »n= k) uzwojen maszyny,
a cztony state y,(¢) okreslajg strumienie skojarzone uzwojen w stanie bez-

pradowym. Dla nieliniowego obwodu magnetycznego charakterystyki uzwojen
maszyny z magnesami trwatymi mozna zapisa¢ w ogdlnej postaci:

W, =W, (@i,..i)+yw,,(p), gdzie v, (90,..0)=0 (2.5)

W konsekwencji ko-energia magnetyczna (konieczna przy tworzeniu
rownan Lagrange’a maszyny) ukiadu cewek w liniowym obwodzie magnetycz-
nym jest opisywana wzorem:

N N N
Elf:)zwek (w’ I) = %Zan,k ((0) ln ik + ZWO,n (¢) : in (26)

n=1 k=1 n=l1

—_

a dla nieliniowego obwodu ma postac:

N iy N
EIS(TWEk (¢9 I) = Z J‘l//i,n (409 il ""’i'n ’0""’O)di'n + ZWO,n (¢) ’ in (27)

n=l1 n=1

W elementarnym przypadku, dla jednej cewki umieszczonej w liniowym
obwodzie magnetycznym z magnesem trwatym zaleznosci (2.5) oraz (2.6) majg
bardzo prostg interpretacje, ktorg ilustruje rys. 2.
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y = L(p)-i+y,(p) /
/’ SN B = EL((P) iy (p)0
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Rys. 2. Charakterystyka oraz ko-energia cewki w obwodzie magnetycznym z mag-
nesem trwatym

Ko-energia zgromadzona w obwodzie magnetycznym przez prady musi
zosta¢ uzupetniona ko-energia zmagazynowang w obwodzie magnetycznym
przez magnes trwaty w stanie bezprgdowym. Skfada sie ona z dwdch czesci;
ko-energii zgromadzonej w magnesie trwatym oraz w pozostatych czesciach
obwodu magnetycznego nie wykazujacych histerezy, w tym gtéwnie w szcze-
linie powietrznej:

Ep(9,0) = B (9) + Eg, () (2.8)

Ze wzgledu na proces przetwarzania energii istotne jest aby ta ko-
energia zalezata od wspétrzednej mechanicznej, w maszynie elektrycznej od
kata obrotu. Wartosci poszczegolnych sktadowych ko-energii oblicza sie ze
wzoréw:

e dla obszaru magnesu trwatego

EP (¢) = j( I ﬁm(H)dHJde (2.9)

Vm

e dla obszaru szczeliny powietrznej

E)(p)= | ( fBg(H)dedVg (2.10)

Vs\_ 0
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Wptyw praddéw na wartosci ko-energii zgromadzonej w catym obwodzie
magnetycznym, tgcznie z magnesem trwatym, jest uwzgledniany w ko-energii
cewek. Catkowita ko-energia zgromadzona w obwodzie magnetycznym ma-
szyny wzbudzanej magnesami trwatymi jest suma ko-energii cewek oraz wpro-
wadzanej do obwodu maszyny przez magnes trwaty w stanie bezpradowym:

E,(p,))=E;" (p,1)+ E;i (9,0) (2.11)

Uzupetniona ko-energig ruchu obrotowego wirnika maszyny E;*” =1J.&

jest podstawg do tworzenia réownan maszyn wzbudzanych magnesami trwatymi
na bazie réwnan Lagrange’a o ogdlnej postaci:

d (0E, (p,i
d ko(jo, ) —u ~Ri. da nefl,., N} (2.12a)
dr oi,

Jd 20 aEko(wﬂl)_T Da)
dt op

(2.12b)

Przy zatozeniu liniowosci obwodu magnetycznego, co w maszynach
wzbudzanych magnesami trwatymi jest przewaznie dopuszczalne ze wzgledu
na stosunkowo duze szczeliny powietrzne (wnoszone takze przez magnes
trwaty), rownania maszyny mozna zapisa¢ w postaci:

%(i(h,k(co)‘ik)+l//o,n(<0)j+R,,-in=un, dla nef{l,.,N} (2.13a)

d’p _de
J +D—/—=T +T )
o TP Tt T (2.13)
gdzie
1 &N aL a Emag
T =—ZZ[ u(0) j Z( Vo () . J @0 5 159
2n:1k:1 6(0 =1 (0 a(”

Réwnania te, dos¢ oczywiste, sg bardzo zblizone do rownan Lagrange’a
klasycznych maszyn elektrycznych. Cztony v, (@) oraz E;)*(¢,0) wynikajg

z istnienia magnesow trwatych, jednak takze indukcyjnosci uwzgledniajg fakt
istnienia magnesow trwatych w obwodzie magnetycznym maszyny.
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3. UWAGI OGOLNE O MODELOWANIU MASZYN
WZBUDZANYCH MAGNESAMI TRWALYMI

Réwnania maszyny z magnesami trwatymi w swej najogolniejszej formie
(2.12), uwzgledniajgce nieliniowo$¢ obwodu magnetycznego, wymagajq znajo-
mosci ko-energii jako funkcji pradow wszystkich uzwojen oraz kata obrotu
wirnika wzgledem stojana. Jest to suma ko-energii poszczegdlnych czesci ob-
wodu magnetycznego, czyli ko-energia w ferro-magnetyku, stanowigcym mag-
netowdd, w szczelinie powietrznej oraz w magnesach trwatych. Obliczenie jej
wartosci jest mozliwe jedynie na podstawie znajomosci rozktadu pola w obwo-
dzie magnetycznym maszyny, co jest mozliwe jedynie na drodze numerycznego
rozwigzywania rownan pola magnetycznego. Jezeli liczba niezaleznych uzwo-
jeh w maszynie jest duza, to wyznaczenie funkcji ko-energii jest bardzo trudne,
tym bardziej, ze wymagana jest dos¢ duza doktadnos¢ jej wyznaczania, gdyz
w rownaniach (2.12) wystepuja jej pochodne czgstkowe wzgledem pradow oraz
kata obrotu, ktére powinny by¢ znane z wystarczajgcq doktadnoscig. Dla ma-
szyn tréjfazowych wymaga to okres$lenia ko-energii jako funkcji czterech zmien-
nych i jest zadaniem dos¢ ztozonym. Alternatywg jest okreslenie nieliniowych
charakterystyk uzwojen w postaci (2.5) oraz funkcji ko-energii wprowadzonej do
obwodu magnetycznego przez magnes trwaty w stanie bezprgdowym. Nalezy
jednak pamietac, ze takie charakterystyki musza spetnia¢ zwigzki:

0 0
ﬁ:ﬁ, dla n,kefl,..,N} (3.1)
Oi, oi,

aby obliczona na ich podstawie ko-energia, niezbedna dla okreslenia momentu
elektromagnetycznego, byta jednoznaczna.

W przypadku dopuszczalnosci zatozenia o liniowosci ferromagnetyka za-
danie staje sie nieco prostsze, bo dla réwnan (2.13) nalezy okresli¢ indukcyj-
nosci wtasne i wzajemne oraz strumienie sprzezone dla wszystkich uzwojen ja-
ko funkcje kata obrotu, a takze ko-energie wprowadzang do obwodu mag-
netycznego maszyny w stanie bezpragdowym jako funkcje kata. Jednak i w tym
przypadku wystepujg istotne réznice w stosunku do klasycznych maszyn. Obli-
czanie indukcyjnosci maszyn klasycznych jest zagadnieniem stosunkowo do-
brze rozpracowanym i istnieje obszerna literatura tego przedmiotu. Znane i sto-
sowane sg rozne podejscia od bardzo prostych, wykorzystujgcych jednowy-
miarowe, opisywane analitycznie, rozktady pola w szczelinie powietrznej po
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czysto numeryczne, bazujgce na rozwigzaniach rownan pola magnetycznego
w przestrzeni trojwymiarowej. W modelach dynamicznych, opisanych powyzej
bardzo wazne jest prawidtowe okreslenie jakosciowych cech indukcyjnosci,
strumieni skojarzonych czy ko-energii jako funkcji kata obrotu wirnika. Nume-
ryczne obliczanie wartosci tych funkcji stwarza koniecznos¢ ich aproksymacii,
co znacznie zwieksza pracochtonnos¢ pozyskiwania niezbednych informacji.
Dla najprostszych modeli maszyn klasycznych indukcyjnosci sg obliczane na pod-
stawie rozktadu sktadowej promieniowej pola w szczelinie powietrznej, na co
pozwala specyficzna budowa ich obwodu magnetycznego. Geometria obwodu
magnetycznego maszyn wzbudzanych magnesami trwatymi jest bardzo rézno-
rodna i nie zawsze proste zaleznosci, wystarczajgco doktadne dla maszyn kla-
sycznych, mozna wykorzystywac¢ dla maszyn z magnesami trwatymi. Nieza-
leznie od indukcyjnosci, dla tych maszyn nalezy takze okresli¢c zmiennosc¢ stru-
mieni skojarzonych oraz ko-energii w funkcji kata obrotu w stanie bezprgdo-
wym. Zatem w wielu wypadkach obliczanie parametrow rownan maszyn z mag-
nesami trwatymi bedzie wymagato numerycznego okreslenia rozktadu pola
w maszynie i na tej podstawie numeryczne obliczenie koniecznych parametrow.

Na rysunku 3 zestawiono spotykane w maszynach pradu przemiennego
usytuowania magneséw trwatych na wirniku oraz obrazy pola magnetycznego
przez nie wzbudzane w stanie bezprgdowym. Z poréwnania tych rozktadow
widaé, ze nie zawsze rozktady pola sg zblizone do spotykanych w maszynach
klasycznych. Pod tym wzgledem najlepiej wypadajg konstrukcje z magnesami
trwatymi umieszczonymi powierzchniowo.

Na rysunku 4 przedstawiono proponowane w literaturze [4] rozwigzania
konstrukcyjne wirnikéw dla mini-turbogeneratorow napedzanych szybkoobroto-
wymi turbinami gazowymi. Magnesy trwate zajmujg w tych konstrukcjach znacz-
ng czes¢ objetosci wirnika, co powoduje, ze szczeliny powietrzne dla uzwojenia
stojana sg bardzo duze i nie mozna zaktada¢, ze pole w szczelinie wytworzone
przez te uzwojenia ma kierunek promieniowy. Obliczanie parametréw takich
maszyn musi sie odbywac¢ przy wsparciu metod polowych. W dalszych roz-
wazaniach skoncentrowano sie na obliczaniu parametrow maszynach z mag-
nesami trwatymi umieszczonymi powierzchniowo na wirniku, uznajac takg kons-
trukcje za najkorzystniejsza dla pradnic synchronicznych matej i sredniej mocy
przeznaczonych do lokalnych sitowni wykorzystujgcych odnawialne zrédta energii.

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 231, 2007
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Rys. 3. Sposoby rozmieszczenia magnesow trwatych oraz odpowiadajace im obrazy pola
w stanie bezpragdowym
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Rys. 4. Konstrukcje wirnikow mini-turbogeneratoréw wysokoobrotowych

4. MODEL MATEMATYCZNY PRADNIC
SYNCHRONICZNYCH WZBUDZANYCH
MAGNESAMI TRWALYMI UMIESZCZONYMI
POWIERZCHNIOWO NA WIRNIKU

A. Zalozenia

Przedmiotem rozwazan jest klasa pradnic synchronicznych o klasycznie
zbudowanym cylindrycznym stojanie, z symetrycznym 3-fazowym uzwojeniem
umieszczonym w ztobkach. Wirnik pradnicy jest cylindryczny, a na jego po-
wierzchni umieszczonych jest symetrycznie rozmieszczone 2p magnesow trwa-
tych namagnesowane naprzemiennie. W celu reprezentacji uzwojen stojana
zostang wykorzystane wielko$ci uzywane przy analizie klasycznych maszyn,
takie jak oktad pradu przeptyw uzwojenia i jego rozktad harmoniczny. W celu
czytelnosci rozwazan zatozono, ze uzwojenia stojana wytwarzajg przeptyw
mono-harmoniczny p-tej harmonicznej w stosunku do obwodu maszyny.

, 4w, k, o)
0. (t)=i (——cosp(x—(m—-1)a): a=—2, me{l2.3 (4.1)
’ T 2p 3p
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gdzie x jest potozeniem kgtowym, w, oznacza liczbe zwojow fazy stojana, a k)
oznacza wspoétczynnik uzwojenia dla podstawowej harmonicznej. Geometria
szczeliny powietrznej jest reprezentowana ogdlnie akceptowang przy analizie
maszyn klasycznych funkcjg permeancji A(x-¢), uwzgledniajacg obecnos¢
magnesow trwatych na obwodzie wirnika. Magnesy trwate sg reprezentowane
funkcja:

B, (x—¢) =B, -sgnyp(x—¢) (4.2)

okreslajgcy ich katowa lokalizacje na obwodzie wirnika, wkasnosci magnetyczne
oraz kierunek magnesowania. Zatozono, ze magnesy trwate sg namagnesowa-
ne promieniowo, a ich charakterystyka odmagnesowania jest liniowa w catym
zakresie i okreslona jednoznacznie przez wielkosci indukcji remanentu oraz
natezenie koercji:

B
B=Jtp, H=B +p, (1+y)-H; gdzie p-(1+x)=—"- (4.3)
gdzie:
J  —polaryzacja magnetyczna,
x - podatno$¢é magnetyczna,
B, —indukcja remanentu, oraz

H’. — natezenie koercji po zlinearyzowaniu krzywej odmagnesowania.

B. Rozktad pola magnetycznego w szczelinie powietrznej

Przy takich zatozeniach mozna wzglednie prosto adaptowaé pojecia i me-
tody obliczania indukcyjnosci stosowane z powodzeniem dla maszyn klasycz-
nych, do maszyn z magnesami trwatymi, uzupetniajgc je w miare potrzeb czgst-
kowymi analizami polowymi. Podstawg rozwazan jest jednowymiarowa analiza
pola w szczelinie powietrznej w poprzecznym przekroju maszyny [7]. Na
rysunku 5 przedstawiono schematycznie usytuowanie zastepczych uzwojen
stojana w osiach ‘d-q’ oraz magnesow trwatych na wirniku w celu objasnienia tej
analizy. Rozktad sktadowej promieniowej pola w szczelinie i magnesie wyzna-

cza sig z prawa przeplywu w postaci catkowej § H -dl = Y@, dla konturu zazna-

czonego linig przerywang na rys. 5 przy ztozeniu prostoliniowej charakterystyki
magnesu (4.3).
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Rys. 5. Symbolicznie przedstawienie usytuowania mag-
nesu wzgledem uzwojen ‘d’, ‘q’

Przy powyzszych zatozeniach sktadowa promieniowa pola w szczelinie
opisywana jest zaleznoscia;

Ax-9)

Beg.t)= - Ax=0)- 0., u0) + 5101k, B, (v ) (4.4)
gdzie:
1
Ax—p)= -
PSR
oraz.
d+x0
A ()=t )
n =) d,(x=p)

Pierwszy wyraz sumy we wzorze (4.4) okresla sktadowg pola wywotywa-
ng pradami uzwojen stojana, natomiast drugi czton okresla sktadowg wytwo-
rzong przez magnesy trwate w stanie bezpradowym. W tych zaleznosciach
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wielkosci dy(x—¢@) oraz d_(x—¢) sa diugosciami linii sit pola magnetycznego
odpowiednio w szczelinie powietrznej oraz w magnesie trwatym dla danego
potozenie katowego na obwodzie, a wspotczynnik &, okresla procentowy udziat
strumienia rozproszenia magnesu trwatego w stanie bezpradowym. Doktadne
okreslenie dtugosci linii sit pola oraz wartosci strumienia rozproszenia magnesu
wymaga rozwigzania rownan pola magnetycznego, lecz ich przyblizone wartos-
ci mozna okresli¢ na podstawie analitycznych formut stosowanych w klasycz-
nych maszynach wydatno-biegunowych.

C. Indukcyjnosci wtasne i wzajemne uzwojen stojana
Przy zatozeniu mono-harmonicznego rozkfadu oktadu uzwojen (4.1) oraz

aproksymacji funkcji zastepczej permeancji w postaci:

Ax—@)=A,+ A, cos2p(x— ) (4.5)

obliczanie indukcyjnosci zgodnie z ogolna definicja:

Y

Iy

Ln,k (?) =

sprowadza sie do obliczenia strumienia skojarzonego n-tego uzwojenia wytwo-
rzonego przez pole wzbudzane przez uzwojenie k-te, bez uwzgledniania stru-
mienia skojarzonego tego uzwojenia w stanie bezprgdowym, ktére mozna za-
pisac:

. 4 ws ksp
B, (x,p,t) =i, ()" pty - (A + A, cos2 p(x —(ﬂ))'gz—p’cos plx—(k—Da) (4.6)

gdzie A, oraz A, sg wspotczynnikami Fouriera funkcji zastepczej permeanciji,
ktora uwzglednia takze obecnos¢ magnesu na powierzchni wirnika. Wykorzys-
tujgc pojecie zastepczych uzwojen sinusoidalnych [5] strumien skojarzony
uzwojenia n-tego mozna okresli¢ z wzoru:

m-1)-a x+7/p

V,=p-r: [- I ((_%Ws ks,p Sinp(x —(n —1)06))' J‘Bk(x',Q,t)dx‘jdx @1

(n-1)-a—n/p

gdzie r oznacza promieh wewnetrzny okna stojana, a przez / oznaczono zas-
tepcza dlugos¢ maszyny. W efekcie pozwala to obliczy¢ wszystkie indukcyjnos$-
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ci wtasne i wzajemne na podstawie wymiaréw geometrycznych obwodu mag-
netycznego oraz budowy uzwojen:

L, (@p)=L-cos(p-(n—k)-a)+AL-cos(2p-(n—k)-a+(n-1)-a—¢)) (4.8)

gdzie:

4 Wsks 2 2 Wsks ’
L:—MOAOI/'Z P ’ AL:—IUO.AZ.]/-.Z. »P
T T p

W pradnicach z magnesami trwatymi warto$¢ sktadowej zmiennej induk-
cyjnosci AL moze byC¢ bardzo mata gdyz dla wspdtczesnych magnesow po-
datnos¢ magnetyczna y jest relatywnie mata. Woéwczas indukcyjnosci uzwojen

pradnicy okresla wzér:

L, (@p)=L-cos(p-(n—k)-a) (4.9)

Tak obliczone indukcyjnosci nalezy uzupetni¢ indukcyjnosciami rozpro-
szen, uwzgledniajgc ewentualne sprzezenia uzwojen stojana przez strumienie
rozproszen, ktére moga by¢ istotne ze wzgledu na stosunkowo duze szczeliny
powietrzne spowodowane powierzchniowym usytuowaniem magnesow trwa-
tych. Do obliczania indukcyjnosci rozproszen mozna zastosowa¢ metody stoso-
wane dla maszyn klasycznych.

D. Strumienie skojarzone uzwojen w stanie bezpradowym

Jak juz wspominano, maszyny z magnesami trwatymi odroéznia od ma-
szyn klasycznych fakt, ze w stanie bezpradowym z uzwojeniami jest sprzezony
pewien strumien magnetyczny. Mozna go okresli¢ z wzoru analogicznego do
(4.7), podstawiajgc w miejsce pola magnetycznego w catce wewnetrznej pole
wytwarzane prze magnes w stanie bezprgdowym:

(n—-1)-a x+7/p
Vo (@) =p-r-l- | ((—%-wsks,psinp(x—(n—l)a))- JBo(x',co)dx']dx

(n-1)-a—n/p

(4.10)
gdzie:

Ax—9)

EARVIN )

‘(1-k,)- B, -signysp-(x — @) (4.11)
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Przy zatozeniu mono-harmonicznosci przeptywdw uzwojen stojana nie-
zerowg wartos¢ catek w (4.7) otrzyma sie tylko z podstawowej harmonicznej
funkcji B,(x,9):

B,,(x,¢) =B, -cos(p-(x—)) (4.12)

w ktorym wartos¢ B, nalezy okresli¢ na podstawie (4.11). Wynik obliczen mozna
przedstawi¢ w postaci:

Vo, (@) =%, -cos(p-(p—(n-1)-a)) (4.13)

gdzie:
w, k

5,p
p

5Up:2]/'pr

E. Zmiennosé ko-energii w stanie bezpradowym

Przy zatozeniu, ze wewnetrzna powierzchnia stojana pradnicy jest cylin-
dryczna, w stanie bezprgdowym zaréwno ko-energia w magnesie trwatym jak
i w szczelinie powietrznej nie bedq zalezne od potozenia wirnika, czyli nie bedg
zalezne od wspotrzednej mechanicznej ¢ .

E (¢,0) = constant (4.14)

Oznacza to, ze w stanie bezprgdowym magnesy trwate nie bedg wy-
twarzaty momentu elektromagnetycznego.

F. Réwnania modelu matematycznego
Réwnania pradnicy, po uporzadkowaniu w zapisie macierzowym przyj-
mujq postac:

us,l R is,l LO‘ MO‘ MU’ 1 _% _%
wal=| R i |r (ML oM en|-r 1 o4
v - dr
us,3 R i&,.’x Ma MO‘ Lﬂ _% _% 1
cos2po cos(2pp—2) cos(2pp—*) || i, 4 cos(pg)
+AL| cos(2pp—2) cos(2pp -3 cos2pe i 5 +E‘Pp cos(pp —3&
cos(2pp—-4&) cos2py cos(2pp—2)|) i, cos(pp—4&

(4.15a)
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dz(p d(/)
J——+D=L=T_+T. 4.15b

Wyrazenie okreslajgce moment elektromagnetyczny w tym réwnaniu
przyjmuje postac:

133 (0L 3 (0
RS 3 LTI S 5 EL 2y (4.150)
2 n=1 k=1 a(ﬂ ' ' n=1 a¢ '

Struktura tych rownan jest bardzo zblizona do rownan klasycznego gene-
ratora synchronicznego wydatno-biegunowego, wzbudzanego pragdem o statej
wartosci, ktéry nie ulega zmianie pod wptywem pradow twornika. Mozna zatem
uzyskac¢ istotne uproszczenie postaci rownan przez wprowadzenie dwu-osio-
wego ukfadu wspoétrzednych ‘0, d, g

L[O us,l io is,l
ug |=T ()| u,, Iy |=T(p)-| i, (4.16)

u, U 3 I I 3

<

gdzie:

1

L €L L

V2 J2 2
T((D):\/g cos(pp) cos(pp—%) cos(pp—2-%)
_sil’l(p(p) —Sil’l(p@—zT” —sin(pgo_z.%f)

W efekcie uzyskuje sie réwnania o prawie standardowej postaci:
¢ dla sktadowej ‘0’

: d.
uo:R-zo+(LG—i-2MG)-Ez0 (4.17a)

e dla sktadowych 'd, q’

u]_ o [i] [ 07 dfi do ([0 -1, 0
uq = . l_q + 0 Lq 5 l_q +pa Ld O iq + \/%l]/p (417b)
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e rownanie mechaniczne

J

d’ d . :
e D= Py h i) T, (4.17)

w ktérych oznaczono:

Li=(L,-M,)+3(L+A4L), L,=(L,—M)+3(L-AL)
Wo =Ly i +:2%,; v, =L, i

5. OKRESLANIE ZAKRESU STOSOWALNOSCI MODELU
PRADNIC SYNCHRONICZNYCH WZBUDZANYCH
MAGNESAMI TRWALYMI UMIESZCZONYMI
POWIERZCHNIOWO NA WIRNIKU

Jednym z najistotniejszych zagrozen dla maszyn z magnesami trwatymi
jest utrata wtasnosci magnetycznych przez magnesy trwate w wyniku odmag-
nesujgcego dziatania przeptywu uzwojen twornika. Pomimo, ze nowoczesne
materiaty magnetyczne stosowane w rdzeniach stojana majg bardzo korzystne
charakterystyki, to ich relatywnie wysoka cena powoduje, ze wiasciwie zapro-
jektowana maszyna nie powinna mie¢ zbyt duzych zapaséw odmagnesowania
w normalnych warunkach eksploatacyjnych.

Ocena zagrozenia utraty wkasnosci magnetycznych przez magnesy trwa-
te w pradnicach synchronicznych jest szczegolnie wazna w stanach dynamicz-
nych, zwtaszcza zwar¢, gdy prady moga przyjmowaé znaczne wartosci, a po-
lozenie wirnika wzgledem osi odmagnesowujgcego pola wytwarzanego przez
uzwojenia stojana ulega dynamicznym zmianom. Stopien zagrozenia demag-
netyzacjg mozna oceni¢ na podstawie przedstawionego powyzej modelu prad-
nicy synchronicznej z magnesami trwatymi dla wspotrzednych ‘d, q”. W tym celu
nalezy okresli¢ dla danej maszyny obszar dopuszczalnych wartosci pradow i,

oraz i, nie stwarzajgcych takiego zagrozenia i porownywac je z wartosciami
pradow w stanach dynamicznych otrzymywanych z modelu dwuosiowego. Taka

strefa dopuszczanych pradéw moze by¢ wyznaczona dla konkretnej maszyny
na podstawie znajomo$ci jej danych konstrukcyjnych oraz charakterystyk
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uzytych w niej magnesow trwatych. Moze ona stuzycC takze od okreslana zagro-
zenia odmagnesowaniem na podstawie pomiarow pradéw fazowych, napieé
oraz mocy czynnej, jezeli umozliwiajg one okreslenie wartosci pradow i, oraz i .
W celu okreslenia strefy dopuszczalnych pradow i, oraz i, wygodniej
jest zastgpi¢ przeptywy uzwojen stojana pradnicy (4.1) przeptywami zastepczy-
mi w osiach ‘d’ oraz ‘q’ w ukfadzie zwigzanym z wirnikiem, na ktorym umiesz-
czone sg powierzchniowo magnesy trwate. Przeptywy 6, oraz @, sg takze mo-

no-harmoniczne i opisujg je zalezno$ci:

Ws ks,p

4
@d(xﬂt) :ld(t)_ Cosp'('x—¢):®d,max COSp'y (51)
T

. 4 Ws ks,p . :
@q(x,t) = zq(t);751np (x—@) = ®q,max sinp-y (5.2)

Sktadowg promieniowg indukcji magnetycznej w strefie magnesu okreslic
mozna w przyblizeniu zaktadajac, ze funkcja permeancji jest w tym obszarze
stata i okreslona przez grubosc¢ szczeliny powietrznej d;, grubos¢ magnesu d

oraz jego podatnos¢ magnetyczng y:

B(y,t)=B cosp-y+B sin p-y+ B, (5.3)

d, max g, max

gdzie:

Ho Hy

Bmax: '@max; B =0 ;
¢ devd [(1+y) ¢ P d (14 ) ™

B,=— 24D gy
dg+d /(1+ y)

Wyrazenie (5.3) zilustrowano na rys. 6. Stanowi ono podstawe do obli-
czania granicznych wartosci pradow i, oraz i, rozpatrywanych jako dwie nie-

zalezne zmienne.
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B, A B(y)
B q(y) —
— T / T
Ba(y) g

Rys. 6. Rozklady indukcji magnetycznej pochodzace od
uzwojen ‘d’, ‘q’ oraz od magnesu trwatego

Graniczng wartos¢ pradu i, wyznaczy¢ mozna ze zwigzku (5.3), zakfa-
dajac i, =0 oraz minimalng dopuszczalng indukcje w magnesie B, lezaca na

prostoliniowej czesci charakterystyki odmagnesowania, ktéry upraszcza sie do
postaci:

co daje:

B —B . 2
Id max _u.dm ) E p (54)
7 /"O/(1+ X) 4 Ws .ks,p

Dla pradow i, # 0 nalezy wyznaczy¢ wartosci pradéw /,, oraz [, przy

ktorych jest spetniony warunek:

B. =B

min d, max

cospy+ B

q,max

sinpy + B,

Wynika z niego, ze jezeli maksimum wypadkowego przeptywu uzwojen
‘d i ‘q’ lezy w obrebie magnesu trwatego, czyli w przedziale —7/2<y<1/2, to

wartosci pragdéw granicznych spetniajg zwigzek:
(]d,gr)z + (]q,gr)z = (Id,max)Z (55)

Gdy prad i, stanie sie na tyle duzy, ze maksimum przeptywu wypadko-

wego przesunie sie poza strefe magnesu trwatego, czyli bedzie w przedziale
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72<y<m/p lub -n/p<y<—-7/2, wOwczas wartosci graniczne muszg spetniaé
warunek:

B in = By max €OS(P3) + B, o sin(p%) + B,

ktory prowadzi do nastepujacej zaleznosci miedzy wartosciami pradoéw granicz-
nych:

[d,gr = (_ Id,max + Iq,gr : Sln(p%))/ Cos(p%) (56)

Jest to zwigzek liniowy, z ktorego wynika, ze dla i; =0:

Iq,max = Id,max /Sln(p %) (57)

Na rysunku 7
przedstawiono krzywg
ograniczajgcg  strefe
dopuszczalnych wartos-
ci pradéw i, oraz i,

N >
s pt . s Pt
— 1§ max /sin = \ A7 1 d.max /sin -

nie powodujacych od-
magnesowania zadnej
czesci magnesu trwa-
tego. Prady i, oraz i,

Rys. 7. Strefa dopuszczalnych wartosci pradéw i; oraz i,
stanowigce rozwigza-

nia modelu dwuosiowe-
go dla dowolnych standéw pracy, mogq byC przedstawione w postaci trajektorii
na ptaszczyznie (i,, i,), ktora powinna miesci¢ si¢ w strefie pradow do-
puszczalnych. Strefa ta stanowi istotne uzupetnienie modelu matematycznego
pradnic synchronicznych wzbudzanych magnesami trwatymi gdyz wyznacza
zakres jego stosowalnosci.

Obliczenia wartosci praddw granicznych zostaty przeprowadzone w opar-
ciu o uproszczong jednowymiarowg analize pola w magnesie trwatym i majg
szacunkowy charakter. Zwiekszenie adekwatnosci modelu matematycznego oraz
doktadniejsze wyznaczenie strefy bezpiecznej pracy magnesu trwatego mozna
uzyskac zwiekszajac doktadnos¢ wyznaczenia rozktadu pola w obwodzie mag-
netycznym i magnesie trwatym. Mozna w tym celu wykorzysta¢ analityczne me-
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tody wyznaczania rozktadu pola w ptaskim dwuwymiarowym przekroju maszyny
[3], [9], [10], [11], [12] lub zastosowa¢ numeryczne algorytmy rozwigzywania
rownan pola magnetycznego i odpowiednie procedury przetwarzania uzyska-
nych informacji [6], oferowane przez komercyjne pakiety programowe dla obli-
czen elektromagnetycznych.

6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono rozwazania wykazujgce, ze model matematycz-
ny pradnic synchronicznych wzbudzanych magnesami trwatymi mozna sprowa-
dzi¢ do klasycznego dwuosiowego modelu maszyn synchronicznych. Wykorzys-
tano w tym celu formalizm Lagrange’a, definiujgc zmodyfikowane funkcje ener-
getyczne energii oraz ko-energii dla ukladu uzwojen umieszczonych w obwo-
dzie magnetycznym, w ktdorym znajduje sie magnes trwaty. Wymagato to uscis-
lenia pojeC stosowanych w teorii klasycznych maszyn elektrycznych. W rozwa-
zaniach koncentrowano sie bardziej na metodycznych aspektach tworzenia
modeli matematycznych pradnic synchronicznych z magnesami trwatymi niz na
precyzyjnym okresleniu parametréw technicznych jakiegos konkretnego obiek-
tu. W przypadku pradnic synchronicznych z magnesami trwatymi istotnym uzu-
petnieniem modelu matematycznego jest okreslenie zakresu jego stosowalnosci
zwigzane z odmagnesujgcym dziataniem uzwojen twornika. W pracy wprowadzo-
no taki warunek w postaci strefy dopuszczalnych wartosci pragdéw dwuosiowego
modelu pradnicy oraz przedstawiono metodyke jej wyznaczania. Obliczenia we-
ryfikujgce ilosciowo zaleznosci prezentowane w pracy wykonano w pracy doktors-
kiej [8], uzyskujac zadowalajgcg zgodnos¢ z badaniami rzeczywistej pradnicy
o danych Py = 2,5 kW, Ux =230V, Iy = 7,67 A, coson = 0,8, ny =1500 obr/min,
p =3, fxn = 75 Hz, wzbudzanej magnesami trwatymi Ne-Fe-Bo o liniowej charak-
terystyce, dla ktérych B, = 1,06 T, H. = 720 kA/m. Strefe dopuszczalnych wartosci
pradéw tej pradnicy wyznaczono ilosciowo w pracy [2].

Rozwazania oparte na jednowymiarowej analizie sktadowej promieniowe;j
pola magnetycznego, prezentowane w tej pracy, moge okazaé sie w pewnych
przypadkach zbyt uproszczone i powinny by¢ wspierane w niektorych fragmen-
tach doktadniejszymi analizami pola magnetycznego.
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PROBLEMS OF MATHEMATICAL
MODELLING OF PERMANENT MAGNET
SYNCHRONOUS GENERATOR

T.J. SOBCZYK

SUMMARY Methodology of constitution a circuit model of
permanent-magnet synchronous machines is discussed in the
paper. Such circuit models operate, generally, with self and mutual
inductances that are defined for coils located within a magnetic
circuit supposed to be linear. Dilemma is whether permanent magnets
that are characterized by the hysteresis phenomenon could be
inserted into the circuit model and, in consequence, should such
models be applied for the electric machines with permanent magnets.
A synchronous generator with permanent magnets that are set on
the machine rotor is considered. For such class of machines a very
simple two-axis model is proposed. It refers to the widely known d-q
approach to synchronous machines. For the model presented in the
paper, a range of applicability should be determined excluding the
case when the magnets lose magnetisation due to demagnetising
armature currents. A safety zone for the permanent-magnet synchronous
generator is determined. The zone allows to estimate a risk of
demagnetising the magnets that could appear under operation of
the generator.



