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STRESZCZENIE Sukcesem obrazowania obiektu w tech-
nikach tomograficznych jest jak najwieksza precyzja poszczegdlnych
pomiarow. Dla zapewnienia doktadnosci danych pomiarowych tomo-
grafii impedancyjnej powinny by¢ uwzgledniane btedy poszczegdl-
nych pomiaréw, zwtaszcza wtedy, gdy réznig sie one miedzy sobg
istotnie. W impedancyjnej tomografii komputerowej wystepuja przy-
padki, kiedy obie zalezne lub niezalezne zmienne pomiarowe obcig-
Zone sg btedami. W tych przypadkach nie powinna byc stosowana
standardowa metoda regresji. Do tego typu obliczen regresji polecany
jest zmodyfikowany algorytm Williamsona. W artykule przedstawiono
efektywna metode obliczen prostej regresji rozszerzajgc jq na przypa-
dek korelacji btedow obu zmiennych X i Y. Metode zilustrowano przy-
ktadem badania kata przesuniecie fazowego w zaleznosci od czesto-
tliwosci sygnatu pobudzajgcego w uktadzie wanny pomiarowe.
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1. WSTEP

W zagadnieniach tomografii impedancyjnej czesto zachodzi konieczno$¢
powtarzania pomiarow po okreslonych okresach czasu (w celach poréwnaw-
czych). Dotyczy to w szczegdlnosci monitorowania tkanek lub czesci ciata po-
dejrzewanych o zmiany chorobowe. W czasie tych, nieraz wielomiesiecznych
okresow, parametry samego urzadzenia pomiarowego zmieniajg sie, réwniez
wyniki obarczone sg okreslong niepewnoscig. Do rozwigzywania tych proble-
mow stosowane sg metody regresyjne.

W zagadnieniach impedancyjnej tomografii komputerowej, operujemy da-
nymi obcigzonym niepewnosciami pomiaru. W przypadku zwigzku liniowego po-
miedzy zmiennymi, ich uwzglednienie wymaga zastosowania jednej z metod re-
gresji wazonej. Sg to metody:

1. liniowej regresji wazonej, dla ktorej czynione jest zatozenie, ze odchylenia
standardowe wszystkich punktéw pomiarowych sg state a ich poszczegolne
wagi w(X))=1/c%; i w(Y;)=1/c%,, sq takie, ze w(X;)/w(Y;) = /.

2. liniowej regresji wazonej z niezaleznymi od siebie btedami dla zmiennych obu
wspotrzednych X;i ;.

Ten ostatni wtasnie przypadek bedzie przedmiotem dalszych rozwazan.

2. OGOLNY MODEL REGRESJI

Zatézmy na wstepie, ze posiadane doswiadczenie i ogdlna znajo-
mos$¢ badanego obiektu metodami tomograficznymi, pozwalajg zmierzyé m
wartosci go charakteryzujgcych. Te zmierzone wartosci charakteryzujgce obiekt
oznaczmy jako X=(X1,...Xm)T. Prawdziwe ich wartosci ( bez btedéw) moga
by¢ estymowane jako y = (yl,...,ym)T ze standardowymi niepewnosciami
u(y;) i=1, ..., m.

Jesli r(y;,y) oznacza wspotczynnik korelacji miedzy estymowanymi
warto$ciami to kowariancje zwigzang z estymatorami U(y;, y))=u(y;) r(v;, ¥;) u(y;)
nalezy rozpatrywac jako dodatkowy sktadnik niepewnosci.
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Dodatkowy sktadnik niepewnosci opisuje macierz

() unyy o - . u(ny,)

u(y,y1) UQ(yz) oo u(Vaym)
S=u(yy)= ' ' ' (1)

UYpy) Umyy) - - - u (V)

Zatozmy, ze wektory Yy i X zwigzane sg z sobg fizykalnymi lub
empirycznymi zaleznosciami i mozliwe jest ustalenie dla k>0 parametrow

B=(B..B;)" takich, ze

S1(By, Xy) 0
S1(Ba, X5) 0

X = _ k<n<m+k 2)
SaBrs X)) \O

W celu uproszczenia rozwazan przyjmiemy, ze f,:Q——R, i=1,...n

sg rozniczkowalne. Estymacja zmiennej y;, macierzy kowariancji 2 n-wy-
miarowej funkcji f (B, X)jest mozliwa réznymi metodami.

W artykule wykorzystano do tego celu metode najmniejszych kwadratow
w ktérej funkcja celu 2 (chi-squared) zdefiniowana jest jako:

(X ==X (r-X) (3)
przy warunkach f(f, X)=0.

Zapisujgc P, X jako estymaty B, X problem minimalizacji funkcji (4)
sprowadza sie do poszukiwania rozwigzania rownania:

V 5y @B X, ) =0, (4)
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gdzie

OB, XA ==X (v -X)+207 £(B, X) (5)
T

dla wspoétczynnikow Lagrange’a A = (Aq,...,A,)" .

Szczegodtowe rozwigzanie tego problemu ilustruje algorytm Yorka [3].

3. METODYKA OBLICZEN W REGRESJI WAZONEJ

Punktem wyjscia do wyprowadzenia algorytmu Yorka jest minima-
lizacja funkciji kryterialnej (zaproponowanej przez Deminga [2])

7= 2 ) = X + (), — 1)) ©

gdzie: X;, Y, sg obserwowalnymi warto$ciami zmiennych i =1,... , n, x;, y; to
estymowane wartosci odpowiadajace zmiennym X;i Y, w(X;), w(Y;) sg wagami
zwigzanymi z niepewnoscig X;i Y; okreslenia tak, ze:

1

(o}

wX)=—. w(¥)

1

7 : )

2 2 . . . .
(0%, ,0y sawariancjami obu obserwowalnych zmiennych).

Zaktada sie, ze estymowane wartosci x; i y; zwigzane sg zaleznoscia:

vi=ax;+b dla i=1,.., n (8)

Jesli x;, y;, a i b majg minimalizowaé¢ funkcje (6) to spetniony musi by¢
warunek:

5 =Y (X5 = X) &+ W), =Y @b =0, (g)

aox, — oy, +ob+ x,0a = 0. (10)
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Mnozac (10) dla wszystkich x; i y; przez wspotczynnik Lagrange’a 4;

i dodajac do (9) mamy:
Zé‘xi[w(X,-)(xi —Xl.)+a/1i]+
i=1

> 8 W), — Y )= 4,1+ DY A, + &> Ax, = 0.
i=1 i=1 i=1

Z réwnania (11) wynika, ze:

—al, A
x—X, = al; y[_Yiz—a

’ Cow(X)

1

g/ii:o oraz ;ﬂixi=0.

Wstawiajac (12) do (8) otrzymujemy:

¥ _ | Aa
CowY) w(X;)

i _a( -

)

skad po przeksztatceniach:

/11' = VV:'(aXi +b_Yi)a

WX )W)
" a W)+ wX,)

(11)

(14)

(15)

(16)

Warto podkresli¢, ze tak zdefiniowana ogélna waga W; jest wykorzys-

tywana takze i w innych algorytmach.

Poniewaz » Ax;=0 zatem Y W(aX,+b-Y,)x,=0 i réwnanie (13)

i=1 i=1
mozna, zatem zapisac jako:

" al.
WX +b-Y)(x — ~—) =0,
; l( 1 1)( 1 W(X))

1

(17)
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a wstawiajgc obliczong warto$¢ 4; otrzymamy:

4 5 Wra(aX,+b-Y,)*
IZZ;W,-(aXﬁbXI—X )= ZII o) =0. (18)

Dalsze przeksztatcenia (18) mogg zostaé uproszczone poprzez wprowa-

dzenie srednich wazonych obu zmiennych

nWX

ZZW Z ZW (19)
stad
Y =aX +b, (20)

,a(Y —aX +aX,-Y)’
=Oc 21
w(X) @l

Z{VK(?—G)F)XI +aXi2 _XiYi}_ZVVi
i=1 i=1

Przyjmujac zmienne zastepcze: U; = X; — X oraz V; =Y, - Y po
przeksztatceniach otrzymamy:

S8 WiU? = WUV, U?

wl(X-l)_zagvi@)l_ ; A)}@WU V=0 (22

1

Réwnanie (22) nazwane zostato przez Yorka rownaniem kubicznym
metody najmniejszych kwadratéw (ang. Least-Squares Cubic).

4. DYSKUSJA ROZWIAZAN ROWNANIA KUBICZNEGO

Nieliniowa wzgledem parametru a, ztozona postac¢ rownania Yorka skfa-
nia do rozwazenia mozliwych (prostszych) przypadkow:
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a) gdy tylko zmienna niezalezna Y; jest obcigzona niepewnoscig:

W tym przypadku w(Y;) =0 i z (16) wynika, ze:

Wy=—7— (23)

Réwnanie (22) upraszcza sie wowczas do postaci:
—a WU+ 2 WU Vw=0, (24)
i=1 i=1
i ostatecznie mamy:

S WX ) UV,

i=1

a=

S W)U (25)

Minimalizacja przebiega w kierunku osi 0-X, a regresja tego typu
nazywana jest wazong regresjg x na y (ang. weighted regression x on ).
Rzeczywiscie linia taczaca punkty X, Y; oraz x; i y; ma nachylenie:

==L L=~ 1 2
kat T X @ w(Y) (26)

1 1

jak to wynika z rownan (12). Jesli w(Y;) = o« to kat rowny jest zero, co potwier-
dza powyzsze spostrzezenie o potozeniu linii ,T,,.

b) tylko zmienna X; obcigzona jest niepewnoscig:

Oznacza to, ze: W(W,.) =00 oraz W, = w(Y,) a wiec:

> w(X,) P
i=1

a = .
Y w(Y)UY, (27)

i=1
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Minimalizacja przebiega w kierunku osi 0-Y, a regresja tego typu na-
zywana jest wazonag regresjg y na x (ang. weighted regression y on x).

¢) niepewnosci zmiennych X; i Y; spetniajg zalezno$c:

= ¢, gdzie ¢ = const.

Z zaleznosci (2.16) wynika, ze dla tego przypadku

kat I = -c/a. (28)

York wykazat, ze jezeli w(X;)/w(Y;) = ¢ to:

S (X)) =Y w(X U
i=1 i=1

a=- - : +
23 WX )U,Y,
W)V =S (XU + 4w VU VY (29)
4+ =1 i=1 i=1
23 WX )U,Y,

Réwnanie to jest identyczne z rdwnaniem uzyskanym przez Deminga [2].

d) zmienne X; i Y; przyjmujg rézne niepewnosci:

W tym najbardziej ztozonym przypadku poszukiwany wspoétczynnik
kierunkowy prostej a wyznaczany jest z rownania (22). Réwnanie to Reed [5]
zapisuje w prostszej postaci:

fla) =d’ -3aa’ +3pa—y=0, (30)
gdzie:
n WUV, n WAV n
p) YA AiaS — LU wuU.V,
_ IZ; W(Xl) . _ lz=; W(Xl) Z . B ,Z:‘ i 1 1
a = ; 2y 12 ° ﬂ - B 2772 > V= _ﬁ'
WU, WU, wUL @)

3§ w(X,) 3§ w(X,) i1 w(X,)

1 1
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Roéwnanie (30) jest tylko pozornie rownaniem trzeciego stopnia. Mozna
zauwazy¢, ze a, B, y sa funkcjami wspodtczynnika kierunkowego a poprzez wagi
W.. York bez dowodu wskazuje, ze réwnanie (30) ma trzy rzeczywiste pier-
wiastki. Jednak dowodzi sie [5], ze rownanie to posiada rowniez pierwiastki
urojone. Mogg one pojawiac sie i ging¢ w kolejnych iteracjach.

Problem powyzszy rozwigzat Williamson [6] dokonujac pseudolineary-
zacji rownania (30). Wprowadzajgc oznaczenia:

ul = — yi =—W (32)

oraz.

X=X -X X ==
w,
i=1
(33)
_ LWy
}]I' = K - > }_/ = [=’11 s
W,
i=1
réwnanie (22) przybiera postac:
GSZVVizul.X;Z _ 2aZZVVi2uiX;Y;f_ a{z VVZ-ZX;Z _ ZVVizuiYilz}“F
i=l1 i=l i=l1 i=l1 (34)

EYWXY =0

i=1

Williamson, a nastepnie inni autorzy [8,12] podajg ostateczng postac
rownania normalnego regresji bez wskazania sposobu linearyzacji. W tym celu
nalezy rownanie (34) zapisa¢ w postaci

n n n
3 2 12 2 2 (e 2 2
a ZWi uz’Xi - 2a ZWi uz’XiYi_azWi uiYi -
i=1 i=1 i=1

aZ‘T wix? - 21 wxy %
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a poniewaz
(v, +a2ul_)Wi =1 (36)

zatem mnozac prawg strone (35) przez (36) i porzadkujac otrzymujemy

&Y WXy, —ay Wiy, —v.X; )= 2 W XYy, =0 (37)
i=l =l =1

Ostatecznie po dalszych juz prostych przeksztatceniach mamy :

aQ Wz X, =2 Wz, (38)

gdzie:

z; = W(VIXI + auiY[')‘ (39)

Poniewaz z,, VK,},? sg funkcjami parametru a, zatem do wyzna-
czenia wspotczynnikdw prostej regresji trzeba takze zastosowac iteracyjng me-
tode obliczeniowa.

5. PROPONOWANA MODYFIKACJA
ALGORYTMU WILLIAMSONA

Jezeli pomiary X; i Y; sq zalezne od siebie to moze zdarzy¢ sie, ze dodat-
nim odchyleniom X; od wartosci $redniej X odpowiadajg takze dodatnie od-
chylenia Y; od Y . Tym samym kowariancja

1 n

VX, X)) =~ R (X, - X)Y, -Y) (40)

bedzie rézna od zera i wowczas algorytm Williamsona wymaga modyfikacji.
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Funkcje celu (6) przeformutujemy zatem w nastepujacy sposob:

4= iy(&)(x,- S X))+ w(T)(y, =YY +

41
— 25X (), = X)), = T, s
gdzie:
s; =riywX )mY)) .
r — wspotczynnik korelacji.
a 2
Przyjmujac ai_ =0 mamy:
X))+ aw(Y)- (Y, =)~ 2aX,
Cow(X)+ @ w(Y,) - —2a s w(X )w(Y,) (42)
Waga W; i—tego punktu wynosi:
W, = w(X,)+a*w(¥,) = 2asw(X )w(Y,). (43)
a funkcja celu (41) upraszcza sie do postaci:
2 =2 W (b+aX, - Y,y (44)
i=1
Rozwigzujgc uktad rownan:
oy’ oy’
20 0 oraz Y 0 (45)

uzyskujemy rownanie trzeciego stopnia, a po jego linearyzacji, rbwnanie (46)
w ktérym z; obliczane jest ze wzoru:

Z; = VV;(VIXZ + auiYi' - aSiXi‘ - SiYi')' (46)
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Biorac » = 0 mamy s = 0, a zalezno$¢ (46) staje sie tozsama z (39).
Mozna wykazac, ze rownanie (46) jest zgodne z ostatnio podanym przez Yorka
réwnaniem zmodyfikowanym od powstania pierwowzoru po blisko 40 latach [3].
Prezentowane tu metoda obliczenia jest znacznie prostsza, a wyprowadzenie
pozbawione jest zawitosci i zmudnych przeksztatcen algebraicznych jak to ma
miejsce w pracach [5, 8, 9].

Wariancje estymowanych wartosci a i b wyznacza sie poprzez obliczanie
pochodnej wzgledem wielkosci x;, y;. Zmodyfikowany algorytm realizowany jest
w szesciu krokach:

1) wstepne obliczenie wspdétczynnika nachylenia prostej regresji a za pomocqg
metody regresiji prostej;

2) okreslenie wag w(X;), w(Y;) oraz wagi i-tego punktu W; z (42) dla ustalonej
wartosci wspotczynnika r;

3) na podstawie znajomosci X, ¥ (33) oraz z; obliczenie parametru a (38)
prostej regresiji;

4) wykorzystujgc nowg wartos¢ a powtdrzenie krokéw 2 i 3 az do uzyskania za-
dawalajgcej doktadnosci obliczen;

5) obliczenie parametru b z zaleznoéci b = Y —aX :
6) dla kazdego punktu pomiarowego (X;,Y;) ustalenie estymowanej warto$ci

.X[=X+Z[. oraz yi=Y+Zl._

Obliczenia sg proste, a algorytm moze byc¢ zrealizowany takze w arkuszu
kalkulacyjnym Excel. Efektywnos¢ algorytmu mozna jeszcze zwiekszy¢ dobie-
rajac w pierwszym kroku iteracji wartosci parametru a z obliczen metodag regre-
sji proste;j.

Doktadnos¢ dopasowania prostej regresji moze by¢é oceniona poprzez
obliczenie wartosci Xz (11) dla n-2 stopni swobody. Dziatanie algorytmu spraw-
dzono na danych Pearsona [1] uznawanych za dane testujgce dla procedur
obliczeniowych regresii.

6. ZASTOSOWANIE ALGORYTMU REGRESJI WAZONEJ
DO WYNIKOW EKSPERYMENTALNYCH

Na rysunku 1 przedstawiono stanowisko eksperymentalne do badania
przesuniecia fazowego w tomografii impedancyjnej.
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Rys. 1. Stanowisko pomiarowe do badania przesuniecia fazowego w tomografii
impedancyjnej

Pomiary czestotliwosci i przesuniecia fazowego obcigzone sg jak w kaz-
dym przyrzadzie cyfrowym: btedami dyskretyzacji, btedami wzorca i btedami
bramkowania. Btad dyskretyzacji opisywany rozktadem Simpsona mozna osza-
cowac operujgc stopniem wypetnieniem licznika przyrzadu. Przy matym wypet-
nieniu licznika btedy dyskretyzacji mogq by¢ znacznie wieksze niz przy jego
zapemnieniu. Btad bramkowania wynika natomiast z niedoktadnosci okreslenia
momentu poczatku i konca mierzonego okresu. Zalezy on wiec takze od czes-
totliwosci sygnatu. Czynniki te wyjasniajg zréznicowanie niepewnosci pomiarow
w dla réznych badanych wartosci czestotliwosci i przesunie¢ fazowych.

W prezentowanych badaniach wartosci wariancji czestotliwosci (O, )
i przesuniec fazowych (o, i 0,,) dla kazdej mierzonej wartosci okreslono eks-

perymentalnie. Uwzgledniono horyzont dtugoczasowy tj. zmiennos¢ wskazan
przyrzaddéw po czasie dtuzszym niz miesigc. Pomiar kata dokonywany byt os-
cyloskopem HP 34600A a wybrane usrednione wyniki pomiaru przedstawiono
w tab. 1.

Wykorzystujgc opisywany algorytm przeprowadzono obliczenia dla roz-
nych niepewnosci pomiarow. W tabeli 2 i 3 przedstawiono dziesie¢ przypadkow
doboru wspétczynnikdéw regresji dotyczacych charakterystyk przesunie¢ fazo-
wych sygnatu tomografii impedancyjnej przy rozpoznawaniu obiektow w postaci
klocka metalowego i potowy jabtka.
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TABELA 1
Wyniki pomiaru przesuniecia fazowego przy réznej czestotliwosci pobudzenia
Pomiar czestotliwosci Pomiar przesuniecia fazowego obiektu
generatora Klocek aluminiowy Potowa jabtka
Czestotliwosé Biad p L. Biad p L. Biad
skazan rzesuniecie skazan rzesuniecie skazanh
generatora X \ekaz fazowe Y, \ekaz fazowe 7, \ekaz
O-X O-M Gyz
kHz kHz stopnie stopnie stopnie stopnie
10

100 0.50 0.35 0.75 -0.55 0.15
200 1.00 1.80 1.10 3.05 0.15
300 1.50 4.45 1.25 7.00 0.50
400 2.00 8.90 1.70 11.55 0.35
500 2.50 11.85 1.65 15.75 0.55
600 1.00 14.95 1.15 19.50 0.60
700 4.00 18.10 1.10 23.00 0.30
800 3.00 21.15 1.15 26.50 0.50
900 7.50 24.00 1.00 29.30 0.20
1000 6.50 26.50 1.50 32.60 0.50
1100 5.00 31.00 1.00 35.65 0.55
1200 7.50 34.00 2.00 38.50 0.50
1300 5.00 33.00 1.00 40.95 0.75
1400 7.50 35.60 1.50 43.09 0.30
1500 7.50 37.20 1.90 45.40 0.50
1600 5.00 38.65 1.45 47.95 0.25
1700 7.50 41.55 1.55 49.95 0.25
1800 7.50 45.50 1.50 51.10 0.60
1900 5.00 50.00 0.10 52.40 0.30
2000 10.00 51.15 0.75 54.50 0.50

TABELA 2

Wyniki obliczen wspétczynnikéw regresiji dla réznych wariancji danych pomiarowych i metalo-
wego prostopadtoscianu

Element aluminiowy prostopadtoscienny
Przyjmowane Niepewnosci

Nr niepewnosci Wspotczynniki regresji P wspotczynnikow

a b Sq Sh
1 |pgorvim | AR9OYIM 16, 02616  |-0.26169 1.3533e-004  |0.00135

illiamsona | William.

2 u; = eps Vi 0.02617 -0.2617464 1.338581e-004 |0.00133
3 U; v;=eps |0.02568 -0.256898 1.160153e-005 |1.16015 e-004
4 u;=0 vi=0 0.02643 -1.2258486 5.826052e-004 |0.36149
5 u; = max v;=eps |0.02670 -1.4954083 3.062929e-005 |0.03575
6 u; = min v;=eps |0.02670 -1.4954083 6.848919e-006 |0.00799
7 u; = min ) 0.02617 -0.2642479 1.345014e-004 |0.01866
8 u; = max ) 0.02619 -0.3098410 1.459956e-004 |0.08230
9 U; vi=max |0.02643 -1.2273105 5.107459e-004 |0.59686
10 |u; vi=min |0.02644 -1.2300423 3.13213e-004 0.36576

esp — najmniejsza ze zmiennoprzecinkowch liczb akceptowalna przez algorytm (esp = 2.22-10’16) -
— dotyczy tabel 2i 3.
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TABELA 3
Wyniki obliczen wspotczynnikdw regresji dla roznych wariancji danych pomiarowych i potowy
jabtka

Potowa jabtka
. . . . 5 iki Niepewnosci

Nr | Przyjmowane niepewnosci WSF::;‘;?;E""" wsp 6?czynnik6w

a b Sa S
1 |Algorytm | Algorytm 0.02985 |-0.2985 |1.16116e-004 |0.00116

Williamsona | Williamsona

2 u;= eps Vi 0.02985 -0.2985 1.15113e-004 0.00115
3 U; V; = eps 0.03042 -0.3042 1.37552e-005 1.37552e-004
4 u; =0 v;i=0 0.02928 0.57053 8.82698e-004 0.54769
5 u; = max V; = eps 0.02984 0.01197 3.43737e-005 0.04008
6 u; = min v, i=eps 0.02984 -0.0119 7.68620e-006 0.00896
7 u; = min Vi 0.02986 -0.3026 1.16273e-004 0.02122
8 u; = max V; 0.02999 -0.3628 1.34083e-004 0.08895
9 u; V; = max 0.02929 0.55768 3.13569e-004 0.36608
10 |u; Vv; = min 0.02933 0.50619 1.42105e-004 0.16503

Wiersz pierwszy tabeli 1 i 2 przedstawia wyniki uzyskane przy zasto-
sowaniu opisanego zmodyfikowanego algorytmu Williamsona. Pozostate przy-
padki dotyczg obliczen z uwzglednieniem roznych mozliwych kombinacji wa-
riancji zmiennych X i Y. Tak wiec na przykfad zapis u; w kolumnie drugie;j,
a w kolumnie trzeciej v; = eps oznacza, ze pomiar czestotliwosci obcigzony byt
w kazdym punkcie pomiarowym wariancjg u; (z tab. 1), natomiast btedy
przesunie¢ fazowych przyjeto jednakowe dla wszystkich pomiaréw o wartosci
eps=2,22107"®. Przypadek u; = 0 oraz v; = 0 oznacza, ze do obliczen uzyto
standardowej metody regresji OLS (ang. Ordinary Least Squares) dostepny
w wiekszo$ci pakietéw obliczeniowych.

Analizujgc wielkosci w tabelach 2 i 3 zauwazamy, ze stosujgc algorytm
OLS uzyskujemy dobér parametrow regresji obcigzony bardzo duzg niepew-
no$cig parametru b, np. dla rozpoznawania potoéwki jabtka odchylenie standar-
dowe s;, = 0.54769. Przyjmujac niepewnosci poszczegolnych pomiaréw nawet
w bardzo waskim zakresie (dla czestotliwosci u; = min, a dla kata v; = eps)
otrzymujemy znacznie lepsze dopasowanie prostej regresji. Wspoétczynniki a re-
gresji obliczane roznymi metodami sg bliskie sobie. Ich waga zaczyna jednak
by¢ znaczgca przy duzych czestotliwosciach. Przy niskich czestotliwosciach
natomiast decydujace znaczenie odgrywa wspétczynnik b. Tu réznice dla po-
szczegolnych przypadkow sg duze.

Na rysunku 2 pokazano przebieg zaleznosc¢ réznicy przesuniec fazowych
w funkcji czestotliwosci dla przedmiotu metalowego i potowy jabtka uzyskane
dla wynikéw podanych w tab. 2 i 3.
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Reéiznica przesunieé fazowych
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Rys. 2. Réznice przesunie¢ fazowych przy réznych metodach obliczen
Oznaczenia prostych: opis w tekscie

Prosta oznaczona cyfrg 1 obliczona zostata wedtug prezentowanego
wczesniej algorytmu. Widoczne jest, ze dla czestotliwosci rownej zero i uzys-
kane przesuniecie fazowe jest zerowe. Swiadczy to o poprawnosci doboru pros-
tej, czego nie mozna powiedzie¢ o pozostatych prostych (obliczonych wedtug
wierszy 3, 4, 5 z tab. 1 i 2). Réwniez nachylenie prostej informuje, ze mamy do
czynienia z obiektem o charakterze rezystancyjno-pojemnosciowym; umozliwia
to wyznaczenie wzajemnych relacji miedzy tymi elementami, co jest szcze-
golnie wazne w budowaniu modelu matematycznego obiektu oraz moze by¢
wykorzystane w badaniach symulacyjnych (obwodowych) np. przy uzyciu je-
zyka NAP.

Znaczenie wiasciwego doboru wspétczynnikdw regresji najlepiej mozna
oceni¢ poréwnujac ze sobg charakterystyki przesunie¢ fazowych réznych lub
tych samych obiektéw, lecz wykonanych w réznych okresach czasu.

7. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

Sukcesem obrazowania obiektu w technikach tomograficznych jest jak
najwieksza precyzja poszczegolnych pomiaréw. Dla zapewnienia doktadnosci
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danych pomiarowych tomografii impedancyjnej powinny by¢ uwzgledniane bte-
dy poszczegdlnych pomiaréw, zwitaszcza wtedy, gdy réznig sie one miedzy so-
bg istotnie. Do tego typu obliczen regresji polecany jest zmodyfikowany algo-
rytm Williamsona. Jest on prostszy niz stosowany algorytm Yorka i moze byc¢
zaimplementowany takze w programie Excel. Przyktad zastosowania tej metody
do badan tomograficznych pokazuje, ze nieuwzglednienie btedéw w obu wiel-
kosciach mierzonych prowadzi do znacznego poszerzenia przedziatu ufnosci
prostej kalibracji. Moze to wptywac¢ znaczgco na ocene wynikow badan tomo-
graficznych.

Zmodyfikowany algorytm Williamsona nalezy stosowac zwiaszcza dla
przypadkow, kiedy w celach porownawczych prowadzone badania sg powtarza-
ne po dtugim okresie czasowym.
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LINEAR REGRESSION ALGORITHM
IN CASE OF UNCERTAINTY BOTH VARIABLES
IN ELECTRICAL IMPEDANCE TOMOGRAPHY

Leszek MOSZCZYNSKi, Stefan WOJTOWICZ,
Jan SIKORA, Stefan F. FILIPOWICZ

ABSTRACT For Electrical Impedance Tomography often we
have to deal with the case when both variables — independent and
dependent ones are collected with a certain error level. In order to
achieve better results the standard regression method should not be
applied in such cases. New Linear Regression Method expanded on
the case of error correlation for both variables X and Y is presented in
this paper. Electrical Impedance Tomography (EIT) problems very
often need to be repeated after some period of time. It is necessary
for tissue monitoring or even for some parts of the human body
monitoring, which are changed by a certain illness. During this very
often, long periods of time parameters of measuring system also are
changed, that is why the output variables have a certain level
of uncertainty. In order to solve such a problem, usually regression
method is employed. This method is illustrated by an example
of phase shift angle investigation with respect to the excitation signal
of measuring bath.



