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1. WSTEP

Metoda elementéw brzegowych podobnie jak metoda elementéw skon-
czonych jest powszechnie stosowanym narzedziem obliczeniowym w zagadnie-
niach inzynierskich. Praktyczne zastosowania znalazta ona przyktadowo w roz-
nego rodzaju przeptywomierzach. Z uwagi na fakt dokonywania pomiaréw je-
dynie na powierzchni obiektu atrakcyjne jest jej zastosowanie w medycynie.
Walorami MEB w tej dziedzinie sg nie inwazyjnos¢ i szacowane niskie koszty
budowy urzadzen. Niestety pod wzgledem doktadnosci oparta o MEB tomo-
grafia impedancyjna i optyczna znacznie ustepuje klasycznej tomografii rentge-
nowskiej i rezonansu magnetycznego. Skomplikowane i czasochtonne oblicze-
niowo sg tez rownania zjawisk fizycznych pozwalajagcych na skonstruowanie
obrazu niedostepnego wnetrza obiektu. Pominiecie obszaréw nieskonczonych
wprowadza dodatkowe btedy. Klasycznie unika sie ich poprzez rozszerzenie
badanego obiektu o dodanie fragmentu, w ktérym uznajemy, ze poszukiwana
wielkos¢ fizyczna praktycznie zanika. To z kolei powoduje rozrost uktadu réw-
nan i niepewnosc przyjetych na takiej granicy warunkow brzegowych.

Tematem artykutu bedg problemy zwigzane z implementacjg obliczenio-
wg elementow nieskonczonych opartych na czworokatnych, osmiu-weztowych,
izoparametrycznych elementach brzegowych. Model obliczeniowy zostanie
przesledzony stopniowo od klasycznego elementu czworokatnego do elementu
nieskonczonego. Zaproponowany bedzie réwniez model weryfikacyjny o zna-
nym rozwigzaniu analitycznym zawierajgcy wszystkie omawiane problemy.

2. TEORIA STANDARDOWEGO ELEMENTU BRZEGO-
WEGO CZWOROKATNEGO |[ZOPARAMETRYCZNEGO

Przyjmujagc za punkt wyjsciowy rozwazan réwnanie bazowe MEB
w postaci [2, 18]:

c(r)®(r) + | %};rv)@(r' )dS = [ G(r —r'|)% ds (1)
S S

gdzie G oznacza funkcje Greena [3].
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Przedstawimy na poczatku schemat rozwigzania stosowany dla klasycz-
nych elementoéw brzegowych [4, 9, 13, 14]. Przejscie do postaci macierzowej
(4) obliczanej numerycznie nastepuje w kilku etapach. Catka po powierzchni
S (x, y, z) zostaje zamieniona na sumowanie po wszystkich M elementach brze-
gowych z przejsciem na catke oznaczong w granicach od —1 do +1 w lokalnym
uktadzie wspotrzednych &, &,, &s,.

M-1+1 M-1+1
(OO + Y. [0 q 26 =rl) e - > 122 Gle vl 2)
i=0 -1
(OBE) + 3 O (e = 3 g 3)
=0 =0
alfo)-[3]| 5| @
n

Macierze [A] i [B] odwzorowujg odpowiednio catki pochodnej normalne;j
OG(|r-r’|)/on i G(|r-r’|). Czton c(r)®(r) uwzgledniony jest w macierzy [A].

Jakobian J ze wzoru (2) przeksztatcenia wspotrzednych globalnych x, y, z
elementu brzegowego (powierzchniowego) do lokalnych krzywoliniowych
&1, & &3 przedstawia sie nastepujaco:

d® dcx dy dz || 4o

dg, g, dg dg dx
dd dx dy dz ||dD
dé, dc, dg, dg, dy
d® dcx dy dz d®

dgs déy d&; dE; | Ldz ]

Rézniczka powierzchni dS ze wzoru (1) wyniesie:

ds = nd§1d§2=£ ) = n2+n+n2 (6)
dgy dg,
przy czym:
_dy dz dy dz _dz dx  dz dx _dx dy dx dy

(7)

n, = , ny = , N, =
dgy dg, dg, dg, dgy dg, dg, dg, dy dg, dg, dg,
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Zalezno$¢ pomiedzy globalnymi wspotrzednymi punktu a wspoétrzednymi
i numeracjg weztow danego elementu okreslona jest poprzez funkcje ksztattu V.
W przypadku elementu czworokatnego osmioweztowego funkcje ksztattu
pozwalajgce na transformacje do lokalnego uktadu wspétrzednych w granicach
od -1 do +1 przedstawiajg sie nastepujgco:

No(Ep.&)=—(1-EA-E)A+E +E))/4 , N(E,E)=(1-E])1-E,)/2

Ny(ELE) =—(1+ED)A-E)1 & +E5)/4 , N3(E,Ey)=(1+E)1-E5)/2 (8)
Ny(ELE)=—(1+EA+ 81— —E3)/4 , Ns(5,&)=(-ED)1+E,)/2

No(&1,E0)=—(1=EA+E)A+E —E5) /4, No(&,8,)=(1-EDNA-E3)/2

Wspotrzedne globalne x, y, z i lokalne &, &, &5 wezidbw powigzane sg
poprzez funkcje ksztattu zaleznoscia:

7

7 7
x:ZNixi s y:ZNiyi ) Z:ZNiZi (9)
i=0 i=0 i=0

W elemencie izoparametrycznym takie same funkcje ksztattu uzyte zos-
tang rowniez do interpolacji wlasnosci fizycznych wewnatrz obiektu.

Analiza obiektow trojwymiarowych metodg elementéw brzegowych wy-
maga obliczenia catek funkcji na powierzchni elementéw skonczonych. Catko-
wanie numeryczne elementow czworokatnych mozna przedstawi¢ nastepujgco:

+1+1 n n
[ r(E.€, e, de, =Z(Zf<&1,,éz,->w,}w,- (10)

-1-1 =1\ j=I

Wartosci punktéw catkowana Gaussa i wspotczynnikbw wag sg opisane
w literaturze np. [1]. Przykladowo najczesciej wykorzystywane wartosci przed-
stawia tab. 1.

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 230, 2007
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TABELA 1
Jednowymiarowa kwadratura Gaussa

n| i Ei wi

4 1 1-0.86113631159405257522 0.34785484513745385737
2 |-0.33998104358485626480 0.65214515486254614263
3 | +0.33998104358485626480 0.65214515486254614263
4 |+0.86113631159405257522 0.34785484513745385737

6 1 1-0.93246951420315202781 0.17132449237917034504
2 |-0.66120938646626451366 0.36076157304813860757
3 [-0.23861918608319690863 0.46791393457269104739
4 |+0.23861918608319690863 0.46791393457269104739
5 |+0.66120938646626451366 0.36076157304813860757
6 |+0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

10| 1 |-0.97390652851717172008 0.06667134430868813759
2 |-0.86506336668898451073 0.14945134915058059315
3 |-0.67940956829902440623 0.21908636251598204400
4 |-0.43339539412924719080 0.26926671930999635509
5 ]-0.14887433898163121089 0.29552422471475287017
6 |+0.14887433898163121089 0.29552422471475287017
7 |+0.43339539412924719080 0.26926671930999635509
8 | +0.67940956829902440623 0.21908636251598204400
9 |+0.86506336668898451073 0.14945134915058059315
10 | +0.97390652851717172008 0.06667134430868813759

W przypadku, gdy punkt Zzrodta znajduje sie w poblizu lub pokrywa sie
z weztem elementu pojawia sie osobliwo$¢ wymagajgca specjalnego roz-
wigzania. Jako jedna z metod rozwigzania problemu catek osobliwych dla
takich przypadkdéw przedstawiona zostanie metoda regularyzacji [2]. Metoda
regularyzacji polega na przeksztatceniu czworokatnego elementu zawiera-
jacego osobliwos¢ w 2 lub 3 elementy trojkatne a nastepnie przeksztatcenie
powstatych elementéw trojkatnych w odpowiadajgce im elementy kwadrato-
we w kazdym, z ktérych jeden z bokdéw odpowiada ,rozciggnietemu” punkto-
wi osobliwemu jak to pokazano na rys.1.
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Rys. 1. Regularyzacja: po lewej punkt osobliwy znajduje sie¢ w wezle naroznym 0, po
prawej w wezle srodkowym 1

Zasady transformacji obszarow trojkatnych do kwadratowych przedsta-
wione zostang dla 2 wybranych weztéw 0 i 1. Wezet O:

Trojkat To:

(_1+Tl1+(1+711)112) (11)

E=m., &= >
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Trojkat T;:

(21:(_”711—2(1“11)'12) , §2=n1 (12)

Jakobian regularyzacji wyniesie:

& d
di’h d”]z (1+7Il)
J. = = 13
e dn| T )
dn,  dn,

Wezet 1 kolejno trojkaty To, Ty, Ta:

__ 1+’71) _(—1+771—(1+’71)’72) J _(1+’71) 14
d:lTO - ’ §2T0 - > YTy — ( )
2 2 4
: (1+y) : (1 Uy Jna) J (1+py) (15)
= n > =2h - 2 o Ty
(1+ 7, Jn, (1+7,)
Sir, = 5 Sor, =M - o, 5 (16)
5
5 f 04 5 f 04 60 o 4
X X X X v v v vx v v \4 V*
X X X X v v vV % x W v vV Vo
T, T
79 3 79 « 3 79 1 . 93
X x X X vV v T vV .
X Ox . 8 ><T0>< » TZ
x x x x X % x x X * N
& & %) & X o —Xx 2 * %
0 1 2 0 1 2 0 1 2

Rys. 2. Koncentracja punktéw Gaussa wokoét punktéw osobliwych
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3. UOGOLNIENIE TEORII ELEMENTU BRZEGOWEGO
NA ELEMENT BRZEGOWY NIESKONCZONY

Stosujgc nieskonczone elementy brzegowe uzyjemy iloczynu standardo-
wych jednowymiarowych funkcji ksztattu (20) i przeksztatcenia (17) pozwa-
lajacego na osigganie w kierunku &, wartosci z zakresu od —1 do o zamiast od
-1do +1[17, 3, 11].

Ei=my, &=
ny—1

Jakobian przeksztatcenia wynosi:

0(E.8y) 08 0E, 0, % _0&, -4 (18)

o,  on dny g ony, Ny (1, —1)2

Joo(m,ﬂz)z

Geometria dwuwymiarowego elementu jak z prawej strony rys. 3 zde-
finiowana jest jako [10, 15, 19]:

x=Y NP EDINR(E)xg (19)

gdzie x jest potozeniem punktu we wspotrzednych wewnetrznych &;,&, , xg
jest wektorem zawierajgcym wspotrzedne wezta K.

Standardowe jednowymiarowe funkcje ksztattu N'” wraz z transformacijg
do nieskonczonosci N” okreslone sg poprzez zalezno$ci:

NéD(ﬁl(m)) = NéD(E;
NP (& ()= N5P (& (ny)) = 1-n (20)
NP ()= N3P (&1 (ny)) = NaP (& () = S ma(ng +1)

Nl )= @

Jako ztozenie powyzszych zaleznosci otrzymujemy funkcje ksztattu dla
poszczegolnych weztéw elementdéw nieskoniczonych (dla ktorych jeden z bokow
"ucieka" do nieskonczonos$ci w kierunku &;):
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No="Ng¢= ]\77:%771(771—1)—2
m -1
w w 1+3
N, ="Nyg = [1-p?) 202 (22)
n, =1
N,="N;= ]\741:%771(771+1)77—2
, -

Analogicznie dla elementéw naroznych rozciggajgcych sie do nieskon-
czonosci w obu kierunkach &; i &, zastosowana zostanie transformacja:

1+3 1+3
f="N =T (23)
m =1 m —1
Jakobiany przeksztatcen okreslone sg jak poprzednio zaleznoscia:
o o(&1,
I (np) = S222) (24)
omon,
Zmiana granic catkowania przedstawiona jest ponizej:
o+1 +1+1
[ [r(r.0a&dé, = [ [ £y, x)T” (nm)dmdn, (25)

-1-1 -1-1

Generalnie elementy brzegowe muszg by¢ okreslone na catej powierzch-
ni pot nieskonczonego obszaru. Jednakze ta nieograniczona powierzchnia w du-
zej odlegtosci spetnia warunek brzegowy Neumanna, co powoduje, ze koniecz-
ne jest jedynie zamodelowanie funkcji stanu do nieskonczonosci. Postaé funkcji
stanu w nieskonczonosci:

2
D (£5,5)=D®(&,~1)= 2. M; D, (26)
i=0

gdzie: M, =N.D,
@, — wartosci funkcji stanu w wezle i,
D =r, /r — funkcja zaniku,
ry — odlegtos¢ od punktu zrodta y (na linii &, = —1) do dowolnego punktu
odniesienia c,
r — odlegtos$¢ do punktu obserwaciji x (o tej samej wartosci &).
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Rys. 3. Zasada transformaciji:
a) element nieskonczony, b) jego transformacja

Po podziale badanego obszaru na obszar skonczony Sr i obszar nies-
konczony S;, uwzglednieniu funkcji zaniku oraz warunkéw brzegowych
Dirichleta i Neumanna na powierzchni nieskonczonej réwnanie bazowe MEB
przyjmie po zdyskretyzowaniu postac:

7 2
i (5 ) (x, ) ++2. D @Y [A;NdS+Y. > ®F [A4;M,dS =

M oa=0  ASg Mo=0  AS,
7 apo (27)
Z ®; jBNdS+ZZ jBMdS
M a=0 ASF M a=0 AS;

Nalezy zwréci¢ uwage, ze w elementach nieskornczonych sumowanie
nastepuje jedynie po weztach przylegajacych do obszaru skonczonego.

Elementy nieskohczone wprowadzajg do réwnania bazowego nieok-
reslonosci w poszczegolnych etapach. Aby to uwidocznié przepiszemy powyz-
sze rownanie tak, aby widoczne byly wszystkie jego skfadniki i wprowadzone
transformacije:

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 230, 2007
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7 +1+1
@+ | I 0% J3D(§1,§z)d§1d§z
i=0—1-1
2 +1+1
+> I 0% ‘D(a,@ )T (&, E)D(E) D, (&)dEdE, =
i=0-1-1 (28)
7 +1+1

j j GJ”(a,fz)deadfz +

2 +1+1

+> J GJ1D<§1,§2)J”°(§1,§2>Dl<§1>02<§2>d§1d§2

1011

Przyktadowo dla zagadnienia Laplace'a funkcja Greena w przestrzeni 3D
przedstawia sie nastepujgco:

G(r) = ﬁ (29)

Przy r—o wprowadzone poprzez elementy nieskornczone nieoznaczo-
nosci dla potencjatu warstwy pojedynczej:

Geo(lj , (Deo(r) , Deo(l
r

r

j , JZeolr) (30)

oraz dla potencjatu warstwy podwadjnej:

Z_jeo(%j, ?eo(rz),Deo(izj, JOOGO(Fz) (31)
r

v n

dopiero spotykajac sie w wyrazeniu podcatkowym dajg wartosci wymierne.

Mozliwy jest rowniez przypadek, gdy funkcja zaniku D = 1. Sytuacja taka
oznacza w praktyce, ze mamy do czynienia z nieskonczenie dtugim zrodtem.
Jest to przypadek teoretyczny. Metoda rozwigzania przedstawiona jest
w pracach [51i 3].

4. MODEL WERYFIKACYJNY

Analiza metody lub modyfikacja elementéw modelu matematycznego
wymaga napisania lub posiadania mozliwego do modyfikacji narzedzia oblicze-
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niowego (programu). Konieczne jest tez postuzenie sie mozliwie najprostszymi
modelami pozwalajgcymi na weryfikacje poprawnosci i efektow wprowadzenia
do metody elementow brzegowych elementéw nieskonnczonych. Model wery-
fikacyjny tworzg dwie prostopadte do siebie potptaszczyzny jedna (x = 0, z > 0)
o potencjale ® =10V i druga (z=0, x> 0) o potencjale ® =0V jak na rys. 4.
Rozwigzanie analityczne niniejszego przypadku jest nastepujgce:

Q= 92arctgE (32)
T X

W celu unikniecia osobliwosci zwigzanej ze skokiem potencjatu na kra-
wedzi styku pétptaszczyzn wprowadzono dodatkowe cienkie paski, na ktorych
potencjat maleje stopniowo odpowiednio z 10 V do 5 Vi do 0 V. Rozpatrywany
obiekt podzielony zostat na minimalng ilos¢ elementéw brzegowych celem odnie-
sienia przyktadu do pojedynczych elementéw brzegowych.

z=1E40 66 O ) 70

ZAIN NG NN Y
\N] NSV
N N
z=6 51Q \- 2 \ X
z=1 ‘s ‘ ‘*.’ ' ; 2 e 0 » a=t0v
x=0 xz==':l‘:l5 2 "‘.&‘.1 \@5\ .%‘k‘.’%& D43 D=5V
x0s 200 NGO 83 XL 02 L,
X = '__/ ’ 2 ;',l/y/ 5
x=6 50 /, — RN 2 < !""f.? 21
18 VSRS S5 M 17
x=11 ",‘“’ ~e- "'/ P
11 # 5 . £ 18 D10
0 e a0 X .
x=1E30 7 ( 4 N Oé.s it
x=1E40 > 2 4 J=1£30
y=10
y=-1E40 y=A1E30 y=0 Lo

Rys. 4. Uktad dwéch poétptaszczyzn prostopadlych o zadanych wartosciach potencjatow

W analizowanym przyktadzie pochodna potencjatu ¢ wzdtuz osi x oraz z be-
dzie zanikata asymptotycznie natomiast w kierunku osi y nie (funkcja zaniku D = 1).
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Analizowane przypadki sg zagadnieniami Laplace’a w przestrzeni troj-
wymiarowej z warunkami brzegowymi Dirichleta. Mozliwos¢ symbolicznego cat-
kowania funkcji Greena dla tego przypadku pozwala na weryfikacje obliczen
implementacji numerycznej.

G(r)=—— = ! (33)

S N S P S A

Do przyjetego modelu i przedstawionego wczesniej toku obliczeniowego
zastosowano elementy brzegowe nieskohczone 4-go rodzaju [6, 16]. W anali-
zowanym przyktadzie wyréznimy dwa rodzaje elementéw nieskonczonych
rozciggajacych sie do nieskonczonosci w jednym kierunku &, 11+110 i w obu
kierunkach &1 i &, N1+-N4. Mamy tez do czynienia z oboma przypadkami, kiedy
funkcja zaniku wyniesie D~1/r i kiedy D = 1. Elementy narozne bedg transfor-
mowane nieskonczonymi funkcjami ksztattu w obu kierunkach jednak w kierun-
ku osi z funkcja zaniku bedzie wynosi¢ 1. Transformacje elementéw naroznych
okresla zaleznosc:

_1+3771 1+3n,

i & =

, (34)
m—1 -1

Wybdr witasciwych rodzajéw elementoéw nieskonczonych kazdorazowo
zalezy od konkretnego analizowanego obiektu. Zaréwno wiasciwe transfor-
macje, rozne funkcje ksztattu jak i dobor funkcji zaniku oraz mozliwosci oblicza-
nia wspotczynnikdw macierzy z postaci macierzowej réwnania bazowego (sym-
boliczne badz numeryczne), tworzg ztozony, indywidualny model obliczeniowy.
Wiele podpowiedzi mozna znalez¢ w metodzie MES w zakresie typow element-
téw, funkcji ksztattu i zaniku. Bardzo dobrym omoéwieniem tego tematu w MES
jest praca [12].

5. PODSUMOWANIE

Autorzy zainteresowani sg zastosowaniem metody elementow brzego-
wych z elementami nieskonczonymi w tomografii impedancyjnej i optycznej
w odniesieniu do przesiewowych badan majacych na celu wczesne wykrywanie
raka piersi.
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Rysunek 5 przedstawia model piersi i rézny sposéb uwzgledniania po-
wierzchni styku z klatkg piersiowa.

»
)

c)

o

Rys. 5. Model piersi: a) nie uwzgledniajagcy niedostepnego dla pomiaréw styku z klatkg
piersiowa, b) uwzgledniajgce styk z klatkg piersiowg wykorzystujacy elementy nieskonczone,
c) uwzgledniajace styk z klatkg piersiowg stosujgce obciecie otoczenia obiektu poprzez dodanie
skonczonego walca u podstawy modelu

Podobnie jak w MES elementy nieskonczone w MEB majg rowniez
szerokie zastosowanie. Przedstawiony tok postepowania jest jednym z mozli-
wych, wskazujgcym poszczegolne etapy i wybrane metody rozwigzywania pro-
blemow.
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CALCULATION SCHEMA FOR BOUNDARY ELEMENT
METHOD WITH INFINITE ELEMENTS
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ABSTRACT In several problems of interests in computational
modeling solved by Boundary Element Method there is a media that
is either infinite or semi-infinite. A simple solution is to truncate the
region of interest in the great distance from the finite structure.
Placing such artificial boundary increases a number of boundary
elements and decreases the computational efficiency. It can also
introduce an unknown error if the truncation occurs too near. A better
solution is to use infinite boundary elements coupled with standard
BEM. Eight nodes quadrilateral isoparametric boundary elements will
be taken into consideration. Their generalization to infinite boundary
elements and method of incorporating it into the conventional BEM
analysis will be presented.



