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POMIAR MOCY BIERNEJ SIECI ENERGETYCZNEJ 

W DZIEDZINIE CZASU 
 
 
 
 

STRESZCZENIE  W artykule zamieszczono opis orygi-
nalnej metody pomiaru mocy biernej wg definicji Budeanu przy 
odkształconych przebiegach napięcia i prądu. Przedstawiono 
również propozycję rozwiązania pomiaru mocy biernej sieci 
energetycznej wg zaleceń IEEE wykorzystującego wspomnianą 
metodę. Przedstawione propozycje poparto wynikami symulacji.  

 
 
 
 
1. WSTĘP 
 

Powszechne stosowanie nieliniowych odbiorników w sieci prądu 
przemiennego jest przyczyną występowania w niej przebiegów prądu i napięcia  
o kształcie znacznie odbiegającym od sinusoidalnego. Stwarza to konieczność 
uwzględnienia w opisie ilościowo-jakościowym energii elektrycznej obecności 
wyższych harmonicznych. Wydaje się że najbardziej oczywistym i zarazem 
najpełniejszym sposobem opisu odkształconych prądów i napięć występujących  
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w sieci energetycznej jest wyszczególnienie wszystkich istotnych harmo-
nicznych takich przebiegów. Zgodnie z zleceniami IEC za istotne należy uzna-
wać 50 pierwszych harmonicznych. Jednak posługiwanie się tyloma wartoś-
ciami w wielu przypadkach może być niepraktyczne i bezcelowe. Dlatego też 
często lepszym i wystarczającym rozwiązaniem jest zalecane przez IEEE [2] [5] 
charakteryzowanie wielkości elektrycznych dwoma parametrami: jednym odno-
szącym się do pierwszej harmonicznej (z założenie sieć energetyczna jest 
siecią prądu sinusoidalnego) i drugim określonym dla wyższych harmonicznych 
(będących niepożądanym „zanieczyszczeniem”). Zgodnie z powyższym np. 
wartość napięcia sieci można scharakteryzować następująco: 
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gdzie:  U1  – wartość skuteczna pierwszej harmonicznej, 
 UH  – wartość skuteczna pozostałych harmonicznych razem wziętych, 
 THD  – współczynnik zawartości harmonicznych. 
 

Podobnie zaleca się opisywać moc czynną i bierną: 
 

H1 PPP +=  (2)
 

BH1 QQQ +=  (3)

 
 

W tym ostatnim przypadku wykorzystano definicję mocy biernej podaną 
przez C. Budeanu ze względu na jej addytywny charakter. Istotną zaletą 
podejścia zalecanego przez IEEE jest możliwość prostego pomiaru większości 
zdefiniowanych tam parametrów bezpośrednio z przebiegów czasowych prądu  
i napięcia bez konieczności dokonywania transformacji Fouriera. Wyjątek 
stanowi moc bierna. Dotychczas publikowane metody jej pomiaru w dziedzinie 
czasu opierały się na wzorze podanym przez Nowomiejskiego [4]: 
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gdzie H(.) oznacza transformatę Hilberta. 
 

Podstawowym problemem jaki przy tym należało rozwiązać była rea-
lizacja transformaty Hilberta. Udało się to L. S. Czarneckiemu [1]. Obecnie 
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istnieją algorytmy filtrów typu FIR realizujące to przekształcenie lecz są one 
bardzo pracochłonne [5]. 

Niniejszy artykuł poświęcono przedstawieniu alternatywnej, prostszej 
metody pomiaru mocy biernej w dziedzinie czasu, nie wymagającej doko-
nywania transformacji Hilberta.  
 
 
 
 
2. PODSTAWY TEORETYCZNE 

Dane są okresowe przebiegi prądu i napięcia opisane zespolonymi 
szeregami Fouriera: 
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gdzie:  

u(t), i(t)     – wartości chwilowe napięcia i prądu,  
Uh, Ih,ωh – wartości skuteczne zespolone i pulsacje ich h-tych harmo- 

                             nicznych.  
 
 

Moc bierna Budeanu QB zdefiniowana jest w dziedzinie częstotliwości 
wzorem: 
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Odwrotną transformatą Fouriera powyższej zależności jest wzór (4). 
Możliwe jest też wyprowadzenie innej korzystniejszej z realizacyjnego punktu 
widzenia postaci. Aby to osiągnąć wzór (7) zapisano inaczej: 
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Następnie czynnik -j zastąpiono iloczynem dwóch liczb zespolonych:  
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i pogrupowano czynniki jak to przedstawiono poniżej:  
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Wyrażenia w nawiasach potraktowano jako nowe sygnały będące 
odpowiedziami w stanie ustalonym liniowych przesuwników fazowych o charak-
terystykach częstotliwościowych: KU(ω) i KI(ω). Nadano im oznaczenia: uF i iF. 
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W efekcie powyższych zabiegów uzyskano zależność (13) będącą trans-
formatą Fouriera iloczynu skalarnego sygnałów uF(t) i iF(t). 
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Zatem moc bierna w dziedzinie czasu przyjmie postać: 

 

∫
+

=
Tt

t

ttitu
T

Q
0

0

d)()(1
FFB  (14)

 
Jak już wspomniano wcześniej sygnały uF(t) i iF(t) są odpowiedziami 

liniowych przesuwników fazy o transmitancjach spełniających warunek (9) dla 
częstotliwości każdego prążka występującego w widmie mierzonych sygnałów. 
Z praktycznego punktu widzenie korzystnie jest przyjąć że: 
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Wtedy przesunięcia fazowe dla wszystkich harmonicznych wprowadzane 
przez przesuwniki powinny wynosić -π/4 dla napięcia i +π/4 dla prądu. Jednak 
ze względu na fakt, że zawartość wyższych harmonicznych w napięciu 
sieciowym jest zwykle zdecydowanie niższa niż w prądzie lepiej jest zastoso-
wać przesuwnik -π/4 dla prądu (charakterystyka dolnoprzepustowa) a +π/4 
(charakterystyka górnoprzepustowa) dla napięcia i zmienić znak zmierzonej  
w tym układzie mocy na przeciwny.  
 
 
 
 
3. STRUKTURA  WAROMIERZA 
 

Na rysunku 1 pokazano ogólną strukturę przetwarzania sygnałów waro-
mierza wynikającą z zamieszczonego w poprzednim rozdziale opisu. 

Mierzone przebiegi prądu i napięcia fazowego przesuwane są w fazie 
przez przesuwniki PFU i PFI. Następnie wyznaczany jest ich iloczyn, z którego 
z kolei filtr uśredniający wydziela składową stałą, będącą wynikiem pomiaru. 
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Rys. 1. Schemat ilustrujący sposób wyznaczania mocy biernej: 
PFU - przesuwnik fazowy napięcia, PFI - przesuwnik fazowy prądu, FDP - filtr uśredniający. 

 
 

3.1. Przesuwniki fazy 
 

Zadaniem przesuwników fazy prądu i napięcia jest rozsunięcie faz 
wszystkich harmonicznych mierzonych przebiegów względem siebie o kąt 
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równy 90°. Zastosowanie dwóch przesuwników zamiast dotychczas stoso-
wanego jednego (w torze prądowym albo napięciowym) łagodzi wymagania na 
wartość wzmocnienia. W przypadku pojedynczego przesuwnika wymaga się, 
aby zapewniał on przesunięcie fazy o π/2 przy zachowaniu wzmocnienia 
równego jedności dla częstotliwości każdego prążka widma sygnału przetwa-
rzanego. W przypadku zastosowania dwóch przesuwników – różnica wprowa-
dzanych przez nie przesunięć fazowych powinna być równa π/2, zaś iloczyn 
wzmocnień równy jedności. Pozwala to zastosować parę komplementarnych 
przesuwników ±π/4 zrealizowanych w postaci układów o nieskończonej od-
powiedzi impulsowej i równomiernie falistej charakterystyce fazowej. Przy zale-
canej szerokości pasma analizowanych sygnałów sieciowych rozciągającego 
się od 45 Hz do 2,5 kHz zaproponowano transmitancję przesuwników 4-tego 
rzędu o postaci: 
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gdzie:  

zn   – zera transmitancji,  
pn  – bieguny transmitancji,  
K   – wzmocnienie  korekcyjne  równe  0.143.  Wartości  zer  i  biegunów  

                  zestawiono w tabelach 1 i 2. 
 
 
TABELA 1  
Zestawienie częstotliwości zer i biegunów transmitancji przesuwnika fazy napięcia. 

n 1 2 3 4 

z [rad/s] 97,44 744,3 3021 13459 
p [rad/s] 339,2 1510 6130 46870 

 
 
 
TABELA 2  
Zestawienie częstotliwości zer i biegunów transmitancji przesuwnika fazy prądu. 

n 1 2 3 4 

z [rad/s] 339,2 1510 6130 46870 
p [rad/s] 97,44 744,3 3021 13459 

 
Na rysunku 2 zamieszczono charakterystyki częstotliwościowe zaprojek-

towanych przesuwników fazy. Jak wynika z wykresów charakterystyki fazowe  
w wymaganym paśmie roboczym oscylują wokół wartości +π/4 i -π/4. Maksy-
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malne odchyłki nie przekraczają 1,4 10-3 rad. Wzmocnienia korekcyjne dobrano 
w taki sposób aby zakres zmian obu charakterystyk amplitudowych był 
jednakowy. 
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Rys. 2. Charakterystyki częstotliwościowe przesuwników fazy: napięcia (z lewej), 
prądu (po prawej) 

 
 

3.2. Filtr uśredniający 
 

Przy założeniu że mierzone sygnały prądu i napięcia są okresowe o tej 
samej częstotliwości wynikiem mnożenia ich przez siebie jest sygnał okresowy, 
którego widmo zawiera składową oraz prążki o częstotliwościach będących 
wielokrotnościami częstotliwości podstawowej. Zadaniem filtru uśredniającego 
jest wyodrębnienie z tego sygnału składowej stałej, której wartość reprezentuje 
wynik pomiaru. Zatem filtr ten powinien zapewniać wystarczająco duże tłu-
mienie dla częstotliwości podstawowej oraz jej wyższych harmonicznych. Teo-
retycznie nie jest wymagane tłumienie dla częstotliwości pośrednich leżących 
pomiędzy dwoma harmonicznymi. Jednak w praktyce przetwarzane sygnały 
mogą być zakłócone i dlatego korzystne jest zapewnienie dużego tłumienia 
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również dla składowych o częstotliwościach pośrednich. Typowym sposobem 
realizacji takiego układu jest zastosowanie filtru o skończonej odpowiedzi 
impulsowej (FIR). Na rysunku 3 porównano charakterystyki częstotliwościowe 
filtrów uśredniających o najczęściej stosowanych kształtach okien: prosto-
kątnym i Hanninga. W przypadku okna prostokątnego zastosowano szerokość 
równą okresowi mierzonych przebiegów, zaś w przypadku okna Hanninga dwa 
razy większą. Dzięki temu w obu przypadkach uzyskano wzmocnienie równe 
zeru dla częstotliwości wszystkich harmonicznych.  
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Rys.3. Porównanie charakterystyk filtrów o oknach: prostokątnym i Hanninga 
Po lewej stronie zamieszczono kształty okien, zaś po prawej ich charakterystyki częstotli-
wościowe. Linią przerywaną wyrysowano wykresy dla okna prostokątnego, ciągłą zaś dla okna 
Hanninga. 

 
Jak widać z przedstawionych wykresów filtr z oknem Hanninga mimo iż 

znacznie trudniejszy w realizacji zapewnia zdecydowanie większe tłumienie dla 
częstotliwości interharmonicznych. 
 
 
 
4. BADANIA SYMULACYJNE 
 

W celu weryfikacji przedstawionej koncepcji przeprowadzono badania 
symulacyjne. Wykorzystano do tego celu program Matlab Simulink. Na rysunku 
4 przedstawiono strukturę modelu użytego do symulacji. Przesuwniki fazy PFU  
i PFI posiadają parametry przedstawione w tab. 1 i 2. Zastosowano filtr uśred-
niający z oknem prostokątnym (w symulacjach mierzono jedynie sygnały okre-
sowe). Symulacje przeprowadzono ze stałym krokiem całkowania wynoszącym 
1/512 okresu analizowanych przebiegów (20 ms). 
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Przeprowadzono dwie próby: pierwsza polegała na pomiarze przebiegów 
sinusoidalnych, druga na pomiarze przebiegów odkształconych. W obu przy-
padkach określono błąd pomiaru dla różnych kątów przesunięcia fazowego 
prądu względem napięcia.  

 
Błąd! 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Rys. 4. Struktura układu symulacyjnego 
Oznaczenia: Gen U – źródło sygnału napięcia, Gen I – źródło sygnału prądu, PFU – przesuwnik 
fazy napięcia, PFI – przesuwnik fazy prądu, FD – filtr uśredniający, U,I, UF, IF, UIF,  
Q – rejestratory przebiegów. 
 
 

4.1. Pomiar sygnałów sinusoidalnych 
 

Próba polegała na podaniu na wejścia sygnałów testowych o postaci: 
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gdzie: ω1=100π, zaś ϕ przyjmowało wartości: -3π/4, -π/2, -π/4, 0, π/4, π/2, 3π/4, π. 
Uzyskane wyniki zestawiono w tab. 3. Zamieszczono tam również wartości mocy 
biernej obliczone teoretycznie, oraz względny błąd pomiaru wyliczony wg wzoru: 
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gdzie:  

δ  − względny błąd pomiaru,  
Qzm − wartość mocy biernej otrzymana w wyniku wykonania algorytmu  

                        pomiarowego,  
Qobl – wartość mocy biernej wyliczona teoretycznie,  
Qzak – wartość zakresowa równa 1. 
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TABELA 3 
Porównanie wyników pomiarów mocy biernej z obliczonymi teoretycznie przy różnych kątach 
przesunięcia fazowego prądu względem napięcia dla przebiegów sinusoidalnych o częstotli-
wości 50Hz. 

ϕ -3π/4 -π/2 -π/4 0 π/4 π/2 3π/4 π 
Qobl -0,7071 -1,0000 -0,7071 0,0000 0,7071 1,0000 0,7071 0,0000 
Qzm -0,7059 -1,0000 -0,7083 -0,0017 0,7059 1,0000 0,7083 0,0017 
δ % 0,12 0,00 -0,12 -0,17 -0,12 0,00 0,12 0,17 

 
 

Na rysunku 5 zamieszczono przebiegi sygnałów zarejestrowane w waż-
niejszych węzłach modelu.  
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Rys. 5. Przykładowe przebiegi sygnałów zarejestrowanie w układzie przy f = 50Hz 
i ϕ = π/4 
Na pierwszym wykresie od góry przedstawiono dwa okresy przebiegów prądu (linia 
przerywana) i napięcia (linia ciągła), poniżej zamieszczono przebiegi prądu i napięcia 
po przejściu przez przesuwniki fazy a na najniższym wykresie przedstawiono ich 
iloczyn. 

Maksymalne wartości błędu pomiaru uzyskano przy ϕ = 0±kπ. Wyniosły 
one 0,17 %. Wynikają one z niedokładności aproksymacji charakterystyki fazo-
wej (charakterystyki fazowe przesuwników fazy oscylują wokół ±π/4. 
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4.2. Pomiar sygnałów odkształconych 

Próba polegała na pomiarze odkształconych sygnałów sieciowych  
o postaci: 

( )

( ) )55cos(2)33cos(2)cos(2

)5cos(2)3cos(2)cos(2

51531311

51531311

ϕϕωϕϕωϕω

ϕωϕωω

+++++++=

++++=

tAtAtAti

tAtAtAtu

 
(19)

 
Przyjęto odmienne kształty dla sygnału napięcia i prądu. Parametry wy-

korzystanych sygnałów testowych zamieszczono w tab. 4, zaś kształt przebie-
gów pokazano na pierwszym od góry wykresie na rys. 6. 
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Rys. 6. Przebiegi sygnałów zarejestrowanie w ważniejszych węzłach układu 
przy pomiarze niesinusoidalnych prądów i napięć 
Na pierwszym wykresie od góry przedstawiono dwa okresy przebiegów prądu (linia 
przerywana) i napięcia (linia ciągła), poniżej zamieszczono przebiegi prądu i napię-
cia po przejściu przez przesuwniki fazy a na najniższym wykresie przedstawiono 
ich iloczyn. 
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TABELA 4  
Zestawienie parametrów sygnałów testowych. 

Parametr A1 ϕ1 A3 ϕ3 A5 ϕ5 THD % 

u(t) 1,00 0 0,22 π 0,05 0 22,6 
i(t) 1,00 0 0,60 0 0,2 0 63,2 

 
Przyjęte parametry sygnałów są ekstremalne – THD znacznie przekracza 

wartości dopuszczane przez normy [3], [6], jednak dobrze oddają charakter od-
kształceń wywoływanych przez jednofazowe odbiorniki energoelektroniczne: 
komputery, telewizory, żarówki energooszczędne. 

Przeprowadzono symulacje pomiarów przy różnych kątach ϕ podobnie 
jak w poprzednim punkcie. Uzyskane wyniki zamieszczono w tab. 3 razem z od-
powiednimi wynikami obliczonymi teoretycznie. W ostatnim wierszu tabeli 
zamieszczono względne błędy pomiaru wyznaczone jak w poprzednim punkcie. 
Maksymalny uzyskany błąd wyniósł 0,13 %.  

 
TABELA 5  
Porównanie wyników pomiarów mocy biernej z obliczonymi teoretycznie przy różnym prze-
sunięciu w fazie prądu względem napięcia dla przebiegów odkształconych. 

ϕ -3π/4 -π/2 -π/4 0 π/4 π/2 3π/4 π 
Qobl -0,6067 -1,1420 -0,6067 0,0000 0,6067 1,1420 0,6067 0,0000 
Qzm -0,6053 -1,1420 -0,6081 -0,0007 0,6053 1,1420 0,6081 0,0015 
δ % 0,12 0,00 -0,12 -0,06 -0,12 0,00 0,12 0,13 

 
 
 
 

4.3. Dynamika pomiaru 
 

Na rysunku 7 przedsta-
wiono przebieg odpowiedzi 
układu pomiarowego na skoko-
we podanie sygnałów pomia-
rowych o parametrach z po-
przedniego punktu. Jak wynika 
z zamieszczonego wykresu 
wskazania ustalają się po 
upływie czasu w przybliżeniu 
równego trzem okresom często-
tliwości sieci (60 ms). 
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0

0.5
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Q

Rys. 7. Odpowiedź układu pomiarowego na skokowe 
podanie na wejścia przebiegów prądu i napięcia  
z rys. 6 
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5. PODSUMOWANIE 
 

W artykule przedstawiono nową oryginalną metodę pomiaru mocy bier-
nej przebiegów odkształconych wg definicji Budeanu. Pokazano jak można 
wykorzystać ją do pomiaru mocy biernej przebiegów sieciowych zgodnie  
z zaleceniami IEEE. Przedstawiono wyniki badań symulacyjnych potwier-
dzające poprawność zaprezentowanej metody. 
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THE MEASUREMENT OF REACTIVE POWER  
IN ELECTRIC POWER NETWORK  

IN THE TIME DOMAIN 
 

Antoni KRAHEL 
Czesław SZCZEPANIAK 

 
ABSTRACT  The article contains description of original  
measurement method of reactive power when the voltage and 
current are non-sinusoidal. The proposal for measurement algorithm 
of measurement reactive power in electrical network according to 
recommendations  IEEE using mentioned method is presented.  
The proposal is supported by simulation results. 
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