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Maria KOSICKA

ANALIZA UKLADOW
O PARAMETRACH ROZLOZONYCH
ZA POMOCA FALEK HAARA

STRESZCZENIE W artykule przedstawiono metody analizy
liniowych uktadéw dynamicznych o parametrach roztozonych opisa-
nych rownaniami rozniczkowymi czgstkowymi przy zastosowaniu
funkcji (falek) Haara. Podano metody analizy uktadéw dowolnego
rzedu. Zilustrowano je obliczeniami rozktadu pradu i napiecia w linii
dfugiej oraz obliczeniami rozktadu temperatury w ogrzewanym precie.
Omodwiono zalety stosowanej metody, a takze jej pewne niedogod-
nosci.

1. WPROWADZENIE

Niniejsza praca jest kontynuacjg prac [7, 8, 9], w ktorych zostaty opisane
metody analizy i optymalizacji liniowych uktadéw dynamicznych o zmiennych
skupionych przy zastosowaniu falek Haara. Ponizej pokazano pewne moz-
liwosci zastosowania falek Haara do uktadéw o zmiennych roztozonych.

Sygnaty okreslajace uktady o parametrach roztozonych zalezne sg nie tylko
od czasu, ale rowniez od wspotrzednych przestrzennych. Uktady takie opisuje
sie rownaniami rézniczkowymi czastkowymi. Przyktadami uktadéw o parametrach
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Zaktad Badan Podstawowych Elektrotechniki
Instytut Elektrotechnik
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roztozonych sg linie dtugie, kable, wymienniki ciepta, reaktory rurowe, elementy
nagrzewane itp. Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych czgstkowych zaréwno
analitycznie jak i numerycznie jest dos¢ ktopotliwe, poniewaz zawierajg one co
najmniej dwie zmienne niezalezne i co najmniej dwa zbiory warunkéw poczat-
kowych (lub brzegowych) spetniajgcych te rownania.

Okazuje sie, ze do tego typu zadan mozna w pewnych przypadkach
stosowac transformate Haara [2], co pozwala na szybsze i bardziej eleganckie
rozwigzywanie problemu.

Informacje na temat funkcji (falek) Haara mozna znalez¢ w kazdej niemal
publikacji dotyczacej transformaty falkowej [np. 1, 10, 11], a sposob rozktadu
dowolnej funkcji na funkcje (falki) Haara zostat doktadnie opisany w pracach
[2, 3] oraz uzupetniony w pracach [7, 8, 9], dlatego tez ponizej pokazano
jedynie szkic stosowanej metody.

Podstawowg falke Haara (rys.1a) definiuje sie nastepujgco:

1 dla 0<t<0,5
'//(t): -1 dla 0,53t<1 (1)
0 da t<0 i t>1
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Rys.1. Podstawowa falka Haara (a) i odpowiadajaca jej funkcja skalujaca (b).

Falka ta generuje zbior falek opisany wzorem:

i () =272y (270t-k) =272y [ 279t -2K) | (2)
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gdzie j i k sg liczbami catkowitymi, przy czym j zwane jest wspotczynnikiem
skali, a k — wspotczynnikiem przesuniecia [1]. Charakterystyczng cecha falki jest
zalezno$é przesuniecia 2’k od wspétczynnika skali, natomiast parametr 2712
zwany jest wspotczynnikiem normalizujgcym i powoduje, ze dla kazdej falki
catka z jej kwadratu w przedziale o dtugosci 27, w ktérym v () #0, jest rowna 1.

Falki Haara stanowig rodzine funkcji ortogonalnych i ortonormalnych, tzn.
spetniajg zaleznosci:

1 dla =, ik =k

(h# b ik #k,)
0 da {lub (j,=j,ik =k,) (3)
ub (j, = J, i k, £k,)

1
JV/nkl(t) Vi, (1) dt=
0

Czasem przyjmuje sie statg amplitude falki zwykle réwng 1, wtedy
zgodnie ze wzorem (2) h,(t)=wy(t), a kolejne funkcje sa generowane na-

stepujgco:

h,(t) =h,(2't-k)
n=2"+k, j=0, 0<k <2/

przy czym

270 dla i=1=2)+k

0 dla = ®)

jhi(t)hl(t)dt:2_15i,|:{

Taki zbiér funkcji jest ortogonalny, ale nie ortonormalny, poniewaz

hZ(t)dt = const .

O t—y

Falki Haara uzupetnione funkcjg skalujaca (rys.1b), dla ktérej h,(t)=1

przy 0<t<1l mogg by¢ narzedziem rozktadu dowolnej funkcji catkowalnej
z kwadratem w przedziale [0,1), a wiec spetniajgcej warunek

f Z(t)dt < o0 (6)

O'—.I—'
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Mozna za ich pomocg dokonywac uproszczonej analizy liniowych ukta-
déw dynamicznych zaréwno o parametrach skupionych, jak i roztozonych [2, 3].

Podstawg analizy jest zatozenie, ze kazdg funkcje spetniajacg warunek
(6) mozna przedstawi¢ w postaci sumy:

przy czym

cizzij f(t)h;(t)dt (8)

gdzie 2/ =i—k.

Formalnie parametr N — «, ale w praktyce przyjmuje wartos¢ skon-
czong. Funkcje h (t) sq falkami Haara przedstawionymi w postaci wektoréow [2]

o m elementach, gdzie m jest stopniem rozwiniecia funkcji h. (t) i musi by¢ po-
tega liczby 2:

h o(t) = []-_V_J-J

m

hy(t)=[1..1 —1..-1]
m/2 m/2

h(t)=[l...1 -1...-1 0...0] 9)
—_ ——

m/4 m /4 m/2

hy(t)=[0...0 1.1 —-1...-1] itd.

—
m/2 m/4 m/4

Z powyzszych wektoréw tworzy sie macierz H  (t)

h
H.(t)= : (10)
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oraz jej catke, ktérg mozna wyrazi¢ takze za pomocg falek Haara:
t
[Ha(r)de =P H (t) (11)
0

gdzie
1 2ml:)m/2 _Hm/2
(12)

"“2m| H.L 0

Powyzsze rozwazania odnosity sie do rozktadu funkcji jednej zmiennej
(7). Roztozenie na falki Haara funkcji dwéch zmiennych f(x,t), wymaga trak-

towania jednej z nich (np. x) jako parametru, wtedy najwyzszg pochodng funkcji
f(x,t) po t wystepujgcg w rownaniu rézniczkowym czgstkowym mozna przed-
stawi¢ w postaci:

of (x,t)

s =2 ()H, () (13)

gdzie a(x) — wektor o m elementach zaleznych od x.

Kolejne nizsze pochodne (przy zerowych warunkach poczatkowych)
przyjma zgodnie z (11) postac:

%zaT(x)PHm(t),...,

(14)

Natomiast dang pochodng funkcji f(x,t) po X mozna wyrazi¢ w postaci:

o f (x,t) _dfa’(x)
oxP  dx”

PH, (1) (15)

Te operacje pozwalajg na sprowadzenie rownania rozniczkowego czgst-
kowego do réwnania rézniczkowego zwyczajnego, w ktérym wystepujg pochod-
ne wektora a(x). Powyzszg metode zilustrowano trzema przyktadami:
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= obliczeniami przebiegu pradu i napiecia w linii dtugiej,
» obliczeniami przebiegu pradu i napiecia dla bezindukcyjnego kabla,
= obliczeniami rozktadu temperatury w nagrzewanym metalowym precie.

2. ZASTOSOWANIE TRANSFORMATY HAARA
DO OBLICZENIA PRADU | NAPIECIA W LINII DLUGIEJ

i) AX 1Ax i 8:‘((;;0 M

el s B o .

A 4

u(x,1) gAx — CAX u(x,t)+a“éx”)Ax
X

Ax

Rys.2. Elementarny odcinek linii diugiej dwuprzewodowej o diugosci A x.

Réwnanie linii dlugiej [6] zwane rownaniem telegrafisty ma postac:

: di(x,t)  ou(xt)
| _
ri(x,t)+ o % (16)
ou(xt)  di(xt)
gu(x,t)+I TR (17)

gdzie
r,l,g,c — rezystancja liniowa, indukcyjno$¢ liniowa, konduktancja liniowa

i pojemnos$é liniowa" (rys.2).

R Parametry liniowe zwane byty kiedy$ parametrami na jednostke dtugosci.



Analiza uktadéw o parametrach roztozonych za pomocaq falek Haara 115

Rézniczkujac powyzsze rdwnania najpierw po X, a nastepnie po t, po wy-
rugowaniu pochodnych mieszanych otrzymuje sie uktad réwnan rézniczkowych
czastkowych w postaci:

o%u(xt) . d*u(xt) ou(x,t)

= =Ic e +(rc+|g)T+rgu(x,t) (18)
o%i(xt)  o%i(xt) oi(x,t) .

™ =Ic pre +(rc+1g) o +rgi(xt) (19)

Zastosowanie transformaty Haara w dziedzinie czasu zgodnie z (13)
i (14) daje przy zerowych warunkach poczatkowych u(x,0)=0 réwnosci:

%= a" (x)H, (1), 6u(g)t(’t) =a' (X)PH, (1), u(x,t)=a"(x)P*H,(t)

(20)

Podstawienie (20) do (18) pozwala otrzymac¢ rézniczkowe zwyczajne:

d*a’ (x)

AT 2 _
e 2 (x)M7=0 (21)

gdzie
1

M =[LCI+(RC+LG)P+RGP?|2P™
Rozwigzanie rownania (21) ma postac:
a' =a, exp(~Mx)+a] exp(Mx) (22)

I — macierz jednostkowa.

Poniewaz przy x — o« napiecie u(x,t) musi mie¢ warto$¢ skohczong na-
lezy przyja¢ a, = 0. Podstawienie (22) do (20) daje zaleznosc:

u(x,t)=a exp(-Mx)P*H, (t) (23)
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Zatézmy, ze na poczatku linii dtugiej zostat przytozony skok napiecia
o wartosci u(0,t)=U,1(t). Po przedstawieniu sygnatu wejéciowego za pomoca

funkcji Haara otrzymuije sie:

u(0,t)=a/ (x)P Hm(t)zuo{l,l,.m..l,l:l (24)

Stad:

a (x)=u(0t)H, (t)P~* (25)

Przebieg napiecia w dowolnym punkcie linii dtugiej mozna zatem wyrazic
wzorem:

u(x,t)=a (x)exp(-Mx)P?*H, (t) (26)

Natomiast przebieg pradu w punkcie x =0 znajduje sie stosujac transfor-
mate Haara do wzoru (16):

di(0,t)
dt

=b"H,, (t) oraz i(0,t)=b"P H, (1) (27)

gdzie b — wektor o m elementach. Po zroézniczkowaniu wyrazenia (23) po x
i podstawieniu wraz z (27) do (1) otrzymuje sie:

b" =a] MP2[RP+LI]" (28)

Natomiast po podstawieniu (28) do (27):

i(0,t)=a MP?[rP+11]" P H, (1) (29)

Przebieg prgdu w dowolnym punkcie linii mozna znalez¢ podobnie jak
przebieg napiecia podstawiajgc jako warunek brzegowy wyrazenie (29), stad:
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i(x,t)=a (X) MPY[rP+11] P lexp(-M x)P?H, (t)  (30)

Ogodlne rozwigzanie analityczne rownan (18) i (19) wymagatoby znale-
zienia odwrotnej transformaty Laplace’a [4] ponizszych zaleznosSci:

1
= dla napiecia: U (X,t) =U,L _1{gexp(—yx)}

= dla pradu: i(x,t)=U.L _1{ﬁexp(—yx)}

gdzie

7:\/(Is+r)(cs+g)

Mozna rozpatrywac pewne przypadki szczegdlne, np.:
= dla linii bezstratnej (r =0 i g =0) (rys.3):

u(x,t):Uo(t—\/Ex), i(x,t):Uo\E(t—\/Ex) (31)

= dla linii nie znieksztatcajacej(rc = 1g):

u(xt) :erxp(—xr\Ej(t—\/Ex)
i(x,t):uo\Eexp[_xr\@(t—mx)

Przebiegi napiecia i prgdu dla linii nie znieksztatcajgcej bedg miaty
podobng postac jak dla linii bezstratnej (rys.3). Zmieni sie jedynie wspotczynnik
proporcjonalnosci zalezny od x.

(32)
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» dla x=0 (rys.4) istnieje rozwigzanie analityczne [4] przebiegu pradu:
lc 9 t
1(0,t)=U,,|— e‘“tl = "”I dr

gdzie a:%(lﬁ+gj oraz ﬂ:%({—gj, a |, jest zmodyfikowang funkcjg
c c

Bessela pierwszego rodzaju, rzedu zero [12].

Do obliczen przyjeto dane:
r=0,002Q-m*, ¢c=5-10"F-m™, 1 =5-10°H-m™, g =var.

0.4 04
02 02 ...............................................................
0 ; i i 0 i i i
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t [ms] t[ms]
m =64
1.4 1.4

04 0.4
02 02
0 0
0 5 iy 15 20 0 5 iy 15 20
m =256

Rys.3. Przebiegi napigecia i pradu w odpowiedzi na skok jednostkowy napiecia dla linii
bezstratnej (r =0, g =0) przy X # 0 obliczone za pomoca rozktadu na falki Haara.
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: : : i 0 i
% 5 10 15 20 1 ? it 2

g=>50-10%2[Q-m]™
m=16 m=64

Rys.4. Poréwnanie przebiegow pradu w odpowiedzi na skok napiecia dla
X =0 przy rozwiazaniach za pomoca falek Haara oraz funkcji Bessela przy
réznych wartosciach konduktancji liniowej linii diugiej.

UB ....................... 08
Eu.s aE*O-b‘
“.:::'0_4 ; o4

L ................. 02z

0 i 0
0 5 TR 15 20
m =64

08
00 T
Zos a s

0_2 ., ................................ E

0 i j

1 1
0 5 N 5 20
m=256

Rys.5. Przebiegi napigcia i pradu w odpowiedzi na skok jednostkowy
napiecia przy rozwigzaniach za pomoca rozkladu na falki Haara dla
przypadku ogélnego (x # 0, g = 0) przy réznych stopniach rozktadu.
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W przypadku ogdlnym (rys.5) mozna znalez¢ przebiegi napiecia i pradu
postugujac sie wzorami (26) i (30).

3. ZASTOSOWANIE TRANSFORMATY HAARA
DO OBLICZENIA PRADU I NAPIECIA DLA KABLA
BEZ INDUKCYJNOSCI | BEZ UPLYWNOSCI

Dla g =0 i | =0 réwnania (16)...(19) redukuja sie do postaci:

ri(xt) =2 “é:’t) (34)
’u(x,t)  ou(xt)
ox: ot (35)

Podstawienie odpowiedniej zaleznosci z (20) do (35) daje réwnanie
rézniczkowe o postaci (21), przy czym w tym przypadku macierz M opisana jest
zaleznoscig;

M =+/rcP 2 (36)

Zgodnie z (20) i (34):

u(x,t)=a, (x)exp(-Mx)PH,, (t) (37)

1(8)= S8 (x)exp(-Mx)P H, (1 @9
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Rys.6. Przebiegi napiecia i pradu w odpowiedzi na skok jednostkowy napiecia dla bez-
indukcyjnego kabla przy rozwigzaniach za pomoca rozktadu na falki Haara oraz przy za-
stosowaniu funkcji erfc (przy réznych wartosciach x).
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Rozwigzanie analityczne [4] rownan (34) i (35) ma postac:

X /rc
—erfcl 2
u(x,t) erc{2 t] (40)

i(xt)=—e " (41)

gdzie
erfc — komplementarna funkcja btedu o postaci ogolne;j:

erfc(z) :1—%£e‘tzdt (42)

4. ZASTOSOWANIE TRANSFORMATY HAARA
DO OBLICZENIA ROZKLADU TEMPERATURY
W OGRZEWANYM PRECIE

Réwnanie rozniczkowe czgstkowe opisujgce rozktad temperatury w me-
talowym jednorodnym precie, ktérego koniec jest ogrzewany, ma postac [6]:

OAI(x,t)  D*AI(x,t)

—a — LAG(X,t 43
gdzie
AS(x,t) — przyrost temperatury preta ponad temperature otoczenia,
a,pf — wspotczynniki zalezne od: wspotczynnika przewodnictwa

cieplnego preta, jego przekroju poprzecznego, ciepta
wiasciwego, gestosci materiatu oraz wspoétczynnika wy-
miany ciepta [6].

Zgodnie z zaleznosciami (14) i (15):

%(tx’tLaT(X)Hm(t) (44)
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ASd(x,t)=a"(x)PH,(t) (45)
%#(X)Pm(t) (46)

Podstawienie (44), (45) i (46) do (43) daje réwnanie rdézniczkowe:

aT(x)—éaT(x)(Pum):o (47)

1
2

- : ; . P+ 4l
ktorego rozwigzanie ma postac (22) przy M =| ———
a

Temperatura preta nie moze rosng¢ do nieskonczonosci, zatem tak jak
we wzorze (22) aZT:O. Przyjmujac (z pewnym przyblizeniem), ze na poczatku
preta nastapit skok temperatury A3, ponad temperaturg otoczenia otrzymuje

sie zaleznos$¢:

— Tl —
A.9(0,t)—a1PHm(t)—Ag{l,l,...,l,l} (48)

m

Stad po podstawieniu a; do (22), a nastepnie do (45) otrzymuije sie przy-
blizony wzdér opisujacy przebieg temperatury w funkcji czasu i odlegtosci od po-
czatku preta:

. -1 -1 _
A19(x,t)—A19{1,1,...,1,1}Hm (t)Pexp(-Mx)PH, (t) (49)

m

Rozwigzanie analityczne réwnania (43) mozna znalez¢ przy zastosowaniu
transformaty Laplace’a traktujgc zmienng x jako parametr. Oznaczajgc

L[AG(x,t)]=6(x.s) (50)
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po podstawieniu do (43) otrzymuje sie rownanie:

529(X’5)_(“ﬂjg(x,s):—éé’(x,o) (51)

ox? a

Dla 9(x,0)=0 rozwigzanie powyzszego rownania ma postac:

e(x,s):Clexp(—%mj+czexp[%mj (52)

Poniewaz 6(x,s)#o C,=0. Wspétczynnik C, mozna znalez¢é z warun-

kow brzegowych, zaktadajgc, ze na poczatku preta nastgpit skok temperatury
o wielkos¢ A, , zatem:

AS
0(0.5)=—+ (53)
oraz
_A19p X
0(x,s) = 5 exp[ \/E«/s+ﬂj (54)
stad

L1[9(x,s)]:49(x,t):Aspexp(—ﬂt)erfc[Z\/%J (55)

Wyniki dla szacunkowo przyjetych warto$ci a =0,02m’*s™, B=0,01s"
przedstawiono na rys.7.

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 217, 2003
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Rys.7. Przebiegi temperatury w réznych punktach preta przy skoku jednostkowym tem-
peratury na poczatku preta. Poréwnanie przebiegéw przy rozwigzaniu analitycznym oraz

za pomoca rozkladu na falki Haara.
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Rys.8. Przebiegi temperatury w réznych punktach preta przy liniowym narastaniu
temperatury na poczatku preta. Poréwnanie przebiegéw przy rozwigzaniu analitycznym

oraz za pomoca rozktadu na falki Haara.
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W podobny sposdb mozna rozwigza¢ problem zaktadajac, ze tem-
peratura na poczatku preta narasta liniowo. Wowczas we wzorze (49) nalezy
podstawic:

A3(0,t;) ,AS(0,t;) AS(0,ty)
AS(0,t)=a'PH (t)=A4 |0, LA o (m=2)—/——
( ) a1 m() p m—l m—l (m ) m—l

m

,A9(0,t,)

(56)
gdzie
A8(0,t;) — przyrost temperatury ponad temperature otoczenia w chwili

koncowej t,.

Rozwigzanie analityczne przyjmuje wtedy postac:

Q(X,t):%ﬁlt“)jexp(—ﬂr)erfc(z\/%%r (57)

Wyniki przedstawiono na rys.8.

5. PODSUMOWANIE

Rozktad na falki Haara pozwala na szybsze wykonywanie obliczen niz
w przypadku zastosowania transformaty Fouriera lub transformaty Walsha,
0 czym wspominano juz w pracach [2,3,7,8,9] poswieconych gtéwnie zastoso-
waniu falek Haara w ukfadach dynamicznych o parametrach skupionych. W ni-
niejszg pracy badano mozliwosci zastosowania metod rozktadu funkcji dwoch
zmiennych na falki Haara w uktadach o parametrach roztozonych opisywanych
rébwnaniami rozniczkowymi czastkowymi. Stwierdzono, ze traktujgc jedng ze
zmiennych jako parametr, mozna zastosowac rozktad na falki Haara podobnie
jak w przypadku ukfadéw o zmiennych skupionych opisywanych réwnaniami
rézniczkowymi zwyczajnymi. Metode zademonstrowano na podstawie trzech
roznych przyktadow i tam, gdzie to byto mozliwe, poréwnano przebiegi
uzyskane za pomocg rozktadu na falki Haara z rozwigzaniami analitycznymi
(rys.4,6,7,8).
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W pewnych sytuacjach otrzymuje sie bardzo dobre przyblizenia juz dla
niewielkiego stopnia rozwiniecia, np. m=64 (rys. 4, 6, 8). Natomiast w innych
nawet przy m =256 nie mozna uzyskac ,gtadkich” przebiegow (rys.3, 5). W ta-
kich przypadkach rozktad na falki Haara pozwala jedynie na uzyskanie orien-
tacyjnego przebiegu (co czesto jest w zupetnosci wystarczajgce). Na podstawie
przeanalizowanych przypadkow trudno jest jednak podaé ogdlne prawidtowosci,
wiasciwie kazdy przypadek nalezy rozpatrywac osobno.

Wszystkie wyniki otrzymano przy wykorzystaniu pakietu Matlab.
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ANALYSIS OF DISTRIBUTED-PARAMETERS SYSTEMS
USING HAAR WAVELETS

M. KOSICKA

SUMMARY The paper presents methods of analysis of
distributed-parameters systems described by partial differential
equations with application of the Haar functions (wavelets). Those
methods of any rank systems are illustrated by computations
concerning the current and voltage distribution in transmission line as
well as the temperature distribution in a heated bar. Advantages and
some inconveniences of methods have been specified.
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