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Maria KOSICKA

MOZLIWOSCI ZASTOSOWANIA FALEK HAARA
DO ANALIZY | OPTYMALIZACJI UKLADOW
NAPEDOWYCH

STRESZCZENIE W artykule przedstawiono zastosowanie
metod analizy i optymalizacji liniowych uktadéw dynamicznych o sta-
fych skupionych przy zastosowaniu falek Haara w odniesieniu do ty-
powego uktadu napedowego pradu statego. Omdéwiono zalety stoso-
wanej metody, a takze jej pewne niedogodnosci.

1. WPROWADZENIE. BIOGRAFIA ALFREDA HAARA

Alfred Haar (na zdjeciu obok), ktérego pra-
ce dotyczace funkcji ortogonalnych zostaty wyko-
rzystane w teorii przetwarzania sygnatéw, byt We-
grem urodzonym w 1885 roku w Budapeszcie. Po
ukonczeniu szkoty Sredniej wyjechat do Getyngi,
gdzie studiowat pod kierunkiem Davida Hilberta
(1862-1943). W 1909 roku obronit dysertacje dok-
torska pod tytutem Zur Theorie der orthogonalen
Funktionensysteme opublikowang w 1910 roku [4].
To ta wtasnie publikacja byta pierwszg pracqg doty-
czacq mozliwosci konstruowania rodzin funkcji
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schodkowych — nieciggtych funkcji ortogonalnych, zwanych obecnie funkcjami
lub falkami Haara. W 1912 roku powrdcit na Wegry i objat katedry na uniwersy-
tetach w Kolozsvar (obecnie Cluj w Rumunii) i w Budapeszcie, a po | Wojnie
Swiatowej w Szeged, dokad przeniesiono Uniwersytet z Kolozsvar, poniewaz
miasto to znalazto sie wtedy w granicach Rumunii. Szeged nie miato zadnych
tradycji uniwersyteckich, tym wiec wiekszg jest zastugq Haara, ze wraz z we-
gierskim matematykiem Frigyes Rieszem (1880-1956) uczynili uniwersytet w
Szeged znaczgcym osrodkiem nauk matematycznych. Haar pracowat nad pro-
blemami analizy matematycznej, rozwijat tezy pracy doktorskiej dotyczgce funk-
cji ortogonalnych, pdzniej zajmowat sie rownaniami rozniczkowymi czastkowy-
mi, pisat o aproksymacji Czebyszewa, a w latach 1917-1919 pracowat nad ra-
chunkiem wariacyjnym. Znane sg jego prace dotyczgce miary na grupach, zwa-
ne teraz miarg Haara. Zmart w 1933 roku w Szeged. Prace Haara byly rozwija-
ne przez von Neumanna (1903—-1957), Pontriagina (1908—1988) i André Weila
(1906—1998)."

Przez wiele lat prace Haara dotyczace zbioru funkcji ortogonalnych nie
znajdowaty praktycznego zastosowania. Dopiero w latach 80. XX wieku w
zwigzku z rozwojem dziedziny zwanej przetwarzaniem sygnatow i powstaniem
teorii transformaty falkowej zwrécono na nie uwage. Znalazly one zastosowanie
jako najprostsze falki, i chociaz w ostatnich latach skonstruowano wiele typéw
falek [1] to, mozna powiedzieé, Zze rozwiniecie falkowe Haara cieszy sie w dal-
szym ciggu duzym powodzeniem, wiasnie ze wzgledu na swojg prostote.

W niniejszym artykule pokazano, w jaki sposob mozna wykorzystaé
rozwiniecie falkowe Haara do analizy i optymalizacji typowego uktadu napedo-
wego, jakie ma to zalety, jak réwniez, na jakie mozna natrafi¢ putapki.

Informacje na temat falek (funkcji) Haara mozna znalez¢ w niemal kazdej
publikacji [1] dotyczacej transformaty falkowej, dlatego tez ponizej podano jedy-
nie zaleznosci zasadnicze.

Podstawowa falka Haara (rys.1a) jest definiowana nastepujgco:

1 dla 0<t<0,5
py(t)=4-1 dla 0,5<t<1 (1)
0 dla t<0 1 t>1

Y Informacje biograficzne wg strony internetowe;j:
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/ Mathematicians/ Haar.html
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Rys.1. Podstawowa falka Haara (a) i funkcja skalujaca (b).
Ta falka generuje ponizszy zbior falek:
_n-i/2 -]
Vi) =2""w(27't-k) (2)

gdzie j i k sg liczbami catkowitymi, przy czym j zwane jest wspotczynnikiem ska-
li, a k — wspotczynnikiem przesuniecia [1]. Charakterystyczng cechg falki jest
zaleznos$é przesuniecia 2'k od wspofczynnika skali, natomiast parametr e
zwany jest wspotczynnikiem normalizujgcym i powoduje, ze dla kazdej falki cat-
ka z jej kwadratu w przedziale, w ktorym v, (t) #0 (tzw. przedziale no$nika,

ktdry ma diugosé 27), jest réwna 1. Falki Haara stanowig zatem rodzine funkgji
ortogonalnych i ortonormalnych, tzn. musza one spetnia¢ zaleznosci:

1 dla =i, ik =k,
(Jlij2lk1¢k2)
0 dla {lub(j=j,ik =k) (3)
lub (j, = j, ik =k,)

1
Il//jlkl(t) l//jzkz(t) dt=
0

Czasem jednak wygodniej jest przyjac statg amplitude falki zwykle réwng
1, wtedy dla h,(t) =w(t), gdzie w(t) opisane jest wzorem (1), kolejne funkcje

sq generowane nastepujaco:
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h (t)=h,(2't-k)

. . 4
n=2'+k, j>0, 0<k<2’ )

przy czym
277 dla i=l1=2"+k

0 dla izl ®)

jhi(t)h|(t)dt :2j5i,|:{

Taki zbior funkcji [2, 3] jest ortogonalny, ale nie ortonormalny, poniewaz

1
Ihz(t) dt # const .
0
Kolejne falki uzyskuje sie przez przesuniecie oraz kompresje falki pod-
stawowej. Dodatkowo uwzglednia sie funkcje h,(t)=1 dla 0<t<l zwang

funkcjg skalujgcy (rys.1b).
Wykorzystujgc falki Haara uzupetnione funkcjg skalujacg do rozktadu
dowolnej funkcji catkowalnej z kwadratem w przedziale [0,1), a wigc spetniajacej

warunek
1
jyz(t)dt<oo 6)
0

autorzy prac [2, 3] podali metody:
» analizy liniowych uktadéw dynamicznych o parametrach skupionych,
» rozwigzania problemu sterowania optymalnego przy kwadratowym
wskazniku jakosci dla liniowych uktadéw dynamicznych.

Obie te metody wymagajg opisu uktadu w przestrzeni stanow.
Podstawg opracowanych metod jest zatozenie, ze kazdg funkcje spetnia-
jacg warunek (6) mozna przedstawi¢ w postaci sumy:

przy czym
¢,=2'[y(t)h(t)dt (8)

gdzie 2/ =i—k.
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Formalnie parametr N — 0, ale w praktyce przyjmuje wartos¢ skonczo-
na. Funkcje h;(t) sa falkami Haara przedstawionymi w postaci wektoréw [2] o

m elementach, gdzie m — jest stopniem rozwiniecia funkcji hi(t) i musi by¢ po-
tega liczby 2:

ho(t)=[1...1]

h()=[l...1 —l...~1]
W m/2

hy(t)=[l...1 —1...—1 0...0] 9)
m/4 m /4 m/2

hy(t)=[0...0 1...1 —1...—1] itd.

—_— —
m/2 m/4 m/4

Z powyzszych wektorow tworzy sie macierz H,, (t)

h
Ho()=] (10)

oraz jej catke, ktérg mozna réwniez wyrazi¢ za pomocg falek Haara:

t
[Ha(7)dz =P H,(t) (11)
0
gdzie
_L Zum/2 _Hm/z
"“om| Hil, 0 (12)

Podstawy teoretyczne ww. metod zostaty dodatkowo opisane i uzupet-
nione w pracach [6, 7].
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2. ANALIZA UKLADU NAPEDOWEGO PRADU STALEGO
PRZY WYKORZYSTANIU FALEK HAARA

Typowy naped pradu statego (rys.2) sktada sie z silnika jako obiektu re-
gulacji oraz dwodch petli regulacyjnych: petli regulacji predkosci obrotowej
i podporzadkowanej jej petli regulacji pradu. Uktad zawiera dwa regulatory: pra-
du i predkosci obrotowej oba typu PI, przy czym regulator predkosci obrotowej
ma dodatkowo obwdd wejsciowy RC w celu ograniczenia wptywu zakitdcen

[8, 9, 10].

TABELA 1

Oznaczenia

Oznaczenia w Oznaczenia Objasnienia symboli

tekscie narys.2i8

Q0 Omega Predkos¢ obrotowa

V,, i, V a,ia Napigcie i prad twornika

R,.L, RaL a Rezystancja i prad twornika

J J Catkowity moment bezwtadnosci silnika i obciazenia

k., K, kekt State sily elektromotorycznej i momentu obciazenia

T, T L Moment obcigzenia

K, ks Wspotczynnik wzmocnienia sterownika

V, Vr Sygnal zadajacy predkos¢ obrotowa

V,,V, V om, V_i Sygnaty wejsciowe regulatora predkosci obrotowej
1 regulatora pradu

€, & e om, e i Sygnaly uchybow regulatora predkosci obrotowej
1 regulatora pradu

Xps X; X_om, X_1i Calki z sygnatoéw e,,, e (e om, e i)

k, T, ki, Ti Wspotczynnik wzmocnienia i stala czasowa regulatora
pradu

Ko, T k om, T om | Wspdlczynnik wzmocnienia i stata czasowa regulatora
predkos$ci obrotowej

T, Tr Stata czasowa obwodu wejsciowego regulatora predko-
$ci obrotowe;j

Kip, Koot k if, k omf Wspotczynnik wzmocnienia petli regulacji pradu i petli
regulacji predko$ci obrotowej

u u Sygnat sterujacy

[t L_i

Optymalny wspotczynnik sprzg¢zenia zwrotnego
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Ukfad (rys.2) moze by¢ opisany réwnaniami stanu:

QW) [0 a, 0 0 o]«2t] [0 b,
; I, ('[) a A, Ay Ay, ||, (t) 0 0 vV (t)
o () =] 0 a, 0 a, as| x(t)[+[0 0 {Tr (t)} (13)
xo,()f [0 0 0 0 1|x, ()] |0 0"
 €o (t)_ | 85 0 0 0 a  €o (t)_ _b51 0 .

Q(t)
Q) [T 0 0 0 07 i()
ia(t) =0 1 0 0 0 Xi(t) (14)
\A (t) 0 C, Cy Cy Gyl Xg (t)
8o (1)
gdzie
kt ke R +k|ksk|f kiksklf kalks
ap=—", a=—7, n= " > 23~ ,  Ayy= s
J L, L, LT L.T,
k k. .k k Koy
a,=—2"—=  a.=-k,, a,=—%2, a, =k, a,=-— ,
25 La 32 f 34 . 35 Io) 51 Tr
1 1 1
ass__-l-_> blz__ja bsl_T_,
k. k k k. k
Cs _klksklf’ Cy .Il.sa Cy= QTI -, C35_k0k|ks
i o

Dane przyjete do obliczen:
Dane znamionowe silnika: U, =107V, T ,=7,4N-m, |,, =8 7A,
Q2 =125rad-s™, R,=0,93Q, L,=4,185mH, k,=0,85V s -rad”’,
k=0,85N-m-A", J=0,012...0,06 kg-m?.
Dane sterownika: k =12 .
Dane petli regulacji pradu: k;=4,31, T,=1,12ms, k,,=0,333V-A".
Dane petli regulacji predkosci obrotowej: k ,=4,31, T ,=1,12 ms,
K,:=0,333V-A",T, =022ms.
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Rys.3. Przebiegi sygnatléw wyjsciowych uktadu z rys.2 przy zastosowaniu falek Haara dla
stopnia rozwinigcia m =128.
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Rys.4. Przebiegi sygnatlow wyjsciowych ukladu z rys.2 przy zastosowaniu falek Haara dla
stopnia rozwinigcia m = 256.
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Rys.5. Symulacja przebiegoéw wyjsciowych uktadu z rys.2 za pomoca programu Simulink.



110 M. Kosicka

Postugujac sie metodg rozktadu [2] sygnatu wejSciowego na falki Haara
przeprowadzono analize uktadu z rys.2 dla dwoch stopni rozwiniecia (m=128
i m=256) (rys.3, 4), przy roznych wartosciach obcigzenia momentu bezwtad-
nosci (J =0.012 kg-m? i J =0.06 kg-m*) oraz przy réznych sygnatach wej-
Sciowych (skoku sygnatu zadajgcego V. =0,5V oraz skoku sygnatu obcigzenia
T, =7N-m przy statym sygnale zadajagcym V. =10V ). Dla poréwnania pokazano
przebiegi analogowe symulowane za pomocg programu Simulink (rys.5). Moz-
na zauwazyc, ze przy stopniu rozwiniecia m =256 wyniki sg niemal identyczne
z wynikami analogowymi (rys.5), stwierdzono natomiast, ze przy m<128 otrzy-
mane wyniki zbyt daleko odbiegajg od wynikdw przedstawionych na rys.5.

3. OPTYMALIZACJA UKLADU NAPEDOWEGO
PRADU STALEGO PRZY WYKORZYSTANIU
FALEK HAARA

Metoda rozktadu na falki Haara pozwala réwniez na wyznaczenie stero-
wania optymalnego ukfadu (rys.6) przy kwadratowym wskazniku jakoSci:

te

1
Q:EJ[XT (t)Px(t)+u" (t)Ru(t)]dt (15)
0
gdzie
P, R — macierze kwadratowe o wymiarach zaleznych od diugosci wekto-
ra stanu X(t) i wektora sterowan u(t),
przy czym:

u(t)=-R'B'v(t)=—-L(t)x(t) (16)

Przy wyznaczaniu wektora wspétczynnikéw L(t) postuzono sie opisem

uktadu za pomocg macierzy podstawowej (transmisyjnej) [3, 5], co pozwala na
zastosowanie falek Haara w sposob analogiczny, jak przy analizie uktadu dy-
namicznego.
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K ()x(t) u(t) x (1) u(t) x(t)

-L (1)

Rys.6. Réwnowazne schematy blokowe sterowania optymalnego uktadu liniowego przy
kwadratowym wskazniku jakosci.

Zatézmy, ze chcemy w optymalny sposob przeprowadzi¢ uktad (rys.2) od
warto$ci znamionowych (£2=125rad-s™, i,=8,7 A) do wartosci zerowych. W
opisie uktadu (13, 14) zaktada sie k=0, a zamiast tego wprowadza sig¢ wspot-
czynnik sprzezenia zwrotnego L (t) (rys.6). Optymalizacje przeprowadzono dla

macierzy:

L R=[10]

oS o o O

Wspotczynniki Li(t)odpowiadaja sprzezeniom od kolejnych zmiennych

stanu (13). Dla wspoétczynnikdéw z rys.7 znaleziono optymalne przebiegi sygna-
téw wyjsciowych (rys.9). Symulacje przeprowadzono za pomoca programu Si-
mulink dla uktadu z rys.8.

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 214, 2002
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Rys.7. Optymalne wspétczynniki wzmocnienia dla m=64.
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Rys.8. Schemat uktadu z rys.2 przy optymalnych wspoétczynnikach sprzezenia zwrotnego

przedstawiony w notacji Simulinka.
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Rys.9. Przebiegi sygnatu sterujacego i sygnatow wyjsciowych uktadu z rys.2 przy optymainych
wspotczynnikach sprzezenia zwrotnego. Symulacje przeprowadzono za pomoca programu

Simulink.

4. UWAGI i WNIOSKI

Stosowanie falek Haara do rozwigzywania problemoéw analizy i optymali-
zacji uktadow dynamicznych moze by¢ atrakcyjnym narzedziem wszedzie tam,
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gdzie istotna jest szybkos¢ obliczen. Szybkos¢ obliczen uzyskuje sie dzieki du-
zej liczbie zer wystepujacych w rozwinieciu funkcji (9, 10); dla przyktadu autorzy
prac [2, 3] podajag, ze zastosowanie transformaty Haara dla przy stopniu rozwi-
niecia m=256 zmniejsza czas obliczen ok. 16-krotnie w stosunku do czasu obli-
czen przy zastosowaniu szybkiej transformaty Fouriera i ok. 8-krotnie w stosun-
ku do transformaty Walsha [11].

Rozktad funkcji na falki Haara pocigga za sobg jednak pewne niedogod-
nosci, z ktérych nalezy sobie zdawa¢ sprawe. Zwrécono na nie uwage juz w
pracach [6, 7]. Wystepujg one szczegdlnie przy rozwigzywaniu problemu opty-
malizacji. W rozpatrywanym przykfadzie przy réznym stopniu rozwiniecia (roz-
nym parametrze m) otrzymano prawidtowe wyniki tylko w pewnym zakresie
zmian czasu symulacji t; (tabela 2). Problemy te wynikajg ze specyfiki funkciji,

ktére w procedurachz) obliczania odpowiedzi ukfadu, opisanych w [3] prowadzg
do odwracania macierzy bliskich macierzom osobliwym. Rowniez przy zbyt ma-
tym stopniu rozwiniecia uzyskuje sie czasem wyniki odlegte od prawidtowych.

Wydaje sie, ze przy stosowaniu falek Haara do analizy i optymalizacji
roznych uktadow kazdy przypadek nalezy rozpatrywac¢ osobno i trudno podac tu
jakie$ ogolne reguty.

TABELA 2
Zakres zmian czasu symulacji t;, przy ktorym otrzymano prawidtowe

wyniki dla danego stopnia rozwiniecia m.

m Zakres zmian t;
8 0,1...4,5s

16 0,1...4,1s

32 0,2...3,3s

64 0,4...3,2s

128 1,8...3,0s
>128 Wyniki nieprawidtowe

Nalezy tu jeszcze wspomnie¢ o doborze elementéw macierzy P i R. Tu
réwniez nie ma ogolnych regut. Dobér przeprowadza sie metodg préb i btedow
zwracajgc uwage na to, aby sygnaty sterujgce i wyjsciowe nie przekraczaty war-
tosci dopuszczalnych.

? Autorem procedur napisanych w programie Matlab jest mgr inz. Pawet Adamczyk.
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ANALYSIS AND OPTIMISATION OF THE CONTROL
SYSTEM OF DC MOTOR USING HAAR WAVELETS

M. KOSICKA

SUMMARY The paper presents a method of analysis and op-
timisation of lumped-parameter systems by means of the Haar wave-
lets. This method applied to the typical control-speed system of the
d.c. motor. Advantages and disadvantages of this method are dis-
cussed.
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