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FALKI HAARA W LINIOWYCH UKEADACH
DYNAMICZNYCH"

STRESZCZENIE W artykule przedstawiono metody analizy
i optymalizacji liniowych uktaddéw dynamicznych o statych skupionych
przy zastosowaniu funkcji Haara. Podano metody analizy dla uktadéw
dowolnego rzedu i o dowolnej liczbie sygnatow sterujgcych. Omoéwio-
no zalety stosowanej metody, a takze jej pewne niedogodnoSci.

1. FUNKCJA HAARA

Publikacja Haara [6] pochodzaca z 1910 byta pierwszg praca dotyczaca
mozliwosci konstruowania rodzin funkcji schodkowych, nieciagtych funkcji orto-
gonalnych [11]. Przez szereg lat funkcje Haara uwazane byly za rodzaj cieka-
wostki matematycznej bez wiekszego zastosowania. Dopiero w latach 80. ubie-
gtego wieku w zwigzku z rozwojem dziedziny przetwarzania sygnatow zwrécono
uwage na nie uwage. Znalazly one zastosowanie w teorii transformacji falkowej

jako najprostsze falki [2, 8, 9].

*) Artykut jest rozszerzong i uzupetniong wersjg referatu zgtoszonego na XXV Konferencje
IC-SPETO’2002 Gliwice-Beskid Slaski 22-25.05.2002.
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Podstawowa falka Haara jest definiowana nastepujgco:

1 dla 0<¢<0,5
w(t)=<-1 dla 0,5<¢t<1 (1)
0 dla <0 1 21

Ta falka generuje ponizszy zbior falek:
() =2""y (27 1-k) (2)

gdzie j i k sg liczbami catkowitymi, przy czym j — zwane jest wspoétczynnikiem
skali, a k — wspotczynnikiem przesuniecia [2]¥. Charakterystyczng cechg falki
jest zalezno$é przesuniecia 2’k od wspétczynnika skali, natomiast parametr
2772 zwany jest wspoétczynnikiem normalizujacym i powoduje, ze dla kazdej
falki catka z jej kwadratu w przedziale, w ktorym v ; (t);t 0 (tzw. przedziale

nosnika), jest rowna 1. Falki Haara stanowig zatem rodzine funkcji ortogonal-
nych i ortonormalnych.

Czasem jednak wygodniej jest przyjac statg amplitude falki zwykle réwng 1.
Taki zbior funkgiji [4, 5] jest ortogonalny, ale nie ortonormalny.

Dla h,(¢)=w(t), gdzie y(¢) opisane jest wzorem (1), kolejne funkcje sg

generowane nastepujgco:

h,(t)=h,(2"t—k)
n=2"+k, j20, 0<k<2/

przy czym

‘ . 27 dla i=l1=2'+k
h,(t)h,(t)dt =276, = 4
! () h,(t) ,Z{O i (4)

*) Literatura dotyczaca transformaty falkowej jest bardzo obszerna. Tu powotano sie jedynie na
najpopularniejszg prace w jezyku polskim zawierajgcq propozycje terminologii polskiej z tej
dziedziny oraz 60 pozyciji bibliografii.
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Kolejne falki uzyskuje sie zatem przez przesuniecie oraz kompresje falki
podstawowej. Dodatkowo uwzglednia sie funkcje #,(t)=1 dla 0<¢<1 zwa-

ng funkcjg skalujaca (rys.1).

1 t
(0 ! h(r)dr
{— r
o 1 1
! th(r)dr
@) . "
:) 0,5 !
i
h() ! h(r)dr
g_|o,25 0,25 t
. \_’0,5 1 05 1
1 [h(r)dT
1) 02 i
o [ lors VAN !
0,5 \_’1 05 1

-1

Rys.1. Funkcja skalujaca i trzy pierwsze falki Haara skon-
struowane zgodnie ze wzorem (3) oraz ich calki.

Falki opisane wzorem (3) oraz funkcja skalujgca stanowig bardzo dobrg
baze do rozktadu kazdej funkcji y(z) catkowalnej z kwadratem w przedziale

1
[0,1). A zatem, jesli [ y(z)dt <o, funkcja y(¢) moze by¢ przedstawiona w po-
0

staci:

przy czym
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6 =2 [ (1) (1)ds ©)

gdzie 2/ =i—k.

Formalnie wyrazenie (5) moze zawieraC nieskonczong liczbe wyrazow.
W praktyce jednak przyjmuje sie liczbe skonczong, szczegolnie wowczas, gdy
y(t) jest kawatkami state. Rozpatrywane tu falki Haara mozna zapisac jako

wektory o m elementach w postaci:

ho(t)=[1...1]

h(t)=[...1 -1..-1]
772—‘ m/2

hy(f)=[1...1 ~l..=1 0...0] ()
m /4 m/4 m /2

hy(f)=10...0 1.1 —1...—1] itd.

—_— —
m/2 m /4 m [4

przy czym m musi by¢ potega liczby 2.

Z powyzszych wektoréw tworzy si¢ macierz H,, (¢) o postaci:

H, ()= : 8)

Catke z (8) mozna rowniez wyrazi¢ za pomocg falek Haara, w postaci:

t

IHm (r)dz=P,H, (¢) (9)
0

gdzie:
p :L 2mP,,, -H,,
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2. ANALIZA UKLADOW LINIOWYCH
Z WYKORZYSTANIEM FALEK HAARA

Uktad liniowy o parametrach skupionych opisywany jest zwykle réwna-
niami stanu i rownaniami wyjscia o postaci:

x(t) = Ax(#) + Bu(?), x(0)=x,

(11)
y(t) = Bx(t) + Cu(?).

gdzie x(¢), u(¢), y(¢) — wektory odpowiednio: zmiennych stanu o n sktadowych,

sygnatow wejsciowych o p sktadowych i sygnatdw wyjsciowych o g sktadowych.
Macierze A,B,C,D majg wymiary odpowiednio [nxn],[nx p],[gxn],[g* p].

Jesli u(z) jest funkcjg catkowalng z kwadratem w przedziale [0,1), moz-

na jg przedstawi¢ w postaci sumy funkcji Haara:
u(?)=GH, (¢?) (12)

gdzie G jest macierzg o wymiarach [pxm]. W podobny sposéb mozna przed-

stawi¢ wektor pochodnych zmiennych stanu:

x(t)=FH (1) (13)

Po scatkowaniu powyzszego rownanie otrzymuje sie:

x(1) = IX(r)dr+x0 = me(r)deO =FP,H,()+x, (14)
0

0

przy czym macierze F,P, H majg ~ wymiary odpowiednio

m

[nxm],[mxm],[mxm].
Po podstawieniu réwnan (12), (13) i (14) do (11) otrzymuje sie wyrazenie

FH, (1)=AFP H, (1)+Ax,+BGH,(?) (15)
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ktore mozna réwniez zapisaC w postaci:

[F-AFP, |H,(1)=GH,() (16)

.o
m

gdzie GI:{AXO,O .0}+BG.
‘1

Réwnanie (15) po przemnozeniu obu stron przez H;}(t) mozna przed-

stawi¢ w rownowaznej postaci:

(f, £, o £,]-Af £ fm]Pm:[gl, o, .., ng (17)

gdzie f, i g, sa kolumnami macierzy F i G, odpowiednio. Poniewaz szukana

macierz F jest lewostronnie mnozona przez macierz A, a prawostronnie przez
macierz P, powyzsze réwnanie moze by¢ rozwigzane przy zastosowaniu ilo-

czynu Kroneckera [3]:
-1
VGC(F):[I—A@)PT] vec(G,) (18)

gdzie vec(F) i vec(G,) sgq wektorami kolumnowymi zbudowanymi z kolumn
odpowiednich macierzy zgodnie z 0golng definicja:

veeD)=[d,, dy, ... d, dy, dy, .. d, .. d, dy ..d,]' (19

sl

przy czym D jest macierzg o wymiarach [s xt] , a iloczyn Kroneckera [3] zdefi-

niowano nastepujgco:

_puA PrA ... pmlA_
1| PRA PyA o pLA
A®P - . . . . (20)
_plmA pZmA pmmA_

€O oznacza, ze wynik iloczynu jest macierzg o wymiarach [nanm]
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Réwnanie (16) mozna przedstawi¢ takze za pomocg rownania Lapunowa
w postaci:

A"'F-FP=A"'G, (21)
przy czym réwnanie to ma rozwigzanie tylko wéwczas, gdy det(A) #0.

Znajdowanie macierzy F przy zastosowaniu iloczynu Kroneckera wymaga
wykonywania operacji odwracania macierzy kwadratowej o duzych wymiarach, co
znacznie zwieksza czas obliczeh szczegodlnie przy duzym parametrze m. Dlatego
tez autorzy [4] zaproponowali algorytm pozwalajacy na znalezienie macierzy F
bez uzycia iloczynu Kroneckera. Algorytm ten zostat zastosowany przy oblicza-
niu wszelkich przebiegow przy wykorzystaniu programu Matlab.

4. ROZWIAZYWANIE ROWNANIA RICCATIEGO
ZA POMOCA FALEK HAARA

Sterowanie przy kwadratowym wskazniku jakosci o postaci:

J = T[XT(I)QX(I)+UT (t)Ru(t)}dt (22)

0

dla uktadu opisanego rownaniami (11) wymaga znalezienia sterowania (rys.2)
w postaci:

u(t)=-R'B'K(#)x(¢) (23)
lub

u(7)=-R"'B'v(t)=-L(t)x(¢) (24)

gdzie K(t) jest rozwigzaniem rownania Riccatiego o postaci:

K(f)=-K(1)A-A"K(r)+K(f)BR'B'K(¢)-Q (25)
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przy czym K(z;)=0 oraz K(#)=K"(¢), L(¢) — optymalny wspdtczynnik
sprzezenia zwrotnego, v(t) — pomocnicza zmienna stanu zastosowana w row-

naniu (11), co pozwala na przedstawienie go w postaci:

b

K (1)x(t) u () x (1) u(t) x (1)
R (1)B'(1)—— X(t)=Ax(t)+Bu(?)

Rys.2. Réwnowazne schematy blokowe sterowania optymalnego ukfadu liniowego przy
kwadratowym wskazniku jakosci.

Przy rozwigzywaniu réwnania Riccatiego wygodnie jest znormalizowac
przedziat czasu [O,tf] do [O,l] i rozwigzywac rownanie ,,0d konca”, wprowadza-

jac nowg zmienna;

T=1-—
L (27)

Réwnanie (26) zostanie zatem przeksztatcone do postaci:

Bt e IS T

v(r=0)=0

i moze by¢ wyrazone za pomocg macierzy (I)(r) zwanej macierzg podstawowg

[7] lub transmisyjng uktadu:

R 0] P
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Wowczas zgodnie z (25) optymalny wspotczynnik sprzezenia zwrotnego
mozna wyrazi¢ wzorem:

L(7r)=R'B'®, (7)®;,(7) (30)

Wz6r (28) mozna przeksztatci¢ podobnie jak wzér (11), zgodnie z zasa-
dami podanymi w p.2. Wtedy:

e [eno ] e

i analogicznie do wzoru (16):

X¢
0
C_A2CP: A2 _ n N 0.2..0 (32)
_O -

Elementy macierzy (I)(r) znajduje sie metoda zwang ,metodg przebie-

goéw chwilowych” [7]. Wspotczynniki sprzezenia zwrotnego mozna znalez¢ ana-
litycznie, np. metodg odwrotnego przeksztatcenia Laplace’a, poniewaz
®()=L" {[sI—A]_l} . Metoda ta jest jednak dos$¢ ucigzliwa, a otrzymane

wzory bardzo skomplikowane. Niemniej dla prostego przyktadu opisanego w
pracy [1] przy danych dla wzoru (26):

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0
{o.o —1.0}’ L.o}’ L.O]X(O) L.o}’Q {o.o 1.0}’
R =[0,005],7,=1s

wyprowadzenie wzoréw jest mozliwe i pozwala na poréwnanie wynikow uzy-
skanych metoda falek Haara z przebiegami obliczonymi z funkcji analitycznych

(rys.3).
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0.4 t[s] 0.6 0.8
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0.4 t[s] 0.6 0.8

0.2

m =256

m=16

Rys.3. Poréwnanie optymalnych wspétczynnikédw sprzezenia zwrotnego obliczonych

metoda rozkladu na falki Haara z obliczonymi analitycznie.
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Rys.4. Symulacja przebiegéw sygnatu sterujacego oraz zmiennych stanu przy optymal-

tczynniku sprzezenia zwrotnego dla przyktadu z rys.3.

-

nym wspo

Rozwazono model [1] uktadu regulacji potozenia katowego anteny $le-

dzacej obiekty w przestrzeni, gdzie ruch uktadu opisany jest rownaniem réz-

niczkowym:
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d’g dg
J—+k,—=M@)+M, (t
2 g (&) +M, (1) (33)

przy czym:
J —zastepczy moment bezwtadnosci uktadu;
k , —wspotczynnik tarcia kinetycznego;
4 — potozenie katowe anteny;
M — moment wytwarzany przez silnik napedzajacy;
M, — moment oporowy.

Przyjeto, ze moment obrotowy wytwarzany przez silnik jest wprost pro-
porcjonalny do sygnatu sterujacego u(t), a zatem M (¢)=ku(t).

Przeksztatcenie réwnania (22) pozwala na opisanie ukfadu rownaniami stanu o
postaci (11):

o et e o

kp
J 2

gdzie

przy czym: a = b=

S

Obliczenia przeprowadzono dla danych: J =10kg-m?,
5,0 0,0

— . 2 . 2 = : 2 =
k=7,87kg-m?/V-s? | kp=46kg-m?/s, Q {0,0 1,0

t.=5,0s.

Rys.5. Optymalne wspoétczynniki sprzezenia zwrotnego obliczone metoda rozkladu na
falki Haara dla uktadu regulacji potozenia katowego anteny.
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Rys.6. Symulacja przebiegéw sygnatu sterujgcego oraz zmiennych stanu przy optymal-
nym wspélczynniku sprzezenia zwrotnego dla ukfadu regulacji potozenia katowego ante-

ny.

3. ZASTOSOWANIE FUNKCJI HAARA DO OBLICZANIA
ODPOWIEDZI UKLADU NA DANE WYMUSZENIE

W pracy [1] wyznaczano trajektorie sterowania optymalnego metodami
wielomianéw Czebyszewa oraz na drodze rozwigzywania rownania Riccatiego
metoda klasyczng. Zaktadano, ze rozwigzania za pomocg réwnan Riccatiego sg
rozwigzaniami doktadnymi. Stwierdzono, ze sterowanie optymalne dla uktadu
regulacji potozenia katowego anteny ma charakter funkcji wyktadniczej, ktérg
mozna w przyblizeniu opisac analitycznie:

u(t) = 8exp(—1,369¢)
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Rozktadajac powyzszg funkcje na falki Haara zgodnie ze wzorem (12)
przy réznym stopniu rozwiniecia m i stosujgc algorytm oparty na wzorach (17)
i (10) otrzymuje sie przebiegi odpowiedzi uktadu na wymuszenie u(t) (rys.2).
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T | i T
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—F\ -t - ———F———+———— —
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tlsl
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Rys.7. Odpowiedzi uktadu regulacji potozenia katowego anteny na wymuszenie u(t)
przy jego rozkladzie na falki Haara przy ré6znym stopniu rozwiniecia.

Mozna zauwazyC pewne niewielkie réznice wartosci przebiegéw przy
réznych metodach obliczen (rys.6, 7) nie wptywajace jednak w sposob istotny
na jakosciowy przebieg sygnatu.

PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, zeszyt 211, 2002
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5. FALKI HAARA W UKL ADACH WIELOWEJSCIOWYCH

Zarowno w cytowanych pracach [4,5] jak i w niniejszym artykule ograni-
czano sie dotychczas do analizy i optymalizacji uktadéw jednowej$ciowych. W
trakcie prac rozszerzono teorie na uktady dowolnego rzedu o dowolnej liczbie
sygnatow sterujgcych.

Przyktadem systemu wielowejsciowego jest naped dwusilnikowy z pota-
czeniami sprezystymi [10]. Jest to uktad elektromechaniczny dwodch silnikéw
pradu statego napedzajacych mechanizm roboczy przez przektadnie. Potgcze-
nie kazdego silnika z przektadnig ma charakter sprezysty. W opisie systemu
zastosowano nastepujgce oznaczenia (rys.8):

M ,M,,M  —momenty napedowe silnikow oraz moment oporowy mechanizmu;

J,J,J, —momenty bezwtadnosci silnikow i mechanizmu;

C,Cy — wspotczynniki sprezystosci potgczen elastycznych;

d,d, — wspotczynniki ttumienia wewnetrznego potaczen elastycznych;
w,0, 0, —predkosci katowe silnikow i mechanizmu;

P — przektadnia mechaniczna;

a,a,a, —katy obrotu watdw i mechanizmu;

k\=c,¢,, k,=c,p,— state silnikow;
R,R, L, L,-rezystancje i indukcyjnosci obwodow twornikow;

U,U, — napiecia twornikow przyjete jako sygnaty sterujace.
My, 4y ) 4 F
— Lo _ —
Silnik 1 — — @, My,
~ [ Mechani
AT ﬂ_}z eyydy | i echanizin
silnile 2

Rys.8. Schemat dwusilnikowego uktadu napedzajacego mechanizm
przez potaczenie sprezyste.

Zaktadajac, ze M =0, oraz ze warto$¢ przektadni rowna sie 1, ukfad
opisano nastepujgcymi rownaniami stanu [10]:
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(34)

Do obliczenh przyjeto nastepujace dane dla uktadu pracujacego jako po-

zycyjny:

dwa jednakowe silniki o danych znamionowych: p =1,5kw, U, =220V,
I,=8,7A, n,=14500br/min=151,8rad/s, J,=J,=0,02kg-m?,

k =k,=1,3IN-m/A,R,=R,=2,5Q, L,=L,=0,057H;

parametry potgczen elastycznych: ¢ =¢, =43N-m/rad;

moment bezwtadnosci obcigzenia: Jj_=0,1kg-m? ;.

czas koncowy: ¢,=0,4s;

warunki poczatkowe: x(0)=[-r 0 -x 0 -= 0 0 0];

macierz Q:

40 0 0 0 0 0 0 0]
0 02 0 0 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0 0 0
o0 002 0 0 0 0
Q7o 0 0 0 100 0 0 o
0o 0 0 0 0 06 0 0
0o 0 0 0 0 0 012 0

0o 0 0 0 0 0 0 0.12]
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= macierz R :
0.012 0
R =
0 0.012

Liczba optymalnych wspotczynnikdow sprzezenia zwrotnego L (¢) wynosi
szesnascie. Poniewaz jednak parametry obu silnikéw sg takie same, zatem
L,(t)=L,(t) dla i=1...8. Przedstawiono przebiegi optymalnych wspdtczyn-

nikdbw wzmocnienia (rys.9) oraz wyniki symulacji uktadu z optymalnym sprze-
zeniem zwrotnym dla dwdch stopni rozwiniecia (rys. 10).

80
60
40
20

L(t)

L(t)
o

-20
-40
-60
-800

Rys.9. Optymalne wspétczynniki wzmocnienia dla uktadu dwusilnikowego przy dwoéch
stopniach rozwiniecia.
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Rys.10. Symulacja przebiegéw sygnatu sterujacego oraz zmiennych stanu przy optymal-

nym wspotczynniku sprzezenia zwrotnego dla uktadu dwusilnikowego.
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6. UWAGI i WNIOSKI

Stosujgc falki Haara do rozwigzywania probleméw analizy i optymalizacii
uktadéw dynamicznych stwierdzono, ze mogq by¢ one atrakcyjnym narzedziem
wszedzie tam, gdzie istotna jest szybkos¢ obliczen. Szybkos¢ obliczen uzyskuje
sie dzieki duzej liczbie zer wystepujacych w rozwinieciu funkcji (5, 7). Autorzy
[4] podaja, ze zastosowanie transformaty Haara dla m=256 zmniejsza czas ob-
liczeh ok. 16-krotnie w stosunku do szybkiej transformaty Fouriera i ok. 8-
krotnie w stosunku do transformaty Walsha.

Stosujac falki Haara mozna uzyskaé¢ poprawne rozwigzania nawet przy
matej liczbie krokdw (stopniu rozwiniecia) (rys.10).

Falki Haara majg jednak pewne wady. Powodujg generowanie niepo-
prawnych rozwigzan dla duzego horyzontu czasowego ¢, (problem zblizony do

rozwigzania algebraicznego réwnania Riccatiego [1]). Wynika to ze specyfiki
funkcji, ktére w procedurach obliczania odpowiedzi uktadu, opisanych w [4]
prowadzg do odwracania macierzy bliskich macierzom osobliwym. Wady tej nie
majg wielomiany Czebyszewa [1]. Rowniez przy zbyt matym stopniu rozwiniecia
(p. rys.6 dla m = 16, rys.7 dla m = 4) uzyskuje sie czasem wyniki odlegte od pra-
widtowych. Wiasciwie kazdy przypadek nalezy analizowa¢ osobno i trudno po-
dac tu jakies ogolne reguty.

Nalezy tu jeszcze wspomnie¢ o doborze elementéw macierzy Q i R. Tu
rowniez nie ma ogolnych regut. Dobér przeprowadza sie metodg prob i bteddw
zwracajgc uwage na to, aby sygnaty nie przekraczaty wartosci dopuszczalnych.

Wszystkie wyniki otrzymano przy wykorzystaniu programoéw Matlab i Si-
mulink.
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HAAR WAVELETS IN LINEAR DYNAMIC SYSTEMS

M. KOSICKA, P. ADAMCZYK

ABSTRACT The paper presents method of analysis and op-
timisation of lumped-parameters systems by means of the Haar
wavelets. It has been found that Haar wavelet operational matrix is
faster than Fast Fourier Transform and Walsh Transform, however, it
has some disadvantages, too.
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