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Streszczenie 

W pracy przedstawiono wyniki analizy numerycznej wpływu sztywności 
stycznej styku na przebieg siły tarcia w obecności drgań kontaktowych 
stycznych wzdłużnych. Przedstawiono także wyznaczone doświadczalnie 
charakterystyki sztywności stycznej styku stal–stal w funkcji nacisków 
powierzchniowych dla styków o różnych chropowatościach powierzchni. 
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Obliczenia wykonano w środowisku Matlab-Simulink przy wykorzysta-
niu dynamicznego modelu tarcia Dahla. Przebiegi siły tarcia wyznaczone 
numerycznie dla styku o ściśle określonej sztywności stycznej porównano 
z odpowiednimi przebiegami wyznaczonymi doświadczalnie dla styku 
o tej samej sztywności. Uzyskano bardzo dobrą zgodność wyników ba-
dań doświadczalnych z wynikami analiz symulacyjnych. 

WPROWADZENIE 

Pożądaną własnością w układach dynamicznych jest możliwość sterowa-
nia siłą tarcia między przesuwanymi po sobie elementami. W takich 
przypadkach zastosowanie tradycyjnego smarowania powierzchni styku 
jest nieprzydatne, gdyż jest to działanie jednokierunkowe, zmniejszające 
jedynie i to w sposób skokowy siłę tarcia, bez możliwości ponownego 
szybkiego jej zwiększenia z powodu konieczności usunięcia z po-
wierzchni styku zastosowanego uprzednio środka smarującego. 

Przeprowadzone przez autorów badania wykazały, że sterowanie siłą 
tarcia może być efektywnie zrealizowane poprzez zastosowanie drgań 
kontaktowych stycznych wzdłużnych o odpowiednio dobranej – sterowa-
nej częstotliwości i amplitudzie prędkości drgań [L. 5–7]. W czasie trwa-
nia tych drgań można uzyskać w każdym ich okresie, chwilową zmianę 
nie tylko wartości, ale również i znaku siły tarcia, co skutkuje odpowied-
nim zmniejszeniem lub wzrostem wartości siły napędu, za pomocą której 
realizowany jest ruch przesuwanego elementu. Po usunięciu drgań nastę-
puje powrót do stanu wyjściowego. 

W modelowaniu siły tarcia w układach dynamicznych odchodzi się 
od klasycznego modelu tarcia Coulomba z powodu jego małej dokładno-
ści, a w zamian stosuje się tzw. dynamiczne modele tarcia (Dahla, Du-
ponta, LuGre). Wynika to z konieczności uwzględnienia w badaniach 
modelowych takich układów rzeczywistych sprężysto-plastycznych charak-
terystyk styku. Jednym z podstawowych parametrów wyżej wymienionych 
dynamicznych modeli tarcia jest współczynnik sztywności kontaktowej 
stycznej styku. Prawidłowy dobór jego wartości decyduje więc o dokładno-
ści modelowania procesów tarcia z wykorzystaniem tych modeli. 

W niniejszej pracy wykorzystując specjalnie opracowane w środowi-
sku Matlab-Simulink procedury obliczeniowe zbadano, jaki wpływ ma 
sztywność styku w kierunku stycznym na siłę tarcia w obecności drgań 
kontaktowych stycznych wzdłużnych i wykazano, porównując uzyskane 
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wyniki badań symulacyjnych z wynikami badań doświadczalnych, że 
model Dahla bardzo dobrze nadaje się do opisu wpływu drgań kontakto-
wych stycznych na siłę tarcia.  

RZECZYWISTY  STYK  I  JEGO  MODEL 

Jedną z podstawowych wad, tzw. statycznych modeli tarcia bazujących 
na klasycznym modelu tarcia Coulomba jest założenie, że tworzące styk 
powierzchnie są idealnie sztywne. Założenie to jest jedną z głównych 
przyczyn małej dokładności tych modeli w analizach układów dynamicz-
nych, a w szczególności układów znajdujących się w ruchu drgającym. 
Wady tej nie mają tzw. dynamiczne modele tarcia Dahla [L. 2], Duponta 
[L. 3], czy też tzw. model LuGre [L. 1], uwzględniające podatność kon-
taktową styczną rzeczywistego połączenia stykowego (Rys. 1), jak i zja-
wisko tzw. przesunięcia wstępnego (presliding effect). 

 

Rys. 1. Płaskie połączenie stykowe: a) rzeczywisty styk, b) charakterystyka podat-
nościowa styku w kierunku stycznym 

Fig. 1. Flat contact joint: a) true joint, b) shear compliance characteristic of the joint 
 
Nierówności tworzące rzeczywisty styk obrazowane są w tych mode-

lach poprzez mikrosprężyny, które pod wpływem obciążenia stycznego 
odkształcają się w kierunku zgodnym z siłą oporu tarcia (Rys. 2a). Cał-
kowite przemieszczenie x przesuwanego ciała ma charakterystykę sprę-
żysto-plastyczną i może być rozłożone na dwie składowe (Rys. 2b) – 
składową sprężystą z i składową plastyczną w: 

 

 wzx +=  (1) 
 
W modelu analitycznym własności sprężysto-tłumiące obszaru styku 

w kierunku stycznym modelowane są jednym zastępczym elementem 
sprężysto-tłumiącym o sztywności kt i tłumieniu ht (Rys. 2b). 
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Rys. 2. Modelowanie styku w dynamicznych modelach tarcia: a) modelowanie 
występów chropowatości, b) sztywność i tłumienie zastępcze, c) siły działa-
jące na przesuwane ciało  

Fig. 2. Modeling of the contact in dynamic models of friction: a) modeling of separate 
asperities, b) stiffness and damping of joint, c) forces acting on sliding body 

 
 

W dynamicznych modelach tarcia Dahla, Duponta i LuGre zakłada 
się, że istnieje związek między siłą tarcia FT a odkształceniem spręży-
stym z styku w kierunku stycznym w postaci: 

 
 zkF tT ⋅=  (2) 

gdzie:  kt – współczynnik sztywności styku w kierunku stycznym, 
 z – składowa sprężysta odkształcenia styku. 
 
Składowa sprężysta z związana jest ze sprężystym odkształceniem 

występów chropowatości powierzchni styku w kierunku stycznym. 
W modelu Dahla wyznacza się ją z zależności [L. 2]: 
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gdzie:                              NC FF ⋅= µ                                                        (4) 

  vr – prędkość względna równa różnicy prędkości x&  przesuwanego 
ciała i prędkości u&  drgań podłoża.  

 
W przypadku przesuwania ciała A o masie m w kierunku x po drga-

jącym podłożu (Rys. 2) równanie ruchu tego ciała ma postać: 
 
 Tn FFxm −=⋅ &&  (5) 

gdzie:  Fn – siła napędu (będąca funkcją sztywności napędu). 
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Równanie (5) stanowi podstawę prostego, doświadczalnego wyzna-
czania przebiegu siły tarcia FT w funkcji czasu, występującej między 
podłożem, a przesuwanym ciałem. W czasie ruchu ciała należy zareje-
strować jedynie przebieg jego przyspieszenia x&&  i przebieg siły napędu Fn 
niezbędnej do wprawienia ciała w ruch i utrzymania tego ruchu [L. 5–7]. 

W analizach symulacyjnych problem wyznaczania przebiegu siły tarcia 
między przesuwanym ciałem a drgającym podłożem nie jest zagadnieniem 
prostym. Stopień jego złożoności, ale również dokładność uzyskiwanych 
wyników zależy w dużej mierze od przyjętego modelu tarcia. Należy przy 
tym zauważyć, że wskutek przenoszenia się drgań z podłoża również prze-
suwane ciało wykonuje ruch drgający. Ruch ten powoduje zmiany wartości 
sprężystego odkształcenie napędu λ, a więc i zmiany siły napędu, która jest 
funkcją tego odkształcenia. Przyjmując linową zależność siły sprężystości 
napędu Fn od odkształcenia λ można tę siłę przedstawić w postaci: 

 

 λ⋅= nn kF  (6) 
 

gdzie:  kn – współczynnik sztywności napędu mierzony w kierunku ru-
chu przesuwanego ciała. 

 

Wartość odkształcenia sprężystego napędu w kierunku osi x można 
obliczyć z zależności:  
 xtvn −⋅=λ  (7) 

gdzie:  vn – zadana prędkość napędu, 
 x – przemieszczenie przesuwanego ciała, 
 t – czas. 

WYNIKI  ANALIZ  SYMULACYJNYCH 

W numerycznych analizach symulacyjnych wpływu sztywności styku 
w kierunku stycznym na siłę tarcia w obecności drgań kontaktowych stycz-
nych wzdłużnych rozwiązywano układ równań (5) i (2) przy wykorzystaniu 
zależności (3), (4), (6) i (7). Analizy przeprowadzono w środowisku Ma-
tlab-Simulink [L. 5, 7], przy czym przyjęto, że podłoże wykonuje drgania 
harmoniczne o częstotliwości f i amplitudzie prędkości drgań va. 

Na Rys. 3 przedstawiono wyniki takiej analizy. W obliczeniach przy-
jęto następujące dane: masa przesuwanego ciała m = 0,5 kg, obciążenie 
zewnętrzne Fq = 50 N, prędkość napędu vn = 0,5 mm/s, sztywność napę-
du kn = 0,92 N/µm, częstotliwość drgań podłoża f = 4000 Hz, amplituda 
prędkości drgań va = 1 mm/s. W kolejnych cyklach obliczeń zmieniano 
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sztywność styku w zakresie od 40 N/µm do ∞ N/µm. Z wykresów przed-
stawionych na Rys. 3bc widać bardzo silną zależność przebiegu siły tar-
cia od sztywności styku. 

 

Rys. 3. Wpływ sztywności styku na przebieg siły tarcia FT w obecności drgań 
stycznych wzdłużnych: a) przebiegi czasowe prędkości x& , u&  i vr dla 
kt = 80 N/µm, b,c) czasowe przebiegi siły tarcia dla styków o różnej sztyw-
ności wyznaczone dla modelu Dahla; f = 4000 Hz, vn = 0,5 mm/s, va = 1 mm/s 

Fig. 3. The influence of stiffness of contact on friction force FT runs in the presence of 
longitudinal tangential vibrations: a) the runs of velocities x& , u&  and vr for 
kt = 80 N/µm, b,c) the friction force FT runs for contact of different stiffness, de-
termined for Dahl’s model; f = 4000 Hz, vn = 0.5 mm/s, va = 1 mm/s 

BADANIA  DOŚWIADCZALNE  SZTYWNOŚCI  STYCZNEJ  
STYKU  

Praktyczne wykorzystanie, np. do sterowania zmian tarcia w układach 
mechanicznych, przedstawionych zależności zależy od znajomości rze-
czywistej wartości współczynnika sztywności danego styku w kierunku 
stycznym i od znajomości funkcyjnej zależności tego współczynnika od 
takich parametrów jak naciski powierzchniowe czy też chropowatość 
powierzchni tworzących styk.  
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Wartości współczynnika sztywności stykowej styku wyznacza się do-
świadczalnie na podstawie charakterystyk podatnościowych styku w da-
nym kierunku (stycznym lub normalnym). Na Rys. 4 przedstawiono 
przykładowo takie charakterystyki w kierunku stycznym dla styku stal-
stal o chropowatości powierzchni Ra = 0,26/1,01 wyznaczone przy róż-
nych naciskach normalnych. Charakterystyki te wyznaczono na specjal-
nym stanowisku badawczym opisanym w pracy [L. 4].  

 

 

Rys. 4. Wpływ nacisków powierzchniowych p na podatność styczną styku 
Fig. 4. The influence of normal load p on tangential compliance of the joint 

 
 
Na podstawie takich charakterystyk oblicza się wartość współczynni-

ka sztywności stycznej kti styku przy danym obciążeniu normalnym pi 
korzystając z zależności: 

 
 itik αtg=  (8) 

 
Na Rys. 5 przedstawiono zbiorcze wykresy zależności współczynni-

ka sztywności kt styku w kierunku stycznym od nacisków normalnych p 
dla styku suchego stal-stal wyznaczone dla trzech wariantów chropowa-
tości powierzchni tworzących styk: Ra = 0,26/0,35, Ra = 0,26/0,61 
i Ra = 0,26/1,01. 
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Rys. 5. Zależność współczynnika sztywności kt od nacisków normalnych p dla sty-
ków stal–stal o różnej chropowatości powierzchni 

Fig. 5. The joint compliance coefficient kt versus normal load p for joint steel-steel of 
different roughness 

 

Analizując wykresy na Rys. 3 i Rys. 5 widać, jak istotne różnice 
w przebiegu siły tarcia w układzie rzeczywistym w obecności drgań 
wzdłużnych może spowodować zmiana sztywności styku wywołana 
zmianą nacisków powierzchniowych lub też zmianą chropowatości po-
wierzchni styku. 

WERYFIKACJA  WYNIKÓW  ANALIZ  SYMULACYJNYCH 

Opracowane w środowisku Matlab-Simulink [L. 5, 7] i wykorzystywane 
w opisanych badaniach symulacyjnych procedury obliczeniowe zweryfi-
kowano przeprowadzając na specjalnie skonstruowanym stanowisku ba-
dawczym badania doświadczalne przebiegu siły tarcia w obecności drgań 
kontaktowych stycznych wzdłużnych i porównując uzyskane wyniki 
z wynikami odpowiednich obliczeń symulacyjnych.  

Badania weryfikacyjne przeprowadzono dla styku o doświadczalnie 
zmierzonej wartości współczynnika sztywności stycznej kt = 78 N/µm. 
Masa przesuwanego ciała wynosiła m = 0,5 kg, obciążenie zewnętrzne 
Fq = 60 N, powierzchnia styku S = 50 mm2, prędkość napędu 
vn = 0,62 mm/s, częstotliwość drgań podłoża f = 3900 Hz. Amplitudę 
prędkości drgań przyjęto na czterech różnych poziomach 
va1 = 0,78 mm/s, va2 = 1,28 mm/s, va3 = 1,76 mm/s, va4 = 3,44 mm/s. 
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Sztywność napędu wyznaczono doświadczalnie. Współczynnik sztywno-
ści kn wynosił 0,92 N/µm. 

Wyniki badań doświadczalnych wraz z odpowiednimi wynikami obli-
czeń symulacyjnych przedstawiono na wykresach porównawczych na Rys. 6. 

 

Rys. 6. Przebiegi siły tarcia FT dla modelu Dahla i wyznaczone doświadczalnie 
przy prędkości napędu vn = 0,62 mm/s i częstotliwości drgań f = 3900 Hz dla 
różnych amplitud prędkości drgań va równych: a) 0,78 mm/s, b) 1,28 mm/s, 
c) 1,76 mm/s, d) 3,44 mm/s. Sztywność styku kt = 78 N/µm 

Fig. 6. The friction force FT runs for Dahl’s model and determined experimentally at 
driving velocity vn = 0.62 mm/s and vibration frequency f = 3900 Hz for differ-
ent amplitudes of vibration velocity equals to: a) 0.78 mm/s, b) 1.28 mm/s, 
c) 1.76 mm/s, d) 3.44 mm/s. Contact stiffness kt = 78 N/µm 

 

Z przedstawionego porównania widać, że w każdym analizowanym 
wariancie badań przebiegi siły tarcia wyznaczone w badaniach symula-
cyjnych przy wykorzystaniu opracowanych procedur numerycznych bar-
dzo dobrze zgadzają się z odpowiednimi przebiegami wyznaczonymi 
w badaniach doświadczalnych.  

PODSUMOWANIE 

Przeprowadzone przy wykorzystaniu opracowanych oryginalnych proce-
dur obliczeniowych analizy symulacyjne wykazały istotny wpływ sztyw-
ności styku na przebieg siły tarcia między przesuwanym ciałem a drgają-
cym w kierunku stycznym do płaszczyzny przesuwu podłożem. 
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Duża zależność sztywności rzeczywistego styku od nacisków nor-
malnych i od chropowatości stykających się powierzchni powoduje, że 
analizy symulacyjne zmian siły tarcia między powierzchniami rzeczywi-
stych elementów w obecności drgań kontaktowych stycznych wzdłuż-
nych powinny być poprzedzone dokładnymi analizami zmian sztywności 
stycznej styków tworzonych przez te elementy. 

Przy poprawnie dobranych współczynnikach sztywności stycznej sty-
ku uzyskuje się w badaniach symulacyjnych prowadzonych z wykorzy-
staniem modelu tarcia Dahla bardzo dobrą zgodność przebiegów siły 
tarcia w ruchu ślizgowym w obecności drgań kontaktowych stycznych 
wzdłużnych z wynikami badań doświadczalnych. Wynik taki świadczy, 
że opracowane procedury numeryczne mogą być wykorzystane w prakty-
ce do sterowania wartością siły tarcia w ruchu ślizgowym poprzez odpo-
wiedni dobór parametrów drgań wymuszonych wzbudzanych w jednym 
z elementów tworzących styk. 
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Summary 

The results of the numerical analysis of the contact tangential  
stiffness effect on the friction forces runs in the presence of longitudinal 
tangential contact vibrations are presented in this paper. In addition, 
the experimentally determined tangential stiffness characteristics of 
the steel-steel contact versus normal pressure for surfaces of various 
roughnesses are given. The numerical calculations were carried out 
in the Matlab-Simulink environment with the use of Dahl’s dynamic 
model of friction. The numerically determined runs of friction force 
for the contact of precisely defined tangential stiffness were  
compared with respective and experimentally determined runs for 
the contact of the same stiffness. A very good consistency of the  
experimental and simulation results was achieved. 




