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Analiza nierównomierności rozdrabniania biomasy. 
Część I: Podstawy teoretyczne

Wprowadzenie
Proces rozdrabniania materiałów pochodzenia biologicznego, do-

tyczy z jednej strony wpływu cech konstrukcyjnych elementów robo-
czych na sprawność i równomierność działania, z drugiej – podstaw 
mechanicznych przetwórstwa materiałów, w tym zasad mechaniki. 

Miarą równomierności działania wielokrawędziowych rozdrabniaczy 
ziaren zbóż jest niedokładność realizacji zadanej funkcji ruchu, czyli 
nierównomierność biegu, obciążeń, a nawet sprawności. Zapotrzebo-
wanie mocy do napędu tarczy roboczej jest bardzo nierównomierne, 
gdyż między cięciem kolejnych porcji wsadu występuje pewien okres 
biegu jałowego maszyny [Tomporowski, 2011a,b]. 

Nierównomierność wydajności wielokrawędziowych rozdrabniaczy 
biomateriałów zależy od dwóch składowych: momentu obrotowego 
(pracy użytecznej) i prędkości kątowej (kąta zespołu roboczego w cza-
sie) [Bieliński i Flizikowski,2008; Flizikowski 2011a,b; Flizikowski 
i Bieliński 2013].

W rzeczywistym procesie rozdrabniania materiałów przemysłu rol-
no-spożywczego zachodzą trudne do przewidzenia, kolejno, następują-
ce po sobie stany, przemiany naprężeń [Tomporowski, 2012]. Z punktu 
widzenia równomierności pracy mamy do czynienia z procesem stocha-
stycznym. Proces stochastyczny jest zbiorem niejednakowych realiza-
cji, które trwają stosunkowo długo.

Zapis przebiegu nierównomierności pracy procesu rozdrabniania 
można odczytywać w dwojaki sposób, jako odczyt wartości zapisu (ce-
cha statystyczna modelu, zapisu) oraz jako odczyt prędkości zmian reje-
strowanego sygnału wyjściowego (określenie statystyczne zmienności 
przedmiotowego zapisu).

Celem pracy jest analiza rzeczywistych nierównomierności dyna-
micznych (M) i kinematycznych (ω), za pomocą wydajności celowej 
rozdrabniania.

Nierównomierność wydajności
Różnica chwilowych wartości momentu czynnego (występującego 

podczas cięcia) i napędowego (pobieranego od silnika elektrycznego) 
jest przyczyną zmienności prędkości kątowej wału rozdrabniacza. Wa-
hania wydajności masowej Q opisuje współczynnik nierównomierności 
procesu rozdrabniania [Tomporowski i Opielak 2012]:
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Nierównomierność wydajności jest funkcją wielu zmiennych, min.: 
różnicy prędkości międzytarczowej (Δω), cech materiałowych wsadu 
(cm), cech konstrukcyjnych narzędzi roboczych (ck):
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gdzie: 
 Ej – jednostkowe zapotrzebowanie energii,
  P – moc na wale rozdrabniacza,
  Q – wydajność masowa.

Uśrednienie otrzymywanych wartości momentu obrotowego czy 
prędkości obrotowej wału rozdrabniacza, jako wartości losowych 
względem czasu, można dokonać uśrednieniem jednej realizacji wzglę-
dem parametru czasu lub kąta obrotu wału roboczego. Warunkiem jest 

zbieżność do zera funkcji korelacji zarejestrowanej krzywej względem 
czasu.

Charakterystyka nierównomierności rozdrabniania
Wartość średnia losowej postaci nierównomierności biegu maszyny 

rozdrabniającej M(t) i ω(t) określa składową statyczną, która nie jest 
przypadkowa. W wyniku odjęcia jej od wartości nierównomierności 
otrzymuje się wartość zawierającą tylko zmienną składową losową. 
Średnią losową można przedstawić w postaci równania dla nierówno-
mierności dynamicznej: 
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Dla opisu właściwości statystycznych rejestru nierównomierności 
rozdrabniania posługiwano się jej wartością średniokwadratową, jako 
miarą charakteryzującą przebieg nierównomierności pracy. Wartości 
średniokwadratowej nie wyznaczają prawdopodobieństwa występowa-
nia ekstremów, tj. min i max analizowanej funkcji nierównomierności. 
Zapisać ją można w postaci równania dla nierównomierności dyna-
micznej i analogicznie dla nierównomierności kinematycznej:
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gdzie: T – interwał czasowy.         
Prawdopodobieństwo, że chwilowa wartość sygnału M(t) będzie za-

warta w przedziale (MA, MB) wyraża równanie:
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gdzie: tn – czasy poszczególnych wartości chwilowych sygnału
Gęstość prawdopodobieństwa wartości chwilowych nierównomier-

ności rozdrabniania wielootworowego można zapisać w postaci rów-
nania:
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Rozkładem prawdopodobieństwa ciągłej zmiennej losowej momentu 
(M) lub prędkości kątowej (ω) w czasie jest zależność gęstości prawdo-
podobieństwa p(x) od zmiennej niezależnej x. Ponieważ każdy rozkład 
prawdopodobieństwa jest niepowtarzalny, zatem w praktyce można po-
sługiwać się najbardziej zbliżonym modelem odwzorowującym rzeczy-
wisty zarys (postać) analizowanej funkcji losowej.

Podstawowe modele przebiegu nierównomierności 
wydajności masowej

Podstawowe, grafi czne modele matematyczne, opisujące przebie-
gi nierównomierności wydajności masowej maszyny rozdrabniającej, 
obarczone są pewną dozą błędu [Tomporowski, 2012; Tomporowski 
i Opielak, 2011]. Można przedstawić je w postaci regularnej fali o ty-
powej konfi guracji geometrycznej za pomocą nieskończonego trygo-
nometrycznego szeregu [Flizikowski, 2011a,b; Komsta i Opielak 2010; 
Kowalik 2011; Opielak 2010; Macko i in., 2011; Sykut, 2007]. Funkcja 
wydajności masowej o zarysie trójkątnym ma postać:
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W przypadku aproksymacji zapisu nierównomierności pracy maszy-
ny o zarysie zbliżonym do trójkąta prostokątnego, funkcja poboru mocy 
ma postać równania:

 ( ) , ...sin sin sinQ t A t A t A t2 1 2 0 666 3r ~ r ~ r ~= - - -  (9)

dla zarysu trapezowego przybiera postać równania:
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i wreszcie dla zarysu kwadratowego: 

 ( ) , , ...sin sin sinQ t A t A t A t4 1 333 3 0 8 5r ~ r ~ r ~= + + +  (11)

Aproksymacja przebiegu rzeczywistego 
do krzywej modelowej

W analizowanych przebiegach nierównomierności wielokrawędzio-
wego rozdrabniania amplitudy poszczególnych składowych są odwrot-
nie proporcjonalne do częstotliwości, tak więc składowe o mniejszej 
częstotliwości mają większą amplitudę niż składowe o większej często-
tliwości. Aproksymacja przebiegu rzeczywistego do odpowiadającej jej 
krzywej modelowej upraszcza się lub staje się bardziej poglądowa, po 
zastosowaniu szeregu Fouriera w postaci wykładniczej. Umożliwia ona 
wyznaczenie funkcji Q(t), jeżeli dane są składowe harmoniczne poszu-
kiwanej funkcji, zatem
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gdzie:
 Q(t) – funkcja aproksymowana 
 n =  1, 2, 3, ... 
 ω = 2n/T 
 T – okres 

Współczynniki An umożliwiają wyznaczenie zbioru składowych har-
monicznych, które w sumie składają się na przebieg funkcji wydajności 
Q(t) i wynoszą:
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gdzie: ejωt + e -jωt = 2cosωt

 T
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Analizowana funkcja wyraża się przez sumę funkcji wykładniczych 
e -jωt, eiωt o dodatnich i ujemnych impulsach (wzrosty i spadki obciąże-
nia lub prędkości).  

Odległości pomiędzy kolejnymi impulsami (wzrostem i spadkiem 
obciążenia) na krzywej nierównomierności zależą od stosunku czasu t 
trwania zmiany impulsu do okresu T. Wielkości te są wzajemnie wprost 
proporcjonalne; im większy jest stosunek t/T tym większe są odległości 
pomiędzy kolejnymi amplitudowymi impulsami analizowanego wykre-
su nierównomierności rozdrabniania i po scałkowaniu otrzymuje się:
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Z powyższego wynika, że pierwsza wartość zerowa matematycznej 
postaci przebiegu nierównomierności przy rozdrabnianiu wielokrawę-
dziowym, wielotarczowym odpowiada liczbie porządkowej n0, czyli:

 n0 α π/T = π

Ponieważ współczynniki An są w tym przypadku liczbami rzeczywi-
stymi, dla przedstawienia sygnału w dziedzinie częstotliwości wystar-
czy jedno widmo. Przebieg nierównomierności aproksymowany i opi-
sywany jako widmo jest funkcją dyskretną, określoną tylko dla n = 0; 1; 
2... n, o amplitudach: A0; Ai ; A2 … An. 

Korzystając z wzorów przeliczeniowych dla funkcji trygonometrycz-
nych, wyznaczyć można amplitudy harmonicznych zmian cosinusoidal-
nych wydajności rozdrabniania:
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Przykładowo, przedstawienie ciągu impulsów chwilowych wydaj-
ności aproksymowanych do zarysu prostokątnego za pomocą szeregu 
trygonometrycznego, ma postać:
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Uśrednienie otrzymywanych wydajności poprzez wartości momentu 
obrotowego czy prędkości obrotowej wału rozdrabniacza, jako warto-
ści losowych względem czasu, można dokonać uśrednieniem jednej 
realizacji względem parametru czasu lub kąta obrotu wału roboczego. 
Analizę i badanie krzywej losowej nierównomierności można prowa-
dzić rejestrując proces rozdrabniania w różnych przedziałach czasu lub 
rejestrując przebieg w długim zakresie.
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