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Zastosowanie wypływu płynu przez otwór w ściance zbiornika 
do wyznaczania lepkości wzdłużnej

Wstęp
Dominującą formą deformacji podczas przepływu płynu jest ścina-

nie proste, jednak w niektórych przypadkach istotne znaczenie odgry-
wa także rozciąganie. Przykładem mogą tu być przepływy w kanałach 
zbieżnych i rozbieżnych. Wielkością charakteryzującą opór płynu 
w warunkach rozciągania jednoosiowego jest lepkość wzdłużna zdefi -
niowana równaniem [Petrie, 2006]:
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Z równania (1) wynika, że lepkość wzdłużna powinna być wyzna-
czona w stanie równowagi. Zapewnienie warunków równowagowych 
podczas wyznaczania lepkości wzdłużnej dla płynów mobilnych okaza-
ło się niezwykle trudne [Ferguson i Kembłowski, 1995; Dziubiński i in., 
2009]. W praktyce stosowane są metody, w których nie są zachowane 
takie warunki. Dodatkowo mamy do czynienia z przepływem, w którym 
rozciąganiu płynu towarzyszy ścinanie. Przykładem takiego przepływu 
jest wypływ płynu przez otwór w dnie zbiornika. 

Opracowano kilka modeli pozwa-
lających wyznaczyć lepkość wzdłuż-
ną na podstawie pomiaru spadku 
ciśnienia podczas przepływu pły-
nu przez otwór ostrokrawędziowy 
[Metzner i Metzner, 1970; Cogswell, 
1972; Binding, 1988; Binding, 1991]. 
Większość z nich oprócz spadku ci-
śnienia, wymaga wyznaczenia w spo-
sób doświadczalny kąta θ (Rys. 1), 
co niezwykle komplikuje pomiary 
i  ogranicza stosowanie metody do 
płynów przeźroczystych. Zapropo-
nowano jednak metody [Cogswell, 
1972; Binding, 1988], które nie wy-
magają wyznaczania kąta θ i pozwa-
lają oszacować lepkość wzdłużną na 
podstawie pomiaru spadku ciśnienia 
i strumienia objętościowego płynu.

W prezentowanej pracy omówione zostanie stanowisko doświad-
czalne zaprojektowane i zbudowane w Zakładzie Inżynierii i Aparatury 
Chemicznej Politechniki Poznańskiej, pozwalające na pomiar spadku 
ciśnienia przy wypływie płynu przez otwór ostrokrawędziowy. Zostaną 
także przedstawione wyniki badań testowych oraz obliczone wartości 
lepkości wzdłużnej metodami Cogswella [1972] oraz Bindinga [1988].

Modele teoretyczne
Model Cogswella

Najbardziej popularną metodą stosowaną do oszacowania lepkości 
wzdłużnej płynów przy ich przepływie przez przewężenie są równa-
nia określone na podstawie analizy przeprowadzonej przez Cogswella 
[1972]. W metodzie tej naprężenie rozciągające i szybkość rozciągania 
(wzdłużna) określane są za pomocą równań:
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gdzie:
 pe – spadek ciśnienia w otworze wypływowym [Pa]

 aco  – nominalna szybkość ścinania [s-1], określona równaniem:
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 n – wykładnik w równaniu potęgowym Ostwalda-de Waele:

 k n 1h c= -o  (5)

Lepkość wzdłużna w metodzie Cogswella jest określana na podsta-
wie równania:
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Szacowanie lepkości wzdłużnej metodą Cogswella daje jedynie przy-
bliżone wyniki. 

Model Bindinga
Binding [1988] przeprowadził bardziej szczegółową analizę dynami-

ki przepływu płynów w obszarze zwężenia strugi w oparciu o minimali-
zację lepkiego rozpraszania energii. Schemat pomocniczy wyjaśniający 
oznaczenia w modelu Bindinga przedstawiono na rys. 1. W przeciwień-
stwie do Cogswella, w rozważaniach uwzględnił on także poprawkę 
Weissenberga-Rabinowitscha [Zatloukal i in., 2002]. Analiza [Binding, 
1988] dotyczy przypadków, w których krzywe lepkości wzdłużnej pły-
nu można opisać równaniem potęgowym:
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W takim przypadku zależność między spadkiem ciśnienia w otworze 
pe, a szybkością ścinania i parametrami charakteryzującymi właściwo-
ści reologiczne płynów (k, n, l, t) opisuje wzór:
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W równaniu (8) szybkość ścinania, parametr α i całka Int są opisane 
odpowiednio równaniami:
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Na podstawie zależności uzyskanych przez Bindinga [1988, 1991], 
Zatloukal i in. [2002] podali zależności pozwalające obliczyć napręże-
nie rozciągające:
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Rys. 1. Schemat pomocniczy wyja-
śniający stosowane oznaczenia
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i szybkość rozciągania:
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Równania (12) i (13) odnoszą się do osi przewodu.
Na podstawie danych eksperymentalnych stwierdzono, że zależność 

(8) nie daje prawidłowych wyników w przypadku wytłaczania płynów 
lepkosprężystych. Binding [1991] w dalszych rozważaniach podał za-
leżność umożliwiającą obliczyć skorygowany spadek ciśnienia w otwo-
rze wypływowym:
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Równanie (14) jest słuszne przy założeniu, że zależność między 
pierwszą różnicą naprężeń normalnych N1 i szybkością ścinania można 
opisać równaniem potęgowym:

 N m p
1

1c= +o  (15)

W celu skorzystania z równania (8) konieczna jest znajomość wy-
kładnika potęgowego t. Binding i Walters [1988] zaproponowali, aby 
wyznaczyć go na podstawie znajomości zależności pe = f( aco ), którą 
w zakresie przepływu laminarnego można opisać równaniem:

 p Ae a
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Znając wykładnik h, parametr reologiczny t można obliczyć z zależ-
ności:
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h
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Model [Binding, 1988] pozwala także na podstawie znajomości pa-
rametrów reologicznych równań (5) i (7) obliczyć długość wiru w na-
rożniku zbiornika:
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Model wyznaczania lepkości wzdłużnej [Binding, 1988] daje rów-
nież wyniki przybliżone, jednak w porównaniu z modelem Cogswella 
uzyskane wartości są bardziej zbieżne z wartościami teoretycznymi.

Część doświadczalna
Stanowisko doświadczalne

Na rys. 2 przedstawiono schemat stanowiska doświadczalnego za-
projektowanego i zbudowanego do wyznaczania lepkości wzdłużnej 
przy wypływie płynu przez otwór w dnie zbiornika. Do jego głów-
nych elementów należał zbiornik cylindryczny – 1 z wymiennym 
płaskim dnem, w którego osi wykonano otwór ostrokrawędziowy. 
W badaniach użyto trzy dna, w których wykonano otwory o średnicy 
d = 2, 3,34 i 4,16 mm. Zarówno w płaszczu, jak i dnie zbiornika umiesz-
czone zostały przetworniki ciśnienia – 2 produkcji fi rmy Keller (typ 
PR-35X, PR-41X). W zależności od średnicy otworu i przewidywanych 
spadków ciśnienia zastosowano przetworniki o zakresie pomiarowym 
do 0,1 i 1 bara (dokładność 0,1 i 0,05%). Temperatura w zbiorniku po-
miarowym była kontrolowana przez czujnik termoparowy – 3.

Przepływ płynu w układzie pomiarowym był wymuszany tłokiem – 
6, który poruszał się w cylindrze – 5. Ruch tłoka był wymuszany za 
pomocą siłownika z śrubą toczną – 8, napędzanego przez silnik kro-
kowy – 9. Obroty silnika krokowego były sterowane za pomocą pro-
gramu komputerowego PST2011 (Pracownia Elektroniki R. Pomia-
nowskiego), co umożliwiało precyzyjne określenie objętościowego 
strumienia przepływu płynu. Badany płyn umieszczano w zbiorniku 
– 4, skąd był zasysany podczas ruchu tłoka – 6 ku dołowi. Przepływ 
płynu w zbiorniku – 1 następował, gdy tłok – 6 poruszał się ku górze. 

Kierunek przepływu płynu w instalacji 
był regulowany za pomocą zaworów ku-
lowych – 7. Dodatkowo instalacja była 
wyposażona w zbiornik – 10, podłączony 
do pompy śrubowej – 11, która służyła do 
przepompowania płynu do zbiornika – 4, 
znajdującego się na wysokości 2,2 m. W 
zbiorniku tym była umieszczona dodatko-
wo wężownica umożliwiająca stabilizację 
temperatury płynu. Należy zaznaczyć, że 
w zaprojektowanym stanowisku nie było 
możliwości pełnej stabilizacji temperatury. 
Poszczególne jego elementy były obłożo-
ne izolacją piankową, co jednak nie prze-
ciwdziałało w pełni zmianom temperatury 
płynu podczas jego przepływu, dlatego do 
obliczeń przyjmowano temperaturę płynu 
w zbiorniku pomiarowym – 1, zmierzoną 
przez czujnik termoparowy – 3.

Jak wcześniej wspomniano, zastosowa-
nie do napędu siłownika – 8 silnika kro-
kowego – 9, sterowanego przez program 
komputerowy, umożliwiało prowadzenie 
pomiarów przy zadanym strumieniu prze-
pływu lub inaczej przy zadanej szybkości 

ścinania w otworze w dnie zbiornika – 1. Wielkością mierzoną był na-
tomiast spadek ciśnienia płynu podczas jego przepływu przez otwór. 
W badaniach zastosowano cztery przetworniki ciśnienia. Podczas pra-
widłowego działania instalacji wszystkie przetworniki powinny zmie-
rzyć ten sam spadek ciśnienia.

Płyny modelowe
W badaniach testowych zastosowano oleje mineralne o różnej lep-

kości. Ich charakterystyka w temperaturze 20oC została zestawiona 
w tab. 1. Ponieważ temperatura płynu w zbiorniku – 1 odbiegała od 
20oC, dlatego konieczne było przeprowadzenie pomiarów lepkości dy-
namicznej dla innych temperatur. Pomiary reologiczne w warunkach 
przepływu ścinającego zostały przeprowadzone przy użyciu reometru 
rotacyjnego Physica MCR501 produkcji fi rmy Anton Paar w układzie 
stożek-płytka. 

Tab. 1. Właściwości fi zykochemiczne olei mineralnych w temperaturze 20ºC

Lp. Lepkość η20 [Pa·s] Gęstość ρ [kg/m3]

1 0,217 885

2 0,588 894

3 1,289 987

Przykładowe wyniki pomiarów
Do wyznaczenia lepkości wzdłużnej konieczne było przeprowadze-

nie pomiarów spadku ciśnienia przez otwór w zakresie przepływu lami-
narnego płynu. W celu określenia krytycznej liczby Reynoldsa, powyżej 
której siły bezwładności zaczynają wpływać na przepływ, sporządzono 
wykres zależności liczby Eulera od liczby Reynoldsa przedstawiony na 
rys. 3. Z danych tych wynika, że krytyczna wartość liczby Reynoldsa 
mieści się w zakresie od 6 do około 10, dlatego do wyznaczenia lepko-
ści wzdłużnej posługiwano się wartościami spadku ciśnienia uzyskany-
mi przy Re < 6.

Na rys. 4 przedstawiono wartości lepkości wzdłużnej obliczone 
dla przepływu oleju o lepkości dynamicznej 1,289 Pa⋅s przez otwór 
o średnicy 2 mm. Średnia wartości ηE obliczona na podstawie modelu 
Cogswella [1972] wynosi 5,13 Pa⋅s i jest o około 30% wyższa od śred-
niej wartości ηE obliczonej przy użyciu modelu Bindinga [1988]. Do-
datkowo, różnica między wartością teoretyczną lepkości wzdłużnej 3,67 
Pa⋅s, a wartością 3,85 Pa⋅s, która jest średnią arytmetyczną z wartości 
lepkości wzdłużnej wyznaczonych przy użyciu modelu Bindinga i Wal-
tersa [1988] wynosi około 5%. Wartość teoretyczna ηE została w tym 

Rys. 2. Schemat stanowiska po-
miarowego (oznaczenia w tek-

ście)
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przypadku określona z zależności podanej przez Troutona [1906] dla 
rozciągania jednoosiowego płynów newtonowskich, w myśl której sto-
sunek lepkości wzdłużnej do lepkości dynamicznej wynosi 3 (Tr = 3). 

Omówione wyniki potwierdzają dane literaturowe wskazujące, że 
metoda obliczania lepkości wzdłużnej zaproponowana przez Bindinga 
i Waltersa [1988] pozwala uzyskać dokładniejsze wyniki od metody 
Cogswella [1972], dlatego w dalszych rozważaniach użyte będą warto-
ści lepkości wzdłużnej obliczone przy użyciu tej metody.

Porównanie lepkości wzdłużnej dla trzech różnych olejów mineral-
nych przy przepływie przez otwory o średnicy 2 i 4,16 mm przedstawio-
no na rys. 5. Wyniki pomiarów dla oleju o lepkości dynamicznej 1,289 
Pa⋅s omówiono już wcześniej. 

Rys. 3. Zależność liczby Eulera w funkcji liczby Reynoldsa

Rys. 4. Krzywe lepkości wzdłużnej dla oleju mineralnego (η20 = 1,289 [Pa·s])

Rys. 5. Przykładowe krzywe lepkości wzdłużnej dla olejów mineralnych

Średnie odchylenie punktów doświadczalnych od wartości teore-
tycznej wynosi w tym przypadku 2,9%. W przypadku przepływu oleju 
o lepkości dynamicznej 0,588 Pa·s przez otwór o średnicy 4,16 mm 
współczynnik zmienności wzrasta do około 20%. 

Większe odchylenia punktów doświadczalnych od wartości teore-
tycznej w tym przypadku nie można wyjaśnić błędem, jakim obarczony 
jest pomiar spadku ciśnienia pe. Trzeba pamiętać, że omawiana metoda, 
jak i inne metody stosowane do wyznaczania lepkości wzdłużnej mają 
charakter przybliżony, dlatego wyniki obarczone 20% błędem można 
uznać za satysfakcjonujące.

Z danych przedstawionych między innymi w pracach [Petrie, 2006; 
Ferguson i in., 1990] wynika, że różnice między lepkością wzdłużną 
zmierzoną różnymi metodami mogą dla płynów lepkosprężystych się-
gać nawet kilkuset procent.

Na rys. 6 przedstawiona została zależność liczby Troutona w funkcji 
szybkości odkształcenia. Uzyskane wartości mieszczą się w zakresie 

Rys. 6. Zależność liczby Troutona od szybkości odkształcenia

Tr od 3 do 4, co w przypadku pomiarów lepkości wzdłużnej można 
uznać za wynik zadowalający. Wyjątkiem są dane uzyskane dla prze-
pływu oleju o lepkości dynamicznej 0,217 Pa·s przez otwór o średnicy 
4,16 mm. Wyraźnie widać, że w tym przypadku stosunek Troutona jest 
w przybliżeniu stały dla czterech pierwszych punktów pomiarowych, 
następnie wzrasta ze wzrostem szybkości odkształcenia. Obliczona 
wartość liczby Reynoldsa, przy której zaczyna się nagły wzrost lepko-
ści wzdłużnej wynosi 6,33, dlatego można uznać, że wyniki te obrazują 
wpływ sił bezwładności na pomiar lepkości wzdłużnej.

Podsumowanie i wnioski
W pracy przedstawiono wyniki badań testowych stanowiska do-

świadczalnego do wyznaczenia lepkości wzdłużnej przy wypływie pły-
nu przez otwór. 

Lepkość wzdłużna została obliczona przy użyciu dwóch metod przy-
bliżonych, które nie wymagają pomiaru kąta zwężenia strugi θ. Wyniki 
bliższe wartościom teoretycznym uzyskano przy zastosowaniu metody 
Bindinga [1988]. 

Przedstawione stanowisko doświadczalne może być w przyszłości 
wykorzystane przy szacowaniu lepkości wzdłużnej nieprzeźroczystych 
płynów nienewtonowskich, dla których nie mogą być stosowane inne 
metody pomiarowe.
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