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Model matematyczny oczyszczalni ścieków
Wprowadzenie

Zastosowanie modeli matematycznych jest nieodłącznym elemen-
tem na etapie projektowania oraz eksploatacji oczyszczalni ścieków. 
Poprawnie sformułowany opis matematyczny pozwala na znaczną 
redukcję czasu przy testowaniu nowych rozwiązań technologicznych 
w realnie istniejących systemach oczyszczania ścieków przemysło-
wych. Model pozwala również na przeprowadzenie ekstrapolacji sy-
mulacyjnej w obszarze zmienności parametrów operacyjnych, znacznie 
przekraczających dopuszczalne warunki funkcjonowania. Największą 
zaletą modelowania matematycznego jest możliwość bezpiecznego 
i szybkiego testowania dowolnej liczby wariantów koncepcyjnych, 
konstrukcyjnych i operacyjnych [1-3]. Interesującą alternatywą do kla-
sycznych technik określania modeli matematycznych jest zastosowanie 
elementów teorii informacji [4]. 

W prezentowanej pracy sformułowano opis matematyczny real-
nie funkcjonującej oczyszczalni ścieków. Do opracowania mode-
lu matematycznego zostanie wykorzystano przemysłową bazę da-
nych, zawierającą wartości stężeń zawiesiny w ścieku surowym 
i oczyszczonym oraz w pośrednich stadiach procesu oczyszczania.

 Proponowane podejście w formułowaniu opisu matematycznego 
realnie funkcjonującej oczyszczalni może być z powodzeniem wyko-
rzystywane w praktyce przemysłowej do zgrubnej oceny wpływu pa-
rametrów wejściowych, zarejestrowanych w ścieku wejściowym do 
oczyszczalni, na parametry wyjściowe oraz pośrednie. Umożliwia to 
przeprowadzenie analizy symulacyjnej, która może być wykorzystana 
w poszukiwaniu optymalnych warunków prowadzenia procesu usuwa-
nia zanieczyszczeń ze ścieków.

Doświadczalna baza danych
Eksperymentalną bazę danych składającą się z wartości stężeń za-

wiesiny w ścieku surowym i oczyszczonym oraz pośrednich stadiach 
procesu uzyskano z funkcjonującej oczyszczalni ścieków. Procedurę 
oznaczania zawartości cząstek ciała stałego realizowano według normy 
PN-72/C-04559. 

Opracowanie modelu matematycznego procesu usuwania zanie-
czyszczeń zdecydowano się oprzeć na analizie sygnałów pomiarowych 
przedstawiających zmiany stężenia zawiesiny na wlocie i wylocie 
z oczyszczalni ścieków. Dodatkowo zdecydowano uwzględnić w pro-
cesie formułowania modelu matematycznego stężenie zawiesiny otrzy-
mane po osadniku wstępnym. Przykładowe zarejestrowane stężenia 
zawiesiny na wlocie do oczyszczalni ścieków zostały przedstawione na 
rys. 1 w formie dyskretnych realizacji.

Opracowanie danych doświadczalnych
Obszerność eksperymentalnej bazy danych pozwoliła na zastosowa-

nie techniki korelacyjnej i gęstości widmowej do opracowania modelu 
matematycznego oczyszczalni ścieków. Takie postępowanie jest popu-
larne ze względu na dość dobrze poznaną strategię optymalizacji sto-
sowaną do konstruowania modeli liniowych w oparciu o wspomniane 
techniki. Technika korelacyjna jest bardzo często używana w celu otrzy-
mania zgrubnego modelu matematycznego funkcjonujących urządzeń. 
Przeprowadzona symulacja w oparciu o uzyskany model może dać 
cenne wskazówki do polepszenia jakości produktu będącego wynikiem 
realizowanego procesu. Model matematyczny może być również zasto-
sowany do optymalizacji procesu pod kątem energochłonności [5, 6]. 

W oparciu o zarejestrowane wartość stężeń zawiesiny wyznaczono 
wartości entropii informacji zgodnie z procedurą podaną w pracy [4]. 
Następnie stosując pakiet obliczeniowy Matlab wyznaczono estyma-
tory funkcji autokorelacji i korelacji. Procedura wyznaczenia wartości 
estymatorów została przedstawiona szczegółowo w pracy [6].

Na rys. 2 przedstawiono przykładowo wyznaczone wartości estyma-
torów funkcji autokorelacyjnej dla procesu usuwania zawiesiny (dla 
danych zarejestrowanych po osadniku wstępnym). 

Rys. 1. Przykładowe zarejestrowane zmiany stężenia zawiesiny 
na wlocie do oczyszczalni ścieków

Rys. 2. Przykładowe grafi czne przedstawienie wyznaczonych estymatorów funkcji 
autokorelacyjnej dla ścieku po osadniku wstępnym wraz z aproksymacją

W oparciu o wyznaczone zależności aproksymujące obliczone 
wartości estymatorów funkcji autokorelacyjnej oraz stosując trans-
formatę Fouriera wyznaczono gęstości widmowe odpowiednio 
dla stężenia zawiesiny uzyskanej na wlocie i wylocie oczyszczalni 
ścieków oraz po osadniku wstępnym. Na rys. 3 przedstawiono ob-
raz grafi czny gęstości widmowych S**(ω) uzyskanych w oparciu 
o wspomniane zależności analityczne.

Rys. 3. Obraz grafi czny gęstości widmowej wyznaczonej dla: 1 – ścieku surowego, 
2 – ścieku oczyszczonego, 3 – ścieku po osadniku wstępnym
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Dysponując wyznaczonymi gęstościami widmowymi można wyzna-
czyć moce energetyczne procesów usuwania zawiesiny dla poszcze-
gólnych etapów procesu oczyszczania ścieków. W ramach niniejszej 
pracy moc energetyczną procesu wyznaczono w oparciu o następujące 
zależności:
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gdzie indeksy dolne oznaczają: o – ściek oczyszczony, os – ściek po 
osadniku, s – ściek surowy.

Zależności (1a) – (1c) opisują moc energetyczną: 
procesu oczyszczania ścieków dla współpracujących modułów  –
oczyszczania mechaniczno-biologicznego (1a), 
procesu usuwania zawiesiny po osadniku wstępnym (1b), –
procesu usuwania zanieczyszczeń po module oczyszczania biolo- –
gicznego (1c).

Rys. 4. Obraz grafi czny wyznaczonych mocy energetycznych procesów opisanych 
zależnościami: 1 – (1a), 2 – (1b), 3 – (1c)

Na rys. 4 przedstawiono obraz grafi czny mocy energetycznych proce-
sów opisanych zależnościami (1a) – (1c). 

W oparciu o zależność (1b) można wyznaczyć gęstość widmową cha-
rakteryzującą proces usuwania zawiesiny po osadniku wstępnym z na-
stępującej zależności
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Wyznaczenie grafi cznej postaci widma S**
os ~^ h wymaga założenia 

struktury blokowej określającej przepływ strumieni przez funkcjonują-
cą oczyszczalnię ścieków. Przykładową strukturę zastosowaną w niniej-
szym opracowaniu zaprezentowano na rys. 5. 

Rys.5 . Grafi czna prezentacja struktury blokowej określającej 
przepływ strumieni przez oczyszczalnię ścieków

Zdecydowano, aby do opisu W j 2
~^ h$ .

 
dla analizowanej oczysz-

czalni ścieków zastosować trzy warianty określone strukturą blokową 
zaprezentowaną na rys. 5, w skład której wchodziły tylko człony cał-
kujące, oscylacyjne oraz całkująco-różniczkujące. Stosując pakiet ob-
liczeniowy Matlab uzyskano obrazy grafi czne widm, które porównano 
z gęstością widmową wyznaczoną dla zarejestrowanych zmian stężenia 
zawiesiny po osadniku wstępnym. Wyniki analizy zostały zaprezento-
wane w uproszczonej formie na rys. 6.

Porównując pokazane na rys.6 gęstości widmowe można zauważyć, 
że przebieg widm jest zbliżony w przypadku, gdy do opisu funkcjonu-
jącej oczyszczalni ścieków zastosowano strukturę blokową zawierającą 

Rys. 6. Grafi czne porównanie widm uzyskanych z danych doświadczalnych oraz sy-
mulacji dla struktury zawierającej człony całkujące (a), oscylacyjne (b) i całkująco-

różniczkujące (c)

człony dynamiczne wyższego rzędu. Potwierdza to skomplikowaną na-
turę procesów zachodzących podczas mechanicznego i biologicznego 
oczyszczania ścieków. 

Podsumowanie i wnioski
Wobec przypadkowej natury zbiorów danych, przedstawionych 

w postaci realizacji, sformułowanie opisu analitycznego może być 
oparte na zastosowaniu defi nicji entropii informacji w celu wyznacze-
nia odpowiednich estymatorów określających wartości statystycznie 
zdeterminowane. 

W oparciu o wyznaczone wartości estymatorów zaproponowano 
funkcje analityczne w dziedzinie czasu i częstotliwości, opisujące pro-
ces usuwania zawiesiny z funkcjonującej oczyszczalni ścieków.

Wykorzystując charakterystyki widmowe (gęstości widmowe) zapro-
ponowano model matematyczny w oparciu o ustaloną strukturę bloko-
wą zawierającą różnego typu człony dynamiczne. 
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