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Modelowanie procesu starzenia Ostwalda z zastosowaniem bilansu populacji

Wprowadzenie i modelowanie

Starzenie Ostwalda jest zjawiskiem zaobserwowanym i opisanym
po raz pierwszy przez Ostwalda w roku 1900 [1]. Proces ten zacho-
dzi w uktadach rozproszonych, takich jak zawiesiny czastek statych
czy emulsje. Jest on spowodowany réznicami w rozpuszczalnos$ci fazy
rozproszonej w fazie ciagtej, ktora zalezy od rozmiaru czastki. Mniejsze
czastki, w konkurencji z wigkszymi, wykazuja wigksza rozpuszczal-
no$¢ w fazie ciaglej, moga stac si¢ niestabilne i rozpuszczac¢ si¢ az do
catkowitego zaniku. Ich kosztem wzrosna stabilne czastki wigksze. Ce-
cha charakterystyczna starzenia czastek jest nieliniowa zalezno$¢ mig-
dzy szybkoscia zmiany rozmiaru czastki a jej chwilowym rozmiarem.
Proces staje si¢ szczegodlnie zauwazalny w uktadach znajdujacych sig
w obszarze metastabilnym tj. takim, w ktorym nie powstaja nowe czast-
ki poprzez nukleacjg. Starzenie Ostwalda jest zjawiskiem powszechnie
zachodzacym w uktadach rozproszonych, istotnym szczegdlnie w pro-
cesach dlugotrwalych z uwagi na stosunkowo mata szybkos¢. Ze wzgle-
du na mozliwos¢ istnienia jego znaczacego wptywu na cechy produktu
istotna jest umiejgtnos¢ prawidtowego modelowania tego zjawiska.

W celu modelowania zmian cech fazy rozproszonej stosuje si¢ bilans
populacji elementéw tworzacych t¢ fazg. Rownanie bilansu populacji
zostalo sformutowanie przez Hulburta i Katza [2]. RoOwnanie to ma
bardzo szerokie zastosowanie, szczegdlnie w inzynierii procesowej,
poniewaz umozliwia kompleksowy opis uktadow rozproszonych. Ze
wzgledu na ztozonos¢ rownania w przypadku uktadoéw rzeczywistych
rzadko udaje si¢ rozwiazac¢ je analitycznie. Z tego powodu waznym za-
gadnieniem jest opracowanie skutecznych metod rozwiazywania bilan-
su populacji, ktére sprawdza si¢ w obliczeniach numerycznych. Opra-
cowano liczne metody rozwiazywania bilansu populacji, w$rdd ktorych
wyrdznia sig¢ standardowa metoda momentow (SMM) [1, 2]. Metoda ta
jest z powodzeniem stosowana w ztozonych symulacjach obliczenio-
wej mechaniki ptynéw (CFD). Jej wada jest to, ze daje ona zamknigty
uktad rownan tylko dla procesow, ktorych kinetyka nie zalezy wcale lub
zalezy liniowo od modelowanych cech elementow fazy rozproszone;.
Hipotez¢ zamykajaca, umozliwiajaca uwzglednienie dowolnie ztozo-
nych réwnan kinetycznych (w tym m.in. procesu starzenia Ostwalda)
zaproponowat McGraw [3] formulujac zatozenia metody kwadratur
(QMOM). Zgodnie z nimi liczbowy rozktad rozmiaru czastek n(L) jest
przyblizany rozktadem dyskretnym ztozonym ze skonczonej liczny
funkcji Diraca

n(L) = ZN:W,.a(L,.-L) (1)
i=0

gdzie L to rozmiar czastek, N oznacza liczbg funkcji Diraca a w; i L; to
odpowiednio wagi i odcigte rozktadu dyskretnego. Podstawa metody
QMOM jest zalozenie, ze modelowany, dyskretny rozktad oraz rozktad
oryginalny n(L) maja identyczne wartosci momentéw. Momenty roz-
ktadu sa zatem definiowane nastgpujaco

P N
mszLkn(L)dLEZL,-w[ dla k=0,1,2,..,2N-1 ()
5 i=0

gdzie k oznacza rzad momentu. Zastosowanie N funkcji Diraca pozwa-
na na $ledzenie 2N momentéw rozktadu, od momentu zerowego rzedu
do momentu rzedu k = 2N-1. Inne odmiany metody kwadratur, korzy-
stajace z tej samej hipotezy zamykajacej, lecz w nieco innych imple-
mentacjach, opracowali Piskunov i Golubev [4] oraz Marchisio i Fox
[5]. Metody te, jako doktadne i szybkie, sa coraz czgsciej wykorzysty-
wane w modelowaniu takich procesow jak nukleacja, wzrost, agregacja,
koalescencja czy rozpad. Proces starzenia Ostwalda nie byt do tej pory
modelowany w ten sposob. W tym przypadku zachodzi nietypowe zja-

wisko zaniku matych czastek w populacji, co stwarza problemy w inter-
pretowaniu tego procesu za pomoca metod kwadraturowych.

Jako uktad modelowy wybrano metastabilng zawiesing krysztatow
siarczanu baru o rozmiarach ponizej 100 nm. Tak mate czastki wyraznie
iszybko podlegaja zmianom w wyniku starzenia. Zatozono kinetyke roz-
puszczania i wzrostu krysztalow przebiegajaca w obszarze dyfuzyjnym,
bazujaca na réownaniu Ostwalda-Freundlicha [2]. Rozwazano uktad
w temperaturze 298 K, przyjeto wspéicz;fnnik dyfuzji D =107 m’s™",
napigcie powierzchniowe ¢ = 1,25 J m ~ i stezenie rownowagowe na
powierzchni duzych krysztatow c,, = 10~ M.

Wyniki i wnioski

Modelowano liczbowy rozktad rozmiaréw n(L) a rozwazana ce-
cha populacji byt charakterystyczny rozmiar liniowy krysztatow L.
Rozwazano dwa przypadki dla ktérych wyniki modelowania przed-
stawiono odpowiednio na rys. 1 i 2. W pierwszym przypadku rozktad
poczatkowy byt logarytmiczno-normalny ze $rednia L;, = 3,74 10° m.
W drugim przypadku rozktad poczatkowy byt bimodalny o $redniej
Ly, =574 10°*mi powstat ze ztozenia dwoch rozktadow logarytmicz-
no-normalnych. Zatozono, ze czastki podlegaja tylko procesowi starze-
nia Ostwalda — nastgpuje rozpuszczanie czastek mniejszych i wzrost
czastek wigkszych. Proces ten §ledzono w czasie od ,=0sdo ¢, =1s.
Bilans populacji rozwiazano dwiema metodami: metoda klas oraz meto-
da kwadratur. Metoda klas, w ktorej rozwazano 10 000 ruchomych klas,
potraktowano jako metodg dajaca rozwiazanie doktadne. Narys. lai2a
pokazano rozktady poczatkowe oraz rozktady uzyskane metoda klas dla
czasu ¢,. Obliczono réwniez momenty rozktadow modelowanych meto-
da klas i zmiany ich warto$ci w czasie pokazano w postaci punktow na
rys. 11 2. Testowano r6zne metody kwadratur [3—5] przy czym metoda
najbardziej stabilng okazata si¢ metoda DQMOM [5]. Obliczone ta me-
toda zmiany w czasie wartosci momentow zostaty pokazane za pomoca
linii ciagtych na rys. 11 2 — wykresy b, ¢, d. Wykresy 1b i 2b pokazuja
wyniki uzyskane poprzez implementacjg jedynie dwoch funkcji Diraca
(N = 2). Na wykresach 1c i 2¢ zamieszczono wyniki dla N = 4 a na
wykresach 1d i 2d pokazano wyniki dla N = 6. Wykresy le i 2e zawie-
raja porownanie $rednich rozmiaréw czastek L, = ms/m, obliczonych
metoda klas oraz metoda kwadratur przy uzyciu dwoch, czterech i szes-
ciu funkcji Diraca. Przyktadowo, dla wynikéw z wykresu 2e, $rednie
kwadratowe odchylenia pomigdzy warto$ciami L3, uzyskanymi metoda
klas i metoda kwadratur sa nastepujace: 20,31% dla N =2, 14,80% dla
N=4110,49% dla N = 6. Taka analizg przeprowadzono dla wszystkich
wynikow, co pozwolilo stwierdzi¢, ze zgodno$¢ warto$ci momentéw
i $rednich obliczonych za pomoca obu metod rosnie wraz ze wzrostem
liczby funkcji Diraca implementowanych w metodzie kwadratur.

Dla momentow nizszych rzedow, szczegolnie dla momentu zerowe-
go rzedu, ktéry podaje liczbg czastek w populacji, obserwujemy duze
réznice dla obu metod modelowania. Wida¢ to szczegolnie wyraznie
w pierwszym etapie procesu, gdy dominuje rozpuszczanie. Metoda
klas pokazuje stopniowe rozpuszczenie si¢ czastek niestabilnych co
jest zgodne z rzeczywistym przebiegiem procesu. Metoda kwadratur
interpretuje ten proces w sposob niemal skokowy. Wynika to z faktu,
ze rozktad jest interpretowany za pomoca jedynie kilku funkcji Dira-
ca 1 skokowe obnizanie si¢ wartosci m, wynika z zaniku (catkowitego
rozpuszczenia si¢) czastek ujetych w funkceji Diraca o najmniejszej od-
cigtej L;. Jednoczesnie nalezy zauwazy¢, ze w tym samym czasie, zgod-
nos$¢ momentow wyzszych rzedoéw jest bardzo dobra dla obu metod.

Od chwili gdy male, niestabilne czastki rozpuszcza si¢ catkowicie,
jedynym mechanizmem starzenia pozostaje redukcja przesycenia po-
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Rys. 1. Wyniki symulacji dla logarytmiczno-normalnego rozktadu poczatkowego,

a) poczatkowy i koncowy rozktad n(L) obliczony metoda klas; b-e) zmiany w czasie

momentow rozktadu m;, i $redniego rozmiaru L;, dla metody klas (punkty) i metody
kwadratur (linie ciagte); N oznacza liczbg funkcji Diraca w metodzie kwadratur
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przez wzrost duzych, stabilnych czastek. W tym etapie zaobserwowano
coraz lepsza w czasie zgodno$¢ wynikow uzyskanych metoda kwadra-
tur z doktadnymi wynikami pochodzacymi z metody klas.

W zwiazku z rozpuszczaniem si¢ czastek, wagi i odcigte dla czgsci
funkcji Diraca daza do zera i wtedy za wtasciwe symulowanie rozktadu
odpowiadaja tylko pozostate funkcje Diraca. Dlatego modelujac sta-
rzenie Ostwalda metoda kwadratur nalezy implementowaé mozliwie
najwigksza liczbe funkeji Diraca.

W pracy pokazano trudnosci i niedoskonatosci zwiazane z interpre-
towaniem procesu starzenia Ostwalda za pomoca metod kwadraturo-
wych. Wykazano, ze momenty wyzszych rzedow sa przewidywane pra-

"1

Rys. 2. Wyniki symulacji dla bimodalnego rozktadu poczatkowego, a) poczatkowy

i koncowy rozktad n(L) obliczony metoda klas; b-¢) zmiany w czasie momentow roz-

ktadu m, i $redniego rozmiaru L5, dla metody klas (punkty) i metody kwadratur (linie
ciagte); N oznacza liczbg funkcji Diraca w metodzie kwadratur
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widtowo a typowe dla procesow krystalizacyjnych $rednie typu L;, lub
L,; moga by¢ przewidywane prawidtowo.
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