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Dok³adnoœæ wyznaczania prêdkoœci przep³ywu
pêcherzy gazowych w cieczach nienewtonowskich

Wprowadzenie

W literaturze przedmiotu mo¿na znaleŸæ wiele prac poœwiê-
conych wyznaczaniu prêdkoœci przep³ywu pojedynczego pê-
cherza gazu przez warstwê cieczy [1, 2]. Mechanizm przep³y-
wu takiego pêcherza nale¿y do bardzo skomplikowanych, bo-
wiem na jego prêdkoœæ wp³ywaj¹: tor po jakim siê porusza,
kszta³t pêcherza, stan pow³oki zewnêtrznej (czy jest sztywna,
czy te¿ elastyczna), ewentualna wewnêtrzna cyrkulacja gazu,
jak równie¿ oddzia³ywanie s¹siednich pêcherzy, czy œcianek
naczynia. Wyznaczanie prêdkoœci przep³ywu pojedynczego
pêcherza opiera siê na klasycznej koncepcji wspó³czynnika
oporu oœrodka, oraz na korelacjach wyznaczonych na drodze
doœwiadczalnej. Wykorzystuj¹c równania korelacyjne opisu-
j¹ce wartoœæ wspó³czynnika oporu do okreœlania prêdkoœci
przep³ywu pêcherzy w cieczy konieczne jest stosowanie w ob-
liczeniach metody prób i b³êdów, gdy¿ prêdkoœæ jak i œrednica
zastêpcza pêcherza wystêpuj¹ zarówno w równaniu opisu-
j¹cym liczbê Reynoldsa Re jak i w definicji wspó³czynnika
oporu oœrodka CD. Nale¿y równie¿ podkreœliæ, ¿e istnieje lo-
giczny zwi¹zek miêdzy dok³adnoœci¹ wyznaczania prêdkoœci
przep³ywu, a dok³adnoœci¹ wyznaczania wspó³czynnika oporu
oœrodka. Oznacza to, ¿e np. 10% b³¹d okreœlania prêdkoœci
przep³ywu skutkuje 20% b³êdem okreœlania wspó³czynnika
oporu oœrodka i odwrotnie, co wynika z równania definiu-
j¹cego ten wspó³czynnik. Zagadnienie okreœlania prêdkoœci
przep³ywu pêcherza gazowego zosta³o doœæ dobrze opracowa-
ne dla cieczy newtonowskich, natomiast w dalszym ci¹gu jest
niezadowalaj¹co rozwi¹zane przy przep³ywie pêcherzy gazo-
wych przez ciecze nienewtonowskie. Oczywiœcie w literaturze
przedmiotu istnieje kilka prac poœwiêconych wyznaczaniu
prêdkoœci przep³ywu pêcherzy gazowych w cieczach nienew-
tonowskich, ale opieraj¹ siê one na klasycznej koncepcji
wspó³czynnika oporu oœrodka [3, 4].

Maj¹c na uwadze wspomniane powy¿ej wady metody okreœ-
lania prêdkoœci przep³ywu pêcherzy gazowych, opartej na
klasycznej koncepcji wspó³czynnika oporu oœrodka, autorzy
pracy postanowili zaadoptowaæ do wyznaczania prêdkoœci
przep³ywu pêcherzy gazowych w cieczach nienewtonowskich
metodê Abou-El-Hassana [5] opracowan¹ oryginalnie dla
przep³ywu pêcherzy gazowych w cieczach newtonowskich.

Dodatkowo porównano oryginaln¹ metodê Abou-El-Hassa-
na z jej modyfikacj¹ podan¹ przez Rodrigue’a [6] dla cieczy
newtonowskich (Tablica 1), adaptuj¹c te metody dla przep³y-
wu pêcherzy gazowych w cieczach nienewtonowskich oraz
zaproponowano w³asn¹ modyfikacjê oryginalnej metody
Abou-El-Hassana dla tych cieczy.

Omówienie wyników

Korzystaj¹c z korelacji przedstawionych w tablicy 1, doko-
nano uogólnienia postaci modu³ów bezwymiarowych opisuj¹-
cych przep³yw pêcherzy gazowych w cieczach nienewtonow-
skich, poprzez wstawienie w miejsce lepkoœci w oryginalnych
modu³ach bezwymiarowych lepkoœci okreœlanej z modelu po-
têgowego:
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Porównanie doœwiadczalnych i teoretycznych wartoœci
prêdkoœci przep³ywu pêcherzy gazowych w cieczach nienew-
tonowskich, otrzymanych dziêki zaadaptowaniu równania
Abou-El-Hassana i Rodrigue’a dla tych cieczy, umo¿liwi³o
sprawdzenie, które z analizowanych równañ przewiduje
prêdkoœæ wznoszenia pêcherzy z najmniejszym b³êdem.

W metodzie Abou-El-Hassana na szczególn¹ uwagê zas³u-
guje fakt, ¿e w definicji liczby prêdkoœci V wystêpuje szukana
prêdkoœæ przep³ywu pêcherza gazowego, co jednoznacznie
umo¿liwia jej obliczenie, je¿eli znamy w³aœciwoœci reologiczne
cieczy. Wynika st¹d równie¿ inny, wydaje siê wa¿niejszy
wniosek, a mianowicie ¿e dok³adnoœæ okreœlania prêdkoœci
przep³ywu pêcherza gazowego jest taka sama jak dok³adnoœæ
opisu modu³u bezwymiarowego zwanego liczb¹ prêdkoœci
– prêdkoœæ pêcherza jest bowiem w pierwszej potêdze w rów-
naniu definiuj¹cym liczbê prêdkoœci (Tablica 1).
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Tablica 1
Równania korelacyjne metody Abou-El-Hassana i Rodrigue’a
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W badaniach nad zagadnieniem prêdkoœci przep³ywu pê-
cherzy gazowych zastosowano kilka cieczy nienewtonowskich
(1% NaCMC, 1,5% kleik skrobiowy–krochmal, 0,25% i 0,5%
PAA) o zró¿nicowanym wskaŸniku charakterystycznym p³y-
niêcia n, zmieniaj¹cym siê w zakresie od 0,434 do 0,831. Ana-
liza danych doœwiadczalnych za pomoc¹ zaadoptowanego na
przep³yw nienewtonowski równania Abou-El-Hassana po-
zwoli³a stwierdziæ, ¿e w zakresie liczby przep³ywu F < 20 me-
toda ta zawy¿a otrzymywan¹ liczbê prêdkoœci V, natomiast
dla liczby przep³ywu F > 100 zani¿a wartoœæ liczby prêdko-
œci V. Okaza³o siê równie¿, ¿e metoda Abou-El-Hassana najle-
piej sprawdza siê w opisie prêdkoœci przep³ywu pêcherzy
w cieczach o silniejszych w³aœciwoœciach nienewtonowskich.
Najmniejszy œredni b³¹d przy wyznaczaniu prêdkoœci pêche-
rzy gazowych uzyskano dla 0,25% i 0,5% PAA – oko³o 5%, na-
tomiast najwiêkszy œredni b³¹d dla 1% NaCMC, bo a¿ 42%.
Nale¿y zaznaczyæ, ¿e prêdkoœæ teoretyczna w tym przypadku
by³a prawie zawsze wiêksza od zmierzonej prêdkoœci ekspery-
mentalnej wznosz¹cych siê pêcherzy. Zaadoptowana korela-
cja Rodrigue’a, podobnie jak zaadoptowane równanie Abou-
-El-Hassana, najgorzej opisuje dane doœwiadczalne w przy-
padku cieczy o s³abych w³aœciwoœciach nienewtonowskich.
Œredni b³¹d dla przep³ywu pêcherzy w 1% NaCMC wynosi
oko³o 27%, w przypadku pozosta³ych mediów doœwiadczal-
nych wynosi on 7%.

W zwi¹zku z tym dla lepszego opisu danych doœwiadczal-
nych zaproponowano zmodyfikowanie oryginalnego równania
Abou-El-Hassana dla przep³ywu pêcherzy gazowych w cie-
czach nienewtonowskich w nastêpuj¹cy sposób:

V F� 0 55 2 56, (log ) , (6)

Œredni b³¹d uzyskiwany podczas wyznaczania prêdkoœci pê-
cherzy gazowych w cieczach nienewtonowskich w oparciu
o zale¿noœæ (6) nie przekracza 5,5%. Najmniejszy œredni b³¹d
wynosz¹cy 3,2% uzyskano przy przep³ywie pêcherzy gazo-
wych w 0,25% PAA, dla 1% NaCMC wynosi³ on 2,6%, w przy-
padku 1,5% kleiku skrobiowego by³ równy 4,3%. Najwiêkszy
œredni b³¹d uzyskano dla 0,5% PAA i wynosi³ on 5,4%.

Analiza metody Abou-El-Hassana zaadaptowanej dla prze-
p³ywu pêcherzy gazowych w cieczach nienewtonowskich wy-
kaza³a, ¿e najlepiej w wyznaczaniu prêdkoœci przep³ywu pê-
cherzy w tych cieczach sprawdza siê zaproponowane przez

autorów (6) (œredni b³¹d równy 5,5%, a maksymalny nie prze-
kracza 30%), gorzej zaadaptowane równ. Rodrigue’a (œredni
b³¹d równy 10,2%). Najgorsze wyniki otrzymywano stosuj¹c
zaadaptowan¹ oryginaln¹ korelacjê Abou-El-Hassana (œredni
b³¹d równy 16,7%).

Wnioski

Podsumowuj¹c rozwa¿ania dotycz¹ce korelacji pozwa-
laj¹cych wyznaczyæ prêdkoœæ pêcherzy gazowych w cieczach
nienewtonowskich mo¿na stwierdziæ, ¿e spoœród korelacji
poddanych analizie w niniejszej pracy najwiêksz¹ dok³adno-
œci¹ cechuje siê metoda opisana zale¿noœci¹ (6) opieraj¹ca siê
na korelacji bêd¹cej modyfikacj¹ równania Abou-El-Hassana
zaadaptowanego dla cieczy nienewtonowskich. Jak wynika
z tablicy 2 pozwala ona na okreœlenie prêdkoœci przep³ywu
wznosz¹cego siê w cieczy pêcherzyka z maksymalnym b³êdem
nie przekraczaj¹cym �30% i ze œrednim b³êdem 5,5%. Pozo-
sta³e metody obliczeniowe poddane analizie charakteryzuj¹
siê zarówno wiêkszym b³êdem maksymalnym, jak i œrednim
w oznaczaniu prêdkoœci przep³ywu pêcherzy gazowych w cie-
czach nienewtonowskich. Jednoczeœnie o oryginalnoœci zapro-
ponowanej korelacji opisanej (6), œwiadczy fakt, ¿e równie do-
brze sprawdza siê ona w cieczach o s³abych, jak i silnych
w³aœciwoœciach nienewtonowskich. Niew¹tpliw¹ zalet¹ tej
metody jest równie¿ to, ¿e dok³adnoœæ okreœlania prêdkoœci
przep³ywu pêcherza gazowego w cieczach nienewtonowskich
jest taka sama jak dok³adnoœæ opisu liczby prêdkoœci V defi-
niuj¹cej szukan¹ prêdkoœæ, w przeciwieñstwie do metody
opartej na klasycznej koncepcji wspó³czynnika oporu oœrodka.
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Rys. 1. Porównanie korelacji (6) zaproponowanej przez autorów
z przyk³adowymi danymi doœwiadczalnymi

Metoda obliczeniowa
zaadaptowana dla cieczy

nienewtonowskich

B³¹d [%]

max. min. œr.*

Abou-El-Hassan

Oryginalne
równanie (1)

+50 -30 16,7

Modyfikacja
Rodrigue’a (2)

+50 -25 10,2

Modyfikacja
autorów (6)

+30 -30 5,5

* œrednia z bezwzglêdnej wartoœci b³êdów dla poszczególnych pomiarów

Tablica 2
Zbiorcze zestawienie dok³adnoœci wyznaczania prêdkoœci

przep³ywu pêcherzy gazowych w cieczach nienewtonowskich
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