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Analiza b³êdów
przy wyznaczaniu wspó³czynnika przejmowania ciep³a

przy przep³ywie cieczy w minikanale

Wprowadzenie

Badania eksperymentalne wyznaczania wspó³czynni-
ka przejmowania ciep³a przy przep³ywie cieczy w minikanale
zosta³y opisane w pracach [1, 2]. Poni¿ej przedstawiono je
skrótowo. Najwa¿niejszym elementem stanowiska badawcze-
go jest modu³ pomiarowy z minikana³em, przez który prze-
p³ywa p³yn ch³odniczy (FC-72). Jedn¹ ze œcian kana³u stano-
wi folia grzejna zasilana pr¹dem sta³ym, na któr¹ natryœniête
s¹ termoczu³e ciek³e kryszta³y. Obserwacjê zmian barwy po-
wierzchni folii umo¿liwia przes³oniêty szklan¹ szyb¹ otwór.
Tylna œciana minikana³u jest quasiadiabatyczna. Poszukiwa-
ne s¹ lokalne wspó³czynniki przejmowania ciep³a na po-
wierzchni oddzielaj¹cej foliê grzejn¹ i p³yn ch³odniczy. Szuka-
ne wielkoœci wyznaczane s¹ na podstawie pomiaru tempera-
tury w wewnêtrznych punktach uk³adu oraz dziêki znajomo-
œci mocy elektrycznej dostarczanej do grzejnika.

Model jednowymiarowy zagadnienia

Zak³ada siê, ¿e w uk³adzie ciecz – przegroda panuje stan
ustalony a zmiany temperatury folii i p³ynu oraz prêdkoœci
cieczy wzd³u¿ szerokoœci kana³u s¹ niewielkie. W zapropono-
wanym podejœciu uwzglêdniono wymiar x w kierunku prze-
p³ywu, oraz wymiar y normalny do niego i odniesiony do gru-
boœci folii (�F) oraz gruboœci szk³a (�G). Wielkoœci odnosz¹ce
siê do folii oznaczono dolnym indeksem F.

Zmiennoœæ strumienia ciep³a wzd³u¿ wspó³rzêdnej x jest
znikoma, st¹d zaniedbuje siê j¹, a na styku folia – ciecz za-
chodzi warunek:
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gdzie � jest poszukiwanym wspó³czynnik przejmowania
ciep³a, zaœ Tl(x) temperatur¹ p³ynu, przybli¿an¹ liniowo na
ca³ej d³ugoœci minikana³u.

Przyjmuj¹c, ¿e ca³e generowane w folii ciep³o jest odbierane
przez wrz¹c¹ ciecz, mo¿emy napisaæ:
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gdzie:
U – spadek napiêcia na folii grzejnej, [V];
I – pr¹d dostarczany do folii grzejnej, [A];

WF – szerokoœæ folii, [m];
L – d³ugoœæ folii, [m].

Za³o¿enia (1) i (2) oraz zast¹pienie pochodnej
A
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ró¿nicowym prowadz¹ do wzoru na wspó³czynnik przejmowa-
nia ciep³a:
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We wzorze (3) temperatura folii brana jest w punktach po-
miarowych xk , tzn. TF(xk,�G) = Tk. Temperaturê TF(xk,�G) mo-
¿na te¿ przybli¿yæ wielomianem aproksymuj¹cym pomiary
Tk. Inne metody wyznaczania wspó³czynnika � omówiono
w pracy [2].

Zastosowanie rachunku wyrównawczego

Pomiary eksperymentalne Tk, które aproksymowane s¹
wielomianem, mo¿na skorygowaæ przy u¿yciu rachunku wy-
równawczego [3, 4]. We wzorze (3) pomiary temperatury Tk

aproksymuje siê wielomianem stopnia n, czyli
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lub w zapisie macierzowym

XA T� � � (5)

gdzie � jest wektorem ró¿nic miêdzy temperatur¹ zmierzon¹ i
jej aproksymat¹. Szukamy jak w pracach [3, 4] poprawek �k

dla temperatury Tk oraz poprawek �j dla wspó³czynników aj

tak, aby spe³niony by³ warunek
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gdzie
~
A jest wektorem skorygowanych pomiarów, zaœ

~
T jest

wektorem skorygowanych wspó³czynników. Warunek (6) jest
warunkiem pobocznym przy minimalizowaniu funkcji

W VT
� $� � min (7)

Macierz V k� [ / ]1 2
" jest macierz¹ wag, a �k oznacza b³¹d po-

miaru temperatury w k-tym punkcie pomiarowym. B³¹d �k

uzyskuje siê z krzywej kalibracji, która okreœla zale¿noœæ po-
miêdzy temperatur¹ folii a barw¹ ciek³ych kryszta³ów. Liczba
�k wyra¿a b³¹d oszacowania wartoœci temperatury folii grzej-
nej na podstawie barwy wskazywanej przez ciek³e kryszta³y
[1, 2].

Oznaczaj¹c F X VXT
�

�( ) 1 , otrzymujemy wektor skorygowa-
nych pomiarów
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gdzie I jest macierz¹ jednostkow¹. B³êdy skorygowanych po-
miarów

~
T wyznacza siê w oparciu o prawo propagacji b³êdów

[3], s¹ one równe pierwiastkom kwadratowym z elementów
le¿¹cych na diagonali macierzy C okreœlonej wzorem

C XFX V V XFX V XFXT T T T
� �

�( ) ( )1 (9)

Wyg³adzone pomiary
~
Tk aproksymujemy nowym wielomia-

nem stopnia n.

B³¹d wspó³czynnika przejmowania ciep³a

Wspó³czynnik przejmowania ciep³a, dany równaniem (3)
zale¿y od parametrów folii: wspó³czynnika przewodzenia
ciep³a – �F, gruboœci folii – �F, temperatury folii TF �x	 �G )
i temperatury p³ynu Tl(x) oraz wewnêtrznej wydajnoœci
Ÿród³a ciep³a – qV. Œredni b³¹d kwadratowy wspó³czynnika
przejmowania ciep³a w tym przypadku dany jest wzorem:
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w którym przyjmujemy nastêpuj¹ce wartoœci:
��F – b³¹d bezwzglêdny pomiaru wspó³czynnika przewo-

dzenia ciep³a przyjêty jako ��F = 0,01 W/(mK);
��F – b³¹d bezwzglêdny pomiaru gruboœci folii,

��F = 5 � 10-8m;
�TF – b³¹d bezwzglêdny pomiaru temperatury,

�T xF k G k( , )4 "� ,
�Tl – b³¹d bezwzglêdny pomiaru temperatury p³ynu

�Tl = 0,39 K, [5];
�qV – b³¹d bezwzglêdny pomiaru wydajnoœci Ÿród³a

ciep³a, �qV = 1,164 � 106 W/m3, [5].

Prezentacja i omówienie wyników

Poni¿ej przedstawiono wyniki obliczania wspó³czynnika
przejmowania ciep³a dla warunków eksperymentalnych
podanych na rys. 1. Dane pomiarowe Tk aproksymowano wie-
lomianem stopnia n = 5.

Nr nastawy

#1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9

Na rys. 2 przedstawiono wykresy lokalnych wspó³czynni-
ków przejmowania ciep³a dla kolejnych nastaw.

Charakter wykresu wspó³czynnika przejmowania ciep³a
z rys. 2a, policzony dla nastaw #7 i #8 ró¿ni siê od charakteru
wykresów w pozosta³ych nastawach. Jest to wynikiem aprok-
symacji pomiarów temperatury wielomianem stopnia 5,
wskutek czego powstaje tzn. efekt nadmiernego dopasowania.
Mo¿na unikn¹æ wspomnianego efektu, je¿eli wykorzysta siê
we wzorze (3) bezpoœrednie dane pomiarowe, a nie ich aprok-
symatê – co widaæ na rys. 2b). Dla powy¿szych wspó³czynni-
ków policzono tak¿e œrednie b³êdy wspó³czynnika przejmowa-
nia ciep³a i przedstawiono je w tablicy 1a).

Zastosowanie rachunku wyrównawczego pozwoli³o na
zmniejszenie œrednich b³êdów wspó³czynników przejmowania
ciep³a (Tablica 1b). Ponadto, rachunek wyrównawczy pozwala
„wyg³adziæ” dane pomiarowe, a dla „wyg³adzonych” danych
pomiarowych wyliczane odchylenia standardowe s¹ znacznie
ni¿sze ni¿ otrzymane z eksperymentu, co przedstawiono na
rys. 3. Poprawki pomiarów temperatury wystêpuj¹ce we wzo-
rze (7) maj¹ rozk³ad normalny o zerowej wartoœci œredniej
i odchyleniu standardowym �k, wiêc powinny spe³niaæ waru-
nek [3, 4]

| |� "k k6 3 (11)

Dla nastaw #6 i #7 warunek (11) spe³nia 98% poprawek �k,
dla pozosta³ych nastaw wszystkie poprawki �k spe³niaj¹ wa-
runek (11). Przy przyjêtych za³o¿eniach odnoœnie �k funkcja
W dana wzorem (7) ma rozk³ad �2 z K – n – 1 liczb¹ stopni
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Rys. 1. Obrazy rozk³adu temperatury folii grzejnej przy danych
eksperymentalnych: minikana³ 30o odchylony od pionu od góry,
g³êbokoœæ kana³u 0,0015 m, L = 0,36 m; WF = 0,04m; prêdkoœæ
przep³ywu cieczy 7 m/s; liczba Reynoldsa Re = 543; ciœnienie
cieczy na wlocie do kana³u 197 kPa, qV = 7,26�104÷11,6	105kW/m3

a)

b)

Rys. 2. Lokalne wspó³czynniki przejmowania ciep³a liczone
w przypadku pomiarów:a) aproksymowanych wielomianem;

b) nie aproksymowanych wielomianem
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swobody [3]. Z przeprowadzonych obliczeñ wynika, ¿e wartoœæ
funkcji W w ¿adnym z przypadków nie jest du¿o wiêksza od
liczby stopni swobody (Tablica 2), co œwiadczy o wiarygodno-
œci przeprowadzonych obliczeñ [3]. Dodatkowo mo¿na wyko-
rzystaæ test �2, który pozwala odrzuciæ wynik dopasowania
wielomianu stopnia n-tego do pomiarów, gdy na poziomie
istotnoœci � zachodzi

W K n� � �
�

G
<1

2 1( ) (12)

W prezentowanym modelu jedynie dla nastawy #7 warunek
(12) jest spe³niony (Tablica 2), wiêc na poziomie ufnoœci 99%
przybli¿anie pomiarów temperatury wielomianem stopnia 5
w tym przypadku nie jest odpowiednie.

Podsumowanie

1. W przedstawionym podejœciu wspó³czynnik przejmowania
ciep³a jest funkcja ci¹g³¹ odleg³oœci punktu x od wlotu
kana³u.

2. Zaprezentowana metoda wykazuje ma³¹ wra¿liwoœæ na
b³êdy danych wykorzystanych do obliczeñ.

3. Zastosowanie rachunku wyrównawczego spowodowa³o
wyg³adzenie pomiarów temperatury oraz znaczne zmniej-
szenie odchyleñ standardowych wyg³adzonych pomiarów.
Ponadto, aplikacja rachunku wyrównawczego spowodowa-
³a znaczne, bo prawie dwukrotne, zmniejszenie œredniego
b³êdu wzglêdnego wspó³czynnika przejmowania ciep³a (Ta-
blica 1b).

4. Podane kryterium poprawnoœci dopasowania wielomianu
stopnia n-tego do danych pomiarowych spe³nione jest dla
wiêkszoœci nastaw (Tablica 2).
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Tablica 1
Œrednie b³êdy wspó³czynnika przejmowania ciep³a

B³¹d
�a
a

[%]
Nr nastawy

#1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9

a) przed zastosowaniem rachunku wyrównawczego 2,59 2,61 2,69 3,04 3,18 3,18 3,21 3,14 3,27

b) po zastosowaniem rachunku wyrównawczego 1,89 1,81 1,73 1,71 1,66 1,61 1,58 1,55 1,51

Tablica 2
Wartoœci G0 99

2
, oraz funkcji W

Wartoœci
Numer nastawy

#1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9

W 38,82 15,62 30,32 50,72 74,69 131,51 352,89 123,30 26,85

G0 99
2

, 182,98 188,67 234,91 260,60 286,14 293,89 304,94 272,89 239,39

Rys. 3a) Tk k� " – temperatura i b³¹d pomiaru temperatury dla #5, b)
~ ~Tk k� " – Wyg³adzone pomiary temperatury i b³êdy pomiarów

wyg³adzonych dla #5
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