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KAŁadunki kumulacyjne i modelowanie numeryczne 

ich wybuchu
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:JAWISKO฀KIERUNKOWEGO฀ZWIÇKSZENIA฀EFEKTÐW฀DETONACJI฀ZNANE฀BY�O฀
JU�฀W฀86)))฀W�฀0OLEGA฀ONO฀NA฀KONCENTRACJI฀ENERGII�฀KTÐRA฀POWODUJE฀LO

KALNE฀NASILENIE฀DZIA�ANIA฀WYBUCHU฀NA฀OTOCZENIE�฀ *AKO฀PRZYK�AD฀MO�E฀
POS�U�YÃ฀EFEKT฀KUMULACJI฀OSIOWEJ฀PRZEDSTAWIONY฀NA฀RYSUNKU฀��

$ETONACJA฀CYLINDRYCZNEGO฀�ADUNKU฀MATERIA�U฀WYBUCHOWEGO�฀KTÐRY฀
ZOSTA�฀PRZY�O�ONY฀BEZPOyREDNIO฀DO฀P�YTY฀WYKONANEJ฀NP�฀ZE฀STALI�฀PO

WODUJE฀JEDYNIE฀POWSTANIE฀NIEWIELKIEGO฀KRATERU฀W฀P�YCIE�฀7YKONANIE฀
WG�ÇBIENIA฀W฀TYM฀�ADUNKU฀W฀KSZTA�CIE฀STO�KA฀�TZW�฀WNÇKI฀KUMULACYJNEJ	฀
POWODUJE�฀I�฀W฀WYNIKU฀DETONACJI฀MATERIA�U฀WYBUCHOWEGO฀NASTÇPUJE฀
KONCENTRACJA฀ENERGII฀PRODUKTÐW฀DETONACJI฀NA฀NIEWIELKIEJ฀POWIERZCHNI�฀
W฀WYNIKU฀ CZEGO฀ POWSTAJE฀ KRATER฀ O฀G�ÇBOKOyCI฀ ZBLI�ONEJ฀ DO฀yREDNICY฀
�ADUNKU�฀�ADUNKI฀TAKIE฀NAZYWA�O฀SIÇ฀�ADUNKAMI฀WNÇKOWYMI�฀%FEKT฀TEN฀
ZAUWA�Y�฀POD฀KONIEC฀86)))฀W�฀IN�YNIER฀GÐRNICZY฀&RANZ฀VON฀"ADER฀;�=�฀
3POSTRZEG�฀ON�฀ I�฀WZORY�฀ JAKIE฀BY�Y฀WYT�OCZONE฀NA฀�ADUNKU฀MATERIA�U฀
WYBUCHOWEGO�฀ W฀WYNIKU฀ DETONACJI฀ ODBIJAJ�฀ SIÇ฀ NA฀P�YTACH฀ WYKONA

NYCH฀Z฀METALU�฀"Y�O฀TO฀SWOISTEGO฀RODZAJU฀GRAWEROWANIE�฀0OD฀KONIEC฀
8)8฀W�฀VON฀&ÓRSTER฀BADA�฀GRAWEROWANIE฀WYBUCHOWE฀I฀TO฀ON฀JEST฀UWA

�ANY฀ZA฀ODKRYWCÇ฀UKIERUNKOWANEGO฀DZIA�ANIA฀�ADUNKÐW฀WNÇKOWYCH�฀
%FEKT฀TEN฀ZOSTA�฀POWTÐRNIE฀ODKRYTY฀PRZEZ฀#HARLESoA฀%�฀-UNROEoA�฀$E

TONOWA�฀ON฀NA฀STALOWYCH฀P�YTACH฀BLOKI฀MATERIA�U฀WYBUCHOWEGO฀Z฀RÐ�

NYMI฀ INICJA�AMI฀NP��฀5�3�.�฀�5NITED฀3TATES฀.AVY	�฀KTÐRE฀PO฀DETONACJI฀
ODBIJA�Y฀ SIÇ฀NA฀P�YTACH�฀7฀����฀R�฀W฀PRACY฀#�฀%�฀-UNROEoA฀a-ODERN฀
%XPLOSIVESq฀ZOSTA�Y฀OPISANE฀BADANIA฀NAD฀ZASTOSOWANIEM฀UKSZTA�TOWA

NYCH฀�ADUNKÐW฀MATERIA�U฀WYBUCHOWEGO�฀W฀SZCZEGÐLNOyCI฀HISTORYCZNE฀
DOyWIADCZENIE�฀POLEGAJ�CE฀NA฀ZDETONOWANIU฀�ADUNKU฀�ELATYNY฀WYBU

CHOWEJ�฀ PO฀KTÐRYM฀ NA฀SKUTEK฀ ODPOWIEDNIEGO฀ WYDR��ENIA฀ �ADUNKU฀
OTRZYMANO฀W฀SKALE฀NAPIS฀-5.2/%฀;�=�฀0ODOBNE฀BADANIA฀PROWADZILI฀
W฀.IEMCZECH฀%�฀.EUMANN฀ORAZ฀-�฀.EUMANN฀�����	�฀KTÐRZY฀ODKRYLI�฀
�E฀EFEKT฀KIERUNKOWEGO฀DZIA�ANIA฀�ADUNKU฀WNÇKOWEGO฀MO�NA฀ZNACZNIE฀
ZWIÇKSZYÃ฀ ;�=�฀ JEyLI฀ WNÇKA฀ KUMULACYJNA฀ ZOSTANIE฀ WY�O�ONA฀ WARSTW�฀
CIA�A฀STA�EGO�฀NP�฀Z฀METALU�฀SZK�A�฀CERAMIKI�฀O฀KSZTA�CIE฀WG�ÇBIENIA�฀7AR

STWÇ฀T�฀NAZYWA฀SIÇ฀WK�ADK�฀KUMULACYJN��฀NATOMIAST฀�ADUNEK฀WNÇKOWY฀
Z฀WK�ADK�฀NAZYWA฀SIÇ฀�ADUNKIEM฀KUMULACYJNYM�฀%FEKT฀KUMULACYJNY฀JEST฀
NAZYWANY฀EFEKTEM฀-UNROEoA฀�W฀3TANACH฀:JEDNOCZONYCH	฀LUB฀EFEKTEM฀
.EUMANNA฀ �W฀.IEMCZECH	�฀ 7฀BADANIACH฀ NAD฀ ZJAWISKIEM฀ KUMULACJI฀
UCZESTNICZY�฀ TAK�E฀ IN��฀*ERZY฀ "A�ACZYÎSKI�฀ KTÐRY฀ OPUBLIKOWA�฀ PRACÇ฀
a-ATEMATYCZNA฀ANALIZA฀DZIA�ANIA฀NABOI฀WYDR��ONYCHq฀W฀a0RZEGL�DZIE฀
ARTYLERYJSKIMq฀NR฀�������

0ODCZAS฀))฀WOJNY฀yWIATOWEJ฀EFEKT฀KUMULACYJNY฀ZOSTA�฀WYKORZYSTA

NY฀W฀WIELU฀ODMIANACH฀BRONI฀PRZECIWPANCERNEJ�฀GDZIE฀JAKO฀PRZYK�ADY฀
MO�NA฀PODAÃ฀RÇCZNE฀GRANATNIKI�฀W฀.IEMCZECH฀O฀NAZWIE฀a0ANZERFAUSTq฀
ORAZ฀W฀53!฀a"AZOOKAq�฀7฀.IEMCZECH฀OPRACOWANO฀WIELE฀KONSTRUKCJI฀
S�U��CYCH฀MIÇDZY฀ INNYMI฀DO฀NISZCZENIE฀OKRÇTÐW฀CZY฀SCHRONÐW�฀.AJ

WIÇKSZYM฀ PRZEDSTAWICIELEM฀ TEJ฀ GRUPY฀ BY�A฀ KONSTRUKCJA฀ Z฀SERII฀ 3(,฀

�3CHWERE฀(OHLLADUNG	฀O฀NAZWIE฀"EETHOVEN฀;�=�฀7฀JEJ฀SK�AD฀WCHODZI�A฀
WK�ADKA฀HEMISFERYCZNA฀O฀yREDNICY฀����฀MM�฀A฀�ADUNEK฀MATERIA�U฀WY

BUCHOWEGO฀MIA�฀MASÇ฀�฀TON�

"IRKHOFF฀;�=฀W฀53!฀I฀�AWRIENTIEW฀;�=฀W฀:322฀OPRACOWALI฀PODSTA

WY฀TZW�฀HYDRODYNAMICZNEJ฀TEORII฀KUMULACJI�฀4EORIA฀TA฀PRZYJMUJE�฀I�฀MA

TERIA�฀WK�ADKI฀PODCZAS฀FORMOWANIA฀SIÇ฀STRUGI฀KUMULACYJNEJ฀ZACHOWUJE฀
SIÇ฀ JAK฀CIECZ�฀A฀DOK�ADNIEJ฀CIECZ฀NIEyCIyLIWA�฀PONIEWA�฀POMIJA฀SIÇ฀yCI

yLIWOyÃ฀MATERIA�U฀WK�ADKI�฀:A�O�ENIE฀TO฀NIE฀JEST฀SPE�NIONE�฀PONIEWA�฀
W฀OBSZARZE฀KOLIZJI฀WYSTÇPUJ�฀WYSOKIE฀CIyNIENIA฀SIÇGAJ�CE฀���฀'0A�

%FEKT฀KUMULACYJNY฀MO�NA฀WZMOCNIÃ฀PRZEZ฀ODPOWIEDNIE฀UKSZTA�

TOWANIE฀ FRONTU฀ FALI฀DETONACYJNEJ฀ ;�=�฀$ZIÇKI฀PROWADZONYM฀ROZWA�A

NIOM฀TEORETYCZNYM฀ORAZ฀BADANIOM฀DOyWIADCZALNYM฀USTALONO฀STRUKTU

RÇ฀STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO฀ORAZ฀MECHANIZM฀JEGO฀POWSTAWANIA฀;��฀��฀
�=฀ORAZ฀WNIKANIA฀W฀PRZESZKODÇ฀�JEDNOLIT�฀;�=�฀KILKUWARSTWOW�฀;��=	�฀
#IyNIENIE฀ PRODUKTÐW฀ DETONACJI฀ STOPNIOWO฀ DEFORMUJE฀ ORAZ฀ NAPÇDZA฀
WK�ADKÇ�฀7฀WYNIKU฀WZROSTU฀CIyNIENIA฀NASTÇPUJE฀ROZP�YW฀ZGROMADZO

NEGO฀PRZY฀OSI฀MATERIA�U฀NA฀DWIE฀CZÇyCI�฀KTÐRYCH฀MASY฀I฀PRÇDKOyCI฀ZALE��฀
OD฀PARAMETRÐW฀�ADUNKU฀KUMULACYJNEGO�฀0IERWSZA฀Z฀NICH฀NOSI฀NAZWÇ฀
ZBITKI�฀NATOMIAST฀DRUGA฀NAZYWANA฀JEST฀STRUMIENIEM฀KUMULACYJNYM�
• ZBITKA฀ s฀ ZAWIERA฀ WIÇKSZ�฀ CZÇyÃ฀ MASY฀ WK�ADKI�฀ POWSTAJE฀ Z฀ZE


WNÇTRZNEJ฀ CZÇyCI฀ WK�ADKI�฀ PORUSZA฀ SIÇ฀ STOSUNKOWO฀ WOLNO฀ �JEJ฀
PRÇDKOyÃ฀NIE฀PRZEKRACZA฀ZWYKLE฀�฀KM�S	�

• STRUMIEÎ฀KUMULACYJNY฀s฀JEST฀TO฀WYD�U�ONA�฀SILNIE฀NAGRZANA฀STRUGA฀
MATERIA�U฀WK�ADKI�฀TWORZY฀SIÇ฀Z฀JEJ฀WEWNÇTRZNEJ฀CZÇyCI�฀CZO�O฀STRU

MIENIA฀OSI�GA฀NAJWIÇKSZ�฀PRÇDKOyÃ฀�
��฀KM�S�฀2OZK�AD฀PRÇDKOyCI฀
WZD�U�฀ STRUMIENIA฀ MO�NA฀ TRAKTOWAÃ฀ W฀PRZYBLI�ENIU฀ ZA฀LINIOWY�฀
MASOWO฀STANOWI฀��
���฀WK�ADKI�

7฀WYNIKU฀ WYSTÇPOWANIA฀ EFEKTÐW฀ yCINANIA฀ STRUMIEÎ฀ I฀WK�ADKA฀
OBRACAJ�฀ SIÇ฀W฀PRZECIWNYCH฀KIERUNKACH�฀7฀WYNIKU฀BADAÎ฀W�AyCIWO

yCI฀�ADUNKÐW฀KUMULACYJNYCH฀ODKRYTO�฀�E฀ZE฀WZROSTEM฀K�TA฀ROZWARCIA฀
STO�KA฀MALEJE฀PRÇDKOyÃ฀CZO�A฀STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO�฀$LA฀DU�YCH฀
K�TÐW฀ROZWARCIA฀�POWY�EJ฀����฀s฀BRAK฀JEDNAK฀yCIS�EJ฀GRANICY	฀ZAMIAST฀
STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO฀POWSTAJE฀KILKA฀WYSOKOENERGETYCZNYCH฀OD

�AMKÐW�฀ 0RZY฀ ODPOWIEDNIM฀ DOBORZE฀ PARAMETRÐW฀ PRAWIE฀ CA�Y฀ MA

TERIA�฀TWORZY฀JEDNOLITE฀CIA�O฀O฀DU�EJ฀PRÇDKOyCI฀RZÇDU฀�
�฀KM�S฀s฀JEST฀
TO฀TZW�฀ POCISK฀ FORMOWANY฀ WYBUCHOWO฀ �%&0฀ s฀ %XPLOSIVELY฀ &ORMED฀
0ROJECTILE	�

0ROWADZONO฀ WIELE฀ BADAÎ฀ NAD฀ WP�YWEM฀ RÐ�NYCH฀ PARAMETRÐW฀
NA฀EFEKT฀KUMULACYJNY�฀ZARÐWNO฀OD฀STRONY฀�ADUNKU฀KUMULACYJNEGO�฀JAK฀
RÐWNIE�฀MATERIA�U฀OPOROWEGO฀;�=�฀KTÐRE฀WYKAZA�Y฀BRAKI฀W฀HYDRODY

NAMICZNEJ฀TEORII฀PRZEBICIA�฀-O�LIWE฀JEST฀UZYSKANIE฀�ADUNKÐW฀KUMULA

CYJNYCH฀GENERUJ�CYCH฀STRUMIENIE฀O฀PRÇDKOyCI฀���฀KM�S�฀A฀PRZEWIDUJE฀
SIÇ฀MO�LIWOyÃ฀UZYSKANIA฀PRÇDKOyCI฀OK�฀���฀KM�S฀;��=�฀7ZORY฀OBLICZE

NIOWE฀ ROZBUDOWYWANO฀ O฀KOLEJNE฀ CZ�ONY฀ OPISUJ�CE฀ WP�YW฀ POSZCZE

GÐLNYCH฀ CZYNNIKÐW�฀ /PIS฀ TYCH฀ METOD฀ ANALITYCZNYCH฀ MO�NA฀ ZNALE|Ã฀
W฀PRACY฀;�=�฀2OZWÐJ฀TECHNICZNY�฀POJAWIENIE฀SIÇ฀KOMPUTERÐW�฀ROZWÐJ฀

2YS�฀��฀%FEKT฀ODDZIA�YWANIA฀�ADUNKU฀P�ASKIEGO฀�A	�฀WYDR��ONEGO฀�B	฀
ORAZ฀WYDR��ONEGO฀Z฀WK�ADK�฀KUMULACYJN�฀�C	

2YS�฀��฀/BRAZ฀ZBITKI฀��	฀I฀STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO฀��	
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METOD฀ NUMERYCZNYCH�฀ A฀ZW�ASZCZA฀ PIONIERSKA฀ PRACA฀ 2ICHARDA฀ #O

URANTA฀ORAZ฀(ERBRETA฀2OBBINSA฀a7HAT฀IS฀-ATHEMATIC��฀!N฀ELEMENTARY฀
APPROACH฀TO฀IDEAS฀AND฀METHODq฀OPUBLIKOWANA฀W฀����฀R��฀KTÐRA฀OPI

SUJ�CE฀METODÇ฀ELEMENTÐW฀SKOÎCZONYCH฀SPRAWI��฀�E฀SKOMPLIKOWANE฀
OBLICZENIA฀STA�Y฀SIÇ฀�ATWIEJSZE�฀2OZWÐJ฀TEJ฀METODY฀BÇD�CY฀ZAS�UG�฀NIE฀
TYLKO฀MATEMATYKÐW฀SPRAWI��฀�E฀AKTUALNIE฀UKAZUJE฀SIÇ฀DU�A฀ILOyÃ฀PRAC฀
NAUKOWYCH�฀W฀KTÐRYCH฀W฀MNIEJSZYM฀LUB฀WIÇKSZYM฀STOPNIU฀KORZYSTA฀
SIÇ฀ Z฀KOMPUTEROWEGO฀ MODELOWANIA�฀ /BECNIE฀ OPRÐCZ฀ METODY฀ ELE

MENTÐW฀SKOÎCZONYCH฀STOSOWANE฀S�฀TE�฀INNE฀METODY฀NUMERYCZNEGO฀
MODELOWANIA�

#HOÃ฀ZJAWISKO฀KUMULACJI฀JEST฀JU�฀ZNANE฀OD฀DAWNA�฀TO฀PIERWSZA฀PRA

CA�฀KTÐRA฀DOTYCZY�A฀ JEGO฀MODELOWANIA฀UKAZA�A฀SIÇ฀DOPIERO฀W฀����฀R�฀
;��=�฀7฀MIARÇ฀POSTÇPU฀TECHNICZNEGO฀KOMPUTERY฀UMO�LIWIA�Y฀ROZWI�

ZYWANIE฀CORAZ฀TO฀BARDZIEJ฀SKOMPLIKOWANYCH฀MODELI�฀0ROBLEM฀GENERO

WANIA฀STRUMIENIA฀Z฀�ADUNKU฀KUMULACYJNEGO฀RÐWNIE�฀MO�NA฀MODELO

WAÃ฀PRZY฀POMOCY฀ODPOWIEDNICH฀KODÐW฀KOMPUTEROWYCH�฀:JAWISKO฀
KUMULACJI฀ NALE�Y฀ DO฀SZYBKOZMIENNYCH฀ ODDZIA�YWAÎ฀ DYNAMICZNYCH�฀
:ACHOWANIE฀ SIÇ฀ MATERIA�ÐW฀ PODCZAS฀ SYMULACJI฀ OPISUJ�฀ ODPOWIEDNIE฀
MODELE�฀ A฀PODSTAWOWYM฀ DLA฀ METALI฀ W฀WARUNKACH฀ SILNYCH฀ OBCI��EÎ฀
DYNAMICZNYCH฀ JEST฀MODEL฀ CIA�A฀ SPRÇ�YSTO�LEPKO฀PLASTYCZNEGO�฀-ODEL฀
MATEMATYCZNO
FIZYCZNY฀ZJAWISKA฀OPARTY฀JEST฀NA฀RÐWNANIACH฀OyRODKÐW฀
CI�G�YCH฀ �PRAWA฀ ZACHOWANIA�฀MODEL฀ KONSTYTUTYWNY฀ *OHNSONA
#OOKA฀
CZY฀TE�฀3TEINBERGA
'UINANA�฀RÐWNANIA฀STANU฀DLA฀CIA�฀STA�YCH฀ORAZ฀MODEL฀
HYDRODYNAMICZNY฀ DLA฀ PRODUKTÐW฀ DETONACJI฀ STA�EGO฀ MATERIA�U฀ WYBU

CHOWEGO	�฀7yRÐD฀METOD�฀PRZY฀POMOCY฀KTÐRYCH฀MO�EMY฀MODELOWAÃ฀
DANE฀ZJAWISKA฀WYMIENIÃ฀MO�NA�
• METODA฀,AGRANGEoA�
• METODA฀%ULERA�
• METODY฀,AGRANGEoOWSKO
%ULEROWSKIE�
• METODA฀WYG�ADZONEJ฀HYDRODYNAMIKI฀CZ�STEK�
• METODA฀ELEMENTÐW฀SKOÎCZONYCH�
• METODA฀PUNKTÐW฀SWOBODNYCH�

-ETODA฀,AGRANGEoA
7฀METODZIE฀ZMIENNYMI฀NIEZALE�NYMI฀S�฀CZAS฀ORAZ฀IDENTYFIKATORY฀

ELEMENTÐW฀OyRODKA�฀3IATKA฀PRZESTRZENNA�฀ JAK�฀POKRYWA฀SIÇ฀BADANE฀
CIA�O฀ �TWORZ�C฀ KOMÐRKI	�฀ PRZEMIESZCZA฀ SIÇ฀ ORAZ฀ DEFORMUJE฀ RAZEM฀
Z฀NIM฀;��Ô��=�฀0RZEZ฀GRANICE฀PRZESTRZENNE฀KOMÐREK฀NIE฀MA฀TRANS

PORTU฀MASY�฀:ALET�฀ TEJ฀METODY฀ JEST฀ �ATWA฀APROKSYMACJA฀WARUNKÐW฀
BRZEGOWYCH�฀.ATOMIAST฀PODSTAWOW�฀WAD�฀JEST฀FAKT�฀I�฀SIATKA฀NUME

RYCZNA฀PODCZAS฀MODELOWANIA฀ZJAWISK฀Z฀DU�YMI฀DEFORMACJAMI฀ULEGA฀
ZNACZNEMU฀ZNIEKSZTA�CENIU�฀NAWET฀DO฀TZW�฀DEFORMACJI฀PATOLOGICZNEJ�฀
DLA฀KTÐREJ฀DALSZY฀RACHUNEK฀NIE฀MA฀SENSU฀FIZYCZNEGO�฀*EDNYM฀ZE฀SPO

SOBÐW฀PORADZENIA฀SOBIE฀Z฀PROBLEMEM฀ZNACZNEJ฀DEFORMACJI฀SIATKI฀JEST฀
JEJ฀ REKONSTRUKCJA฀ �CO฀PEWIEN฀ CZAS	฀ PODCZAS฀ ANALIZY฀ �TZW�฀ MESHING฀
ADAPTACYJNY	฀ ;��Ô��=�฀ PROWADZ�CA฀ DO฀POPRAWY฀ JEJ฀ REGULARNOyCI�฀
2EKONSTRUKCJA฀TAKA฀JEST฀SKOMPLIKOWANA฀I฀MO�E฀PROWADZIÃ฀DO฀UTRATY฀
DOK�ADNOyCI฀OBLICZEÎ�

-ETODA฀%ULERA
-ETODA฀ POLEGA฀ NA฀TWORZENIU฀ NIERUCHOMEJ�฀ NIEKONIECZNIE฀ REGU


LARNEJ฀ SIATKI฀ PRZESTRZENNEJ฀ POKRYWAJ�CEJ฀ OBSZAR฀ PODDAWANY฀ ANALIZIE฀
;��Ô��=�฀7฀TEJ฀METODZIE฀BADANE฀CIA�O฀PORUSZA฀SIÇ฀NA฀TLE฀NIERUCHOMEJ฀
SIATKI�฀/PRÐCZ฀SIATKI฀WPROWADZA฀SIÇ฀LINIE฀APROKSYMUJ�CE฀GRANICE฀ROZ

WA�ANEGO฀OBSZARU�฀'RANICE฀BADANEGO฀CIA�A฀PODCZAS฀PRZEMIESZCZANIA฀
TWORZ�฀NIEREGULARNE฀KOMÐRKI�฀KTÐRYCH฀KSZTA�T฀JEST฀ZMIENNY฀W฀CZASIE�฀
:ALET�฀ TEJ฀ METODY฀ JEST฀ UZYSKIWANIE฀ LEPSZYCH฀ REZULTATÐW฀ W฀PRZYPAD

KU฀ ZJAWISK�฀ KTÐRYM฀ TOWARZYSZY฀ SILNA฀ DEFORMACJA�฀ 7AD�฀ NATOMIAST฀
S�฀TRUDNOyCI฀PRZY฀OBLICZANIU฀STRUMIENI฀ENERGII�฀MASY฀ORAZ฀PÇDU�฀A฀TAK

�E฀POTRZEBA฀STOSOWANIA฀SKOMPLIKOWANYCH฀ALGORYTMÐW�฀0ROCES฀OBLI

CZENIOWY฀ ZAZWYCZAJ฀ DZIELI฀ SIÇ฀ NA฀KILKA฀ KROKÐW฀ POLEGAJ�CYCH฀ NA฀TYM�฀
I�฀NAJPIERW฀LICZY฀SIÇ฀DANY฀STRUMIEÎ฀W฀SPOSÐB฀PRZYBLI�ONY�฀A฀NASTÇPNIE฀
KORYGUJE฀SIÇ฀W฀ZALE�NOyCI฀OD฀ILOyCI฀KROKÐW฀PRZYBLI�ENIA�฀3TOPIEÎ฀Z�O

�ONOyCI฀OBLICZEÎ฀WZRASTA�

-ETODY฀,AGRANGEoOWSKO
%ULEROWSKIE
4O฀BUDOWA฀ALGORYTMÐW�฀W฀KTÐRYCH฀CELEM฀JEST฀MO�LIWOyÃ฀WYKO


RZYSTANIA฀OBU฀RODZAJÐW฀ELEMENTÐW฀;��Ô��=�฀��CZ�C฀TE฀METODY฀MO�NA฀
UZYSKAÃ฀BARDZO฀DU��฀LICZBÇ฀ALGORYTMÐW�฀7฀TEJ฀GRUPIE฀METOD฀WYRÐ�NIA฀
SIÇ฀MIÇDZY฀INNYMI฀NASTÇPUJ�CE฀GRUPY฀ALGORYTMÐW�
A	฀฀ ALGORYTMY�฀ W฀KTÐRYCH฀ OBSZAR฀ PODDANY฀ ANALIZIE฀ POKRYWANY฀ ZOSTAJE฀

NIERUCHOM�฀SIATK�฀EULEROWSK��฀NATOMIAST฀OyRODEK฀TRAKTOWANY฀JEST฀
JAKO฀ ZBIÐR฀ RUCHOMYCH฀ CZ�STEK�฀ CZYLI฀ SIATKA฀ LAGRANGEoA฀ PORUSZAJ�CA฀
SIÇ฀ PRZEZ฀ OCZKA฀ SIATKI฀ EULEROWSKIEJ�฀ $O฀OKREyLENIA฀ PARAMETRÐW฀
POLA฀S�U�Y฀SIATKA฀EULEROWSKA�฀NATOMIAST฀SIATKA฀LAGRANGEoOWSKA฀S�U�Y฀
DO฀OKREyLENIA฀PARAMETRÐW฀OyRODKA�฀/BLICZENIA฀PROWADZONE฀S�฀NAJ

PIERW฀ DLA฀ SIATKI฀ RUCHOMEJ�฀ A฀NASTÇPNIE฀ PARAMETRY฀ S�฀PRZELICZANE฀
NA฀SIATKÇ฀NIERUCHOM��฀*AKO฀PRZYK�ADY฀TAKICH฀METOD฀MO�NA฀PODAÃ�

• METODA฀CZ�STEK฀W฀KOMÐRKACH฀�0)#�฀ANG�฀0ARTICLE฀)N฀#ELL	฀s฀METODA฀
POZWALA฀ NA฀MODELOWANIE฀ DOWOLNIE฀ DU�YCH฀ DEFORMACJI฀ OyRODKA฀
ORAZ฀Z�O�ONYCH฀RUCHÐW฀OyRODKÐW฀WIELOSK�ADNIKOWYCH�

• METODA฀DU�YCH฀CZ�STEK฀s฀ZAMIAST฀ZBIORU฀DYSKRETNYCH฀CZ�STEK฀�JAK฀
MA฀TO฀MIEJSCE฀W฀METODZIE฀0)#	�฀MASÇ฀ZAWART�฀W฀EULEROWSKIEJ฀KO

MÐRCE฀ROZPATRUJE฀SIÇ฀JAKO฀CA�OyÃ�

B	฀฀ ALGORYTMY�฀W฀KTÐRYCH฀WNÇTRZE฀OyRODKA฀OPISYWANE฀JEST฀JAK฀W฀ME

TODZIE฀ EULEROWSKIEJ�฀ NATOMIAST฀ GRANICE฀ CIA�฀ ORAZ฀ SWOBODNE฀ PO

WIERZCHNIE฀ CIA�฀ S�฀OPISYWANE฀ JAK฀ W฀METODZIE฀ LAGRANGEoOWSKIEJ�฀
:ASTOSOWANIE฀TEJ฀METODY฀PROWADZI฀DO฀ZNACZNEGO฀SKOMPLIKOWA

NIA฀ALGORYTMÐW฀OBLICZENIOWYCH�฀ALE฀MO�LIWE฀JEST฀LEPSZE฀OPISANIE฀
GRANIC฀OyRODKA�฀ZACHOWANIE฀SIÇ฀W฀KOMÐRKACH�฀NAWET฀PRZY฀ZNACZ

NEJ฀DEFORMACJI฀OyRODKA�
-ETOD�฀ T�฀MODELOWANO฀ SKONSTRUOWANE฀ ORAZ฀ PODDANE฀ PRÐBOM฀

POLIGONOWYM฀�ADUNKI฀KUMULACYJNE฀O฀MASIE฀���฀KG฀�W฀TYM฀���฀KG฀STA

NOWI�฀MATERIA�฀WYBUCHOWY�฀NATOMIAST฀WK�ADKA฀MIEDZIANA฀MIA�A฀MASÇ฀
��฀KG	฀;��=�

฀
-ETODA฀WYG�ADZONEJ฀HYDRODYNAMIKI฀CZ�STEK฀30(฀฀
�ANG�฀3MOOTH฀0ARTICLE฀(YDRODYNAMIC	

-ETODA฀ TA฀POCZ�TKOWO฀ BY�A฀ OPRACOWANA฀ W฀CELU฀ SYMULOWANIA฀
DYNAMIKI฀ P�YNÐW฀ W฀ASTROFIZYCE�฀ 3WEGLE฀ UCZYNI�฀ J�฀U�YTECZN�฀ DO฀SY

MULOWANIA฀ZJAWISK฀WYBUCHU฀;��=�฀7฀METODZIE฀TEJ฀CIA�O฀DZIELONE฀JEST฀
NA฀PODOBSZARY�฀A฀NASTÇPNIE฀KA�DY฀Z฀NICH฀ZASTÇPUJE฀SIÇ฀CZ�STK�฀MATERIAL

N��฀OPISYWAN�฀M�฀IN�฀ZA฀POMOC�฀WEKTORA฀PO�O�ENIA฀ORAZ฀MASY�฀#Z�STKI฀
ODDZIA�UJ�฀MIÇDZY฀SOB��฀A฀JEGO฀ZASIÇG฀OKREyLA฀PARAMETR฀WYG�ADZENIA�฀
KTÐRY฀DECYDUJE฀O฀ICH฀ LICZBIE�฀ )M฀WIÇKSZY฀ JEST฀PARAMETR฀WYG�ADZENIA�฀
TYM฀WIÇCEJ฀ CZ�STEK฀ODDZIA�UJ�CYCH฀MIEDZY฀ SOB��฀CO฀POPRAWIA฀ STABIL

NOyÃ฀ SCHEMATU�฀ ALE฀WYD�U�A฀CZAS฀OBLICZEÎ�฀:MIANY฀WIELKOyCI฀ FIZYCZ

NYCH฀DANEJ฀CZ�STKI฀UZYSKUJE฀SIÇ฀W฀WYNIKU฀ZSUMOWANIA฀EFEKTÐW฀ODDZIA

�YWANIA฀NA฀NI�฀OTACZAJ�CYCH฀CZ�STEK฀Z฀WAGAMI฀OKREyLONYMI฀ZA฀POMOC�฀
PEWNEJ฀FUNKCJI฀�TZW�฀J�DRA�฀FUNKCJA฀TA฀JEST฀ZALE�NA฀M�฀IN�฀OD฀PARAMETRU฀
WYG�ADZENIA	฀W฀PUNKCIE฀PO�O�ENIA฀DANEJ฀CZ�STKI�฀$O฀ZALET฀TEJ฀METODY฀
MO�NA฀ZALICZYÃ฀ �ATWOyÃ฀SYMULACJI฀ CIA�฀O฀SKOMPLIKOWANYCH฀KSZTA�TACH฀
ORAZ฀ DOBR�฀ STABILNOyÃ฀ METODY�฀ $O฀JEJ฀ WAD฀ NALE��฀ M�฀ IN�฀ TRUDNOyCI฀
Z฀DOBOREM฀FUNKCJI฀�J�DRA	฀ORAZ฀PARAMETRU฀WYG�ADZENIA�฀0RZY฀U�YCIU฀TEJ฀
METODY฀BADANO฀�ADUNKI฀O฀RÐ�NYCH฀WYMIARACH฀;���฀���฀��=�฀:NANA฀JEST฀
RÐWNIE�฀METODA฀-30(฀s฀-ULTI
0HASE฀30(฀s฀KTÐRA฀POPRAWIA฀STABILNOyÃ฀
OBLICZENIOW�฀ I฀POZWALA฀NA฀LEPSZE฀UCHWYCENIE฀PROCESU฀TWORZENIA฀SIÇ฀
STRUMIENIA฀;��=�

!UTORZY฀ PRACY฀ ;��=฀ PRZEDSTAWILI฀ PRZYK�ADOWE฀ WYNIKI฀ PROCESU฀
FORMOWANIA฀ STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO฀PRZY฀U�YCIU฀ �ADUNKU฀KUMULA

CYJNEGO฀Z฀WK�ADK�฀HEMISFERYCZN��฀A฀NASTÇPNIE฀PORÐWNALI฀Z฀WYNIKAMI฀
EKSPERYMENTALNYMI฀UZYSKANYMI฀W฀PRACACH฀;���฀��=�฀CO฀POZWOLI�O฀IM฀
NA฀OCENIENIE฀ STOSOWANEJ฀ PRZEZ฀ NICH฀ METODY฀ PUNKTÐW฀ SWOBODNYCH�฀
0RZYJÇTO฀NASTÇPUJ�CE฀PARAMETRY฀GEOMETRYCZNE฀I฀MATERIA�OWE฀;��=�
• MATERIA�฀ WYBUCHOWY฀ �OCTOL฀ �����	฀ O฀GÇSTOyCI฀ ������฀ G�CM�฀

I฀WYMIARACH�฀ yREDNICA฀ �ADUNKU฀ 3,������฀ CM�฀ WYSOKOyÃ฀ �ADUNKU฀
MATERIA�U฀WYBUCHOWEGO฀(,����฀CM�

• WK�ADKA฀MIEDZIANA฀O฀WYMIARACH�฀ yREDNICA฀WK�ADKI฀3W�����฀CM�฀
GRUBOyÃ฀WK�ADKI฀'W������฀CM�
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7YNIKI฀ANALIZY฀NUMERYCZNEJ฀ZAPREZENTOWANE฀S�฀NA฀RYSUNKU฀��
#ZAS฀T฀�฀�฀JEST฀MOMENTEM฀INICJACJI฀�ADUNKU�฀.A฀RYSUNKU฀TYM฀ZO


STA�Y฀PORÐWNANE฀WYNIKI฀OTRZYMANE฀METOD�฀PUNKTÐW฀SWOBODNYCH฀�A	฀
Z฀WYNIKAMI฀METODY฀,AGRANGEoA฀s฀0)#฀�B	�฀!NALIZA฀NUMERYCZNA฀W฀PRACY฀
;��=฀ZOSTA�A฀PODZIELONA฀NA฀DWA฀ETAPY�

$O฀CZASU฀T฀�฀��฀�S฀OBLICZENIA฀ZOSTA�Y฀WYKONANE฀ZA฀POMOC�฀KODU฀
NUMERYCZNEGO฀OPARTEGO฀NA฀METODZIE฀,AGRANGEoA�฀NATOMIAST฀NASTÇPNE฀
FAZY฀MODELOWANO฀WE฀WSPÐ�RZÇDNYCH฀%ULERA฀ZA฀POMOC�฀METODY฀0)#�฀
0ORÐWNANO฀TE�฀M�฀IN�฀PRÇDKOyÃ฀CZO�A฀STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO฀ORAZ฀
ZALE�NOyÃ฀ MASY฀ ZAWARTEJ฀ W฀STRUMIENIU฀ OD฀JEGO฀ PRÇDKOyCI฀ MASOWEJ�฀
7YNIKI฀ UZYSKANE฀ DLA฀ ROZK�ADU฀ PRÇDKOyCI฀ MASOWEJ฀ CZ�STEK฀ STRUMIE

NIA฀KUMULACYJNEGO฀ JAKO฀FUNKCJI฀ ICH฀PO�O�ENIA฀WZGLÇDEM฀PRZYJÇTEJ฀OSI฀
S�฀OBARCZONE฀MNIEJSZYMI฀FLUKTUACJAMI�

$OWIEDZIONO�฀I�฀ZAPROPONOWANY฀MODEL฀FIZYCZNY฀I฀ZBUDOWANY฀KOD฀
KOMPUTEROWY฀ZAPEWNIAJ�฀ODPOWIEDNI�฀DOK�ADNOyÃ฀WYNIKÐW฀MODE

LOWANIA�฀ 0ONADTO฀ PROBLEM฀ MODELOWANIA฀ �ADUNKÐW฀ KUMULACYJNYCH฀
ZOSTA�฀SZEROKO฀OMÐWIONY฀W฀PRACY฀;��=�

-ETODA฀ELEMENTÐW฀SKOÎCZONYCH
:BUDOWANY฀ MODEL฀ TRAKTOWANY฀ JEST฀ JAKO฀ KONTINUUM฀ MATERIALNE�฀

KTÐRE฀DZIELI฀SIÇ฀NA฀SKOÎCZON�฀ILOyÃ฀ELEMENTÐW฀O฀SKOÎCZONYCH฀WYMIA

RACH฀ ;���฀ ��=�฀ -ODEL฀ POKRYWANY฀ JEST฀ SIATK�฀ ELEMENTÐW�฀ DO฀KTÐRYCH฀
NALE�Y฀PEWNA฀ILOyÃ฀WÇZ�ÐW�฀CZYLI฀PUNKTÐW฀O฀KONKRETNYCH฀WSPÐ�RZÇD

NYCH฀W฀PRZESTRZENI฀O฀OKREyLONYCH฀STOPNIACH฀SWOBODY฀ORAZ฀ODDZIA�Y

WANIACH฀ FIZYCZNYCH฀NA฀OTOCZENIE�฀+A�DY฀ELEMENT฀ Z฀MATEMATYCZNEGO฀
PUNKTU฀ WIDZENIA฀ JEST฀ MACIERZ�฀ WARTOyCI฀ POWI�ZAÎ฀ POMIÇDZY฀ STOP

NIAMI฀SWOBODY฀WÇZ�ÐW฀NALE��CYCH฀DO฀ELEMENTU�฀-ETOD�฀STOSOWAN�฀
DO฀MODELOWANIA฀�ADUNKÐW฀KUMULACYJNYCH฀JEST฀TZW�฀METODA฀!,%฀�ANG�฀
!RBITRARY฀,AGRANGIAN฀%ULERIAN	฀s฀ SPRZÇ�ENIE฀METODY฀,AGRANGEoA฀Z฀ME

TOD�฀%ULERA�฀0ROCEDURA฀TA฀SK�ADA฀SIÇ฀Z฀DWÐCH฀NASTÇPUJ�CYCH฀PO฀SOBIE฀

KROKÐW�฀KROKU฀ODWZOROWAWCZEGO฀ORAZ฀KROKU฀ADWEKCYJNEGO�฀:ALET�฀
WYKORZYSTANIA฀TEJ฀METODY฀JEST฀ZAPEWNIENIE฀STA�EJ฀TOPOLOGII฀SIATKI฀-%3�฀
NATOMIAST฀ ZAKRES฀ PROBLEMÐW�฀ JAKIE฀ MO�NA฀ MODELOWAÃ฀ ZA฀POMOC�฀
PROCEDURY฀!,%�฀ZALE�Y฀OD฀STOPNIA฀SKOMPLIKOWANIA฀ALGORYTMÐW฀ODPO

WIEDZIALNYCH฀ZA฀WYG�ADZENIE฀SIATKI฀-%3฀;��=�

-ETODA฀PUNKTÐW฀SWOBODNYCH
7฀METODZIE฀ TEJ฀ ZBUDOWANY฀ MODEL฀ POKRYWANY฀ JEST฀ SIATK�฀ PUNK


TÐW฀ MATERIALNYCH฀ O฀ODPOWIEDNIM฀ ZAGÇSZCZENIU�฀ 7�AyCIWIE฀ DOBRANE฀
W฀CHWILI฀POCZ�TKOWEJ฀PUNKTY฀MATERIALNE฀PORUSZAJ�฀SIÇ฀RAZEM฀Z฀OyROD

KIEM�฀ 2OZWI�ZANIE฀ NUMERYCZNE฀ POLEGA฀ NA฀WYZNACZENIU฀ KOLEJNYCH฀
PO�O�EÎ฀ TYCH฀ PUNKTÐW฀ ORAZ฀ WARTOyCI฀ ZALE�NYCH฀ W฀TYCH฀ PUNKTACH�฀
-OG�฀ONE฀ZMIENIAÃ฀DOWOLNIE฀SWOJE฀PO�O�ENIE฀WZGLÇDEM฀SIEBIE�฀2UCH฀
ORAZ฀ PARAMETRY฀ OyRODKA฀ W฀KA�DYM฀ PUNKCIE฀ OKREyLANE฀ S�฀Z฀RÐWNAÎ฀
PROBLEMU�฀ W฀OPARCIU฀ O฀PARAMETRY฀ NAJBLI�SZYCH฀ PUNKTÐW฀ S�SIEDNICH�฀
$ZIÇKI฀TEMU�฀MO�NA฀MODELOWAÃ฀DOWOLNIE฀DU�E฀DEFORMACJE฀OyRODKA฀฀
;���฀��=�

3TOSUJ�C฀TÇ฀METODÇ�฀PRZY฀U�YCIU฀FIZYCZNO
NUMERYCZNEGO฀MODELU฀
W฀POSTACI฀KODÐW฀KOMPUTEROWYCH฀OPRACOWANYCH฀PRZEZ฀ZESPÐ�฀7!4฀
POD฀ KIEROWNICTWEM฀ PROF�฀+AROLA฀ *ACHA฀ ;��=�฀ PROWADZONO฀ BADANIA฀
�ADUNKÐW฀ KUMULACYJNYCH฀ U�YWANYCH฀ DO฀PERFORACJI฀ ODWIERTÐW฀ ORAZ฀
OPTYMALIZOWANO฀ ICH฀ KONSTRUKCJE฀ ;���฀ ��=�฀ -ODELOWANO฀ PARAMETRY฀
DOTYCZ�CE฀�ADUNKU฀KUMULACYJNEGO�฀TAKIE฀JAK฀;��=�
• WK�ADKA฀KUMULACYJNA฀s฀ODPOWIEDNIA฀MASA�฀GÇSTOyÃ�฀KSZTA�T�฀WY


MIARY฀ GEOMETRYCZNE�฀ RODZAJ฀ MATERIA�U฀ ORAZ฀ JEGO฀ STRUKTURA฀ ;��=฀
BY�A฀ PRZEZ฀ LATA฀ BADANA฀ I฀OPTYMALIZOWANA�฀ 7K�ADKI฀ STOSOWANE฀
DO฀PERFORACJI฀ ODWIERTÐW฀ POWINNY฀ CHARAKTERYZOWAÃ฀ SIÇ฀ NIECI�G��฀
STRUKTUR�฀STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO�฀KTÐRA฀UNIEMO�LIWIA฀TWORZE

NIE฀SIÇ฀ZWARTEJ฀ZBITKI฀MOG�CEJ฀CZOPOWAÃ฀WYDR��ONY฀PRZEZ฀STRU

MIEÎ฀KUMULACYJNY฀OTWÐR�฀A฀TYM฀SAMYM฀UTRUDNIAJ�C�฀A฀NAWET฀BLO

KUJ�C฀SWOBODNY฀WYP�YW฀MEDIUM฀ZE฀Z�O�A�฀:฀BADAÎ฀;��=฀WYNIKA�฀
�E฀WK�ADKI฀ WYKONANE฀ TECHNIK�฀ PRASOWANIA฀ PROSZKÐW฀ POSIADAJ�฀
T�฀W�AyCIWOyÃ฀I฀NIE฀CZOPUJ�฀POWSTA�EGO฀KRATERU�

• MATERIA�฀WYBUCHOWY฀s฀POWINIEN฀POSIADAÃ฀WYSOK�฀PRÇDKOyÃ฀DETO

NACJI�฀CO฀MA฀BEZPOyREDNIE฀PRZE�O�ENIE฀NA฀CIyNIENIE฀DETONACJI�

• OBUDOWA�
0ODCZAS฀ PROJEKTOWANIA฀ �ADUNKÐW฀ KUMULACYJNYCH฀ U�YWANYCH฀

DO฀TYCH฀ CELÐW฀ POWINNY฀ ZOSTAÃ฀ UWZGLÇDNIONE฀ DODATKOWE฀ CZYNNIKI�฀
TAKIE฀JAK�
• TEMPERATURA฀ORAZ฀CIyNIENIE฀PANUJ�CE฀W฀ODWIERCIE฀s฀NARZUCA฀DO


DATKOWE฀ WYMAGANIA฀ DOTYCZ�CE฀ ODPORNOyCI฀ �ADUNKU฀ NA฀WYSOK�฀
TEMPERATURÇ฀ORAZ฀WYSOKIE฀CIyNIENIE�

• OGRANICZENIA฀ GEOMETRYCZNE฀ s฀ S�฀ZWI�ZANE฀ ZARÐWNO฀ ZE฀yREDNIC�฀
ODWIERTU฀�WYMIARY฀GABARYTOWE฀�ADUNKÐW฀WYNOSZ�฀yREDNIO฀OD฀��฀
DO฀��฀MM	�฀JAK฀RÐWNIE�฀��DAN�฀GÇSTOyCI�฀PERFORACJI�

• PARAMETRY฀ SKA�Y฀ Z�O�OWEJ฀ s฀ MAJ�CE฀ BEZPOyREDNIE฀ PRZE�O�ENIE฀
ZARÐWNO฀ NA฀G�ÇBOKOyÃ฀ PERFORACJI�฀ JAK฀ RÐWNIE�฀ yREDNICÇ฀ OTWORU฀
WYLOTOWEGO฀ I฀KSZTA�T฀ TWORZONEGO฀KRATERU�฀0RZEPROWADZONA฀DO

yWIADCZALNA฀ WERYFIKACJA฀ TEORETYCZNEGO฀ MODELU฀ ;�����=฀ PROCESU฀
FORMOWANIA฀SIÇ฀STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO฀;��=฀STWIERDZA�฀�E฀MO

DEL฀NIE฀PRZEDSTAWIA฀DOK�ADNIE฀PROCESU฀FORMOWANIA฀SIÇ฀KOÎCOWEJ฀
CZÇyCI฀ZBITKI�฀7YNIKA฀TO฀Z฀NIEUWZGLÇDNIENIA฀W฀MODELU฀TEORETYCZ

NYM฀EFEKTÐW฀ZBIEGANIA฀SIÇ฀FALI฀DETONACYJNEJ฀DO฀OSI฀�ADUNKU�฀WYSTÇ

PUJ�CYCH฀W฀OTOCZENIU฀WIERZCHO�KA฀WK�ADKI�

0ODSUMOWANIE
-ODELOWANIE฀KOMPUTEROWE฀JEST฀ZWYKLE฀TAÎSZE�฀NI�฀ODPOWIEDNIE฀

BADANIA฀EKSPERYMENTALNE�฀UMO�LIWIA฀SZCZEGÐ�OWE฀yLEDZENIE฀PRZEBIEGU฀
ZACHODZ�CYCH฀ZJAWISK�฀PRZEZ฀CO฀U�ATWIA฀ZROZUMIENIE฀Z�O�ONEJ฀NATURY฀
PROBLEMU�฀0OZWALA฀NA฀OGRANICZENIE฀BADAÎ฀EKSPERYMENTALNYCH�฀KTÐRE฀
S�฀KOSZTOWNE�฀ CZASOCH�ONNE฀ I฀NIEBEZPIECZNE�฀ 4EORIÇ฀ ORAZ฀ SYMULACJÇ฀
��CZ�฀PRZEPROWADZONE฀DOyWIADCZENIA�฀.IE฀ JEST฀MO�LIWE฀PROWADZE

NIE฀SYMULACJI฀KOMPUTEROWYCH฀BEZ฀ODPOWIEDNIEJ฀WIEDZY฀TEORETYCZNEJ�฀
KTÐRA฀POWINNA฀BYÃ฀POTWIERDZONA฀BADANIAMI฀DOyWIADCZALNYMI�

2YS�฀��฀0RZEBIEG฀PROCESU฀GENERACJI฀STRUMIENIA฀KUMULACYJNEGO�฀฀
A	฀KONTURY฀STRUMIENIA฀OBLICZONE฀METODA฀PUNKTÐW฀SWOBODNYCH�฀฀

B	฀WYNIKI฀METOD�฀,AGRANGEoA฀s฀0)#฀;��=
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