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Charakterystyka metod numerycznych stosowanych
do rozwi¹zywania bilansu populacji komórek

Wprowadzenie

Modele bilansu populacji komórek zawieraj¹ informacje
o wzroœcie, podziale i narodzinach na poziomie pojedynczej
komórki [1–6]. Zale¿¹ one od stanu fizjologicznego komórki
x oraz stanu nieo¿ywionego œrodowiska S [2–6]. Celem pracy
jest analiza metod numerycznych stosowanych do rozwi¹zy-
wania równañ bilansu populacji komórek.

Ogólne równanie bilansu populacji w zapisie wektorowym
dla reaktora przep³ywowego (CSTR) przyjmuje postaæ [2]
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gdzie: S = [S1, S2, …, Ss] oznacza wektor stê¿enia po¿ywki, za-
wieraj¹cy s sk³adników abiotycznych; x = [x1, x2, …, xr] oznacza
r-wymiarowy wektor stanu fizjologicznego komórki; r(x, S) =
[r1(x,S), r2(x,S), …, rr(x,S)] – wektor szybkoœci wzrostu pojedyn-
czej komórki; � (x,S) – funkcja intensywnoœci podzia³u komó-
rek zale¿na od x i S; P(x,y,S) – znormalizowana funkcja gê-
stoœci prawdopodobieñstwa podzia³u spe³niaj¹ca zasadê za-
chowania masy; D – odwrotnoœæ czasu przebywania; x’ – fizjo-
logiczny stan komórek macierzystych, x – fizjologiczny stan
komórek potomnych [2].

Tempo utraty liczby komórek w wyniku ich równomiernego
podzia³u jest równe po³owie tempa wzrostu liczby nowych ko-
mórek, a szybkoœæ utraty sk³adników biomasy przez ich po-
dzia³ jest równa szybkoœci wytwarzania jej sk³adników w wy-
niku narodzin komórek [2].

Zak³adaj¹c równy podzia³ komórki, ró¿niczkowo-ca³kowe
równanie cz¹stkowe (1) przyjmuje nastêpuj¹c¹ postaæ [2]:
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Równanie bilansu populacji jest kompletne, gdy zostanie
uzupe³nione o równanie opisuj¹ce dynamikê otoczenia nie-
o¿ywionego
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w którym q(x, S) = [q1(x,S), q2(x,S), …, qs(x,S)] oznacza s-wy-
miarowy wektor szybkoœci zu¿ycia i-tego substratu przez po-
jedyncz¹ komórkê. Pierwszy cz³on po prawej stronie równa-
nia opisuje jednostkowy strumieñ objêtoœciowy liczony jako
ró¿nica na wlocie i wylocie z bioreaktora. Cz³on ca³kowy
w równaniu (4) opisuje szybkoœæ zu¿ycia substratu pro-
wadz¹cego do wzrostu komórek.

Podzia³ metod numerycznych

Metody numeryczne umo¿liwiaj¹ce rozwi¹zywanie równañ
bilansu populacji komórek mo¿na podzieliæ wg schematu
przedstawionego na rys. 1 [1–3, 6].

W metodzie ró¿nic skoñczonych wielowymiarowa równo-
miernie rozmieszczona siatka podzielona jest na M + 1 punk-
tów w ka¿dym wymiarze przestrzeni stanu fizjologicznego [1,
2]. S¹siaduj¹ce punkty s¹ odleg³e od siebie o h = 1/M, przy
czym h mo¿e byæ ró¿ne dla ka¿dego wymiaru. Pierwszy punkt
siatki (i = 1) jest zawsze zerowy, natomiast punkt ostatni
(i = M+1) odpowiada jednoœci. Zatem dla ka¿dej wspó³rzêdnej
stanu fizjologicznego: xi = (i+1)h. Rozwi¹zanie równania bi-
lansu populacji komórki dla n-tego kroku czasu tn = ndt jest
aproksymowana przez rozwi¹zanie numeryczne dla wczeœniej
okreœlonych punktów siatki. Analizuj¹c jedn¹ zmienn¹
i oznaczaj¹c przez „~” aproksymacjê numeryczn¹ mo¿na
przyj¹æ [2], ¿e:
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Problem matematyczny mo¿na rozwi¹zaæ numerycznie
u¿ywaj¹c jednostopniowego, czasowo-jawnego schematu hy-
brydowego, ³¹cz¹cego schematy Laxa–Friedricha i leapfrog.
W metodzie tej do obliczenia wartoœci dla ostatniego punktu
siatki Nm

n �1 oraz Sn+1 nale¿y najpierw uzyskaæ rozwi¹zanie
dla poœredniego kroku czasowego oraz poœredniego punktu
siatki Nm
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Rys. 1. Schemat podzia³u metod rozwi¹zywania równañ
bilansu populacji [1–3,6]
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Dok³adnoœæ otrzymanych wyników mo¿na zwiêkszyæ sto-
suj¹c metodê Laxa–Wendroffa [2]. W tej metodzie najpierw
wykonuje siê obliczenia dla n + 1 kroku czasowego rozwijaj¹c
funkcjê gêstoœci w szereg Taylora drugiego rzêdu z uwzglêd-
nieniem rozwi¹zania dla n-tego kroku czasowego.
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Indeksy t oraz tt okreœlaj¹ odpowiednio pierwsz¹ i drug¹
pochodn¹ po czasie dla n – tego kroku czasowego oraz i-tego
punktu siatki. Przybli¿enia pierwszej pochodnej przestrzen-
nej nie mo¿na przedstawiæ dla pierwszego (i = 1) i ostatniego
(i = M+1) punktu siatki, gdy¿ punkty (i – 1) dla i = 1 oraz
(i+1) dla i = M+1 nie nale¿¹ do tego obszaru. Dla niezerowej
wartoœci funkcji szybkoœci wzrostu w punktach granicznych,
mo¿na bezpoœrednio zastosowaæ warunki stanu oraz okreœliæ
jako zerowe wartoœci funkcji rozk³adu stanu dla tych warun-
ków granicznych [2].

W jednostopniowej metodzie czasowo-jawnej rozwi¹zania
dla n-tego kroku czasowego uzyskuje siê przez estymacjê kro-
ku wczeœniejszego, natomiast w wariancie wielokrotnym
aproksymuje siê tych kroków wiêcej [2]. Najwa¿niejsz¹ wad¹
tych metod jest niska stabilnoœæ graniczna narzucaj¹ca ogra-
niczenia dotycz¹ce maksymalnego kroku czasu dla danego
punku siatki. Dla tego typu metod stwierdzono zale¿noœci
granic stabilnoœci od rzêdu dok³adnoœci aproksymacji dla po-
chodnej przestrzennej i rzêdu wielomianów lokalnych ele-
mentów skoñczonych. Im wy¿szy rz¹d tym ni¿sza stabilnoœæ
graniczna. Metody czasowo-uwik³ane s¹ generalnie bardziej
stabilne, lecz mniej efektywne i wymagaj¹ rozwi¹zania
uk³adu równañ w ka¿dym kroku czasowym [2, 3].

W przypadku metody Galerkina, ca³kê zastêpuje siê sum¹
ilorazów ró¿nicowych uwzglêdniaj¹cych szybkoœæ wzrostu ko-
mórki oraz zewnêtrzne i wewnêtrzne zmienne stanu [6]. Uzy-
skuje siê zbiór N równañ ró¿niczkowych zwyczajnych w po-
staci równania
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gdzie ai(t) oznacza wspó³czynnik ekspansji w czasie; �i(x)
oznacza funkcje bazowe.

Natomiast w metodzie Tau wykonuje siê obliczenia N+2
cz³onów równania (5), dla których wartoœci dwóch ostatnich
cz³onów oblicza siê za pomoc¹ nastêpuj¹cych równañ
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W metodach Galerkina i Tau niewiadomymi s¹ wspó³czyn-
niki ekspansji. Funkcja próby w metodzie Galerkina musi in-
dywidualnie spe³niaæ warunki graniczne i jest taka sama jak
funkcja bazowa. Metoda ta nie wymaga warunku ortonormal-

noœci. Natomiast w metodzie Tau funkcje bazowe i funkcje
próby nale¿¹ do ca³kowitego i ortonormalnego zbioru funkcji.
W metodzie kolokacji funkcjami bazowymi s¹ zawsze funkcje
delta Diraca, które gwarantuj¹, ¿e równanie ró¿niczkowe jest
dok³adnie spe³nione w punktach kolokacji [3, 6].

Wad¹ metod Galerkina i Tau jest znaczny wzrost wymaga-
nego czasu obliczeniowego dla aproksymacji wielowymiaro-
wych [3, 6]. Problemu tego mo¿na unikn¹æ stosuj¹c metodê
kolokacji, w której niewiadomymi s¹ wartoœci rozwi¹zania
cz¹stkowego równania ró¿niczkowego dla punktów kolokacji.
Dla ka¿dego punktu kolokacji xj w czasie t, oblicza siê N rów-
nañ ró¿niczkowych. Pierwsza pochodna przestrzenna w cza-
sie t dla ka¿dego punktu kolokacji mo¿e byæ rozwi¹zana dla
znanych wspó³czynników ekspansji w czasie t [6].

Podstaw¹ metody elementów skoñczonych jest podzia³ ana-
lizowanego obszaru na elementy [3]. Nie musz¹ one byæ jed-
nakowe w ca³ej objêtoœci. Dla przestrzeni jednowymiarowej
s¹ to odcinki, dwuwymiarowej – trójk¹ty lub czworok¹ty, trój-
wymiarowej – czworoœciany. £¹cz¹ siê one ze sob¹ skoñczon¹
liczb¹ punktów (wêz³ów). Obiera siê pewne funkcje jedno-
znacznie okreœlaj¹ce rozk³ady analizowanej wielkoœci fizycz-
nej wewn¹trz elementu, w zale¿noœci od wartoœci tych wielko-
œci w wêz³ach. Równania ró¿niczkowe opisuj¹ce badane zja-
wiska przekszta³ca siê poprzez zastosowanie tzw. funkcji wa-
gowych, które s¹ równaniami algebraicznymi [3, 7].

Podsumowanie

Granica stabilnoœci wszystkich metod widmowych i ele-
mentów skoñczonych oraz wiêkszoœci metod ró¿nic skoñczo-
nych jest odwrotnie proporcjonalna do maksymalnej wartoœci
ca³kowitej szybkoœci wzrostu pojedynczych komórek (sumy
szybkoœci wzrostu pojedynczej komórki w ka¿dym elemencie
wektora fizjologicznego stanu) i zale¿y od specyfiki poszcze-
gólnych metod. Metody ró¿nic skoñczonych wykazuj¹ wy¿sz¹
granicê stabilnoœci ni¿ metody elementów skoñczonych [3, 6].

Przy takich samych granicach stabilnoœci w podziale rów-
nomiernym, jak i nierównomiernym, stabilnoœæ metod ró¿nic
i elementów skoñczonych oraz niektórych metod spektral-
nych nie zale¿y od matematycznego charakteru cz³onu opi-
suj¹cego powstawanie komórek. Dla pewnych aproksymacji
Galerkina i kolokacji wykorzystuj¹cych sinusoidalne funkcje
próby, stabilnoœæ graniczna w podziale nierównomiernym ko-
mórek jest wy¿sza ni¿ w podziale równomiernym [3, 6].
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