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Charakterystyka metod numerycznych stosowanych
do rozwigzywania bilansu populacji komarek

Wprowadzenie

Modele bilansu populacji komérek zawieraja informacje
o wzroécie, podziale i narodzinach na poziomie pojedynczej
komoérki [1-6]. Zaleza one od stanu fizjologicznego komoérki
X oraz stanu nieozywionego Srodowiska S [2—6]. Celem pracy
jest analiza metod numerycznych stosowanych do rozwiazy-
wania rownan bilansu populacji komorek.

Ogélne rownanie bilansu populacji w zapisie wektorowym
dla reaktora przeptywowego (CSTR) przyjmuje postac [2]

% +V_[r(x, S)N(x, )] + T(x, S)N(x,¢) + DN(x,t) =
= XT\KF(x' ,S)P(x,x',S)N(x',t)dx' a)
z warunkiem N(x0) = N,(x) ®

gdzie: 8 =[S}, S, . S| oznacza wektor stezenia pozywki, za-
wierajacy s skladnikéw abiotycznych; x = [x;, x5 x,] oznacza
r-wymiarowy wektor stanu fizjologicznego komoérki; r(x, S) =
[r1(x,S), ro(x,S),  r.(x,S)] — wektor szybkosci wzrostu pojedyn-
czej komorki; T (x,S) — funkeja intensywnosci podziatu komé-
rek zalezna od x 1 S; P(x,y,S) — znormalizowana funkcja ge-
stoéci prawdopodobienstwa podziatu spelniajaca zasade za-
chowania masy; D — odwrotno§¢ czasu przebywania; x’— fizjo-
logiczny stan komérek macierzystych, x — fizjologiczny stan
komérek potomnych [2].

Tempo utraty liczby komoérek w wyniku ich réwnomiernego
podziatu jest rowne polowie tempa wzrostu liczby nowych ko-
morek, a szybko§¢ utraty sktadnikéw biomasy przez ich po-
dziatl jest rowna szybkoéci wytwarzania jej sktadnikéw w wy-
niku narodzin komoérek [2].

Zaktadajac rowny podziat komorki, rézniczkowo-catkowe
réwnanie czastkowe (1) przyjmuje nastepujaca postaé [2]:

% +V_[r(x, S)N(x, )] + T(x, S)N(x, ) + DN(x,t) =
=217 (2x,S)N(2x,t) 3)

Roéwnanie bilansu populacji jest kompletne, gdy zostanie
uzupelnione o réwnanie opisujace dynamike otoczenia nie-
ozywionego

d—f + IS, -8) - xn_r“q(x,S)N(x, £)dx )
S

xn.mm
z warunkiem poczatkowym

S(0) =S, ®)

w ktérym g(x, S) = [¢:(x,5), g5(x,9), . q«(x,S)] oznacza s-wy-
miarowy wektor szybkoSci zuzycia i-tego substratu przez po-
jedyncza komoérke. Pierwszy czlon po prawej stronie réwna-
nia opisuje jednostkowy strumien objeto$ciowy liczony jako
réznica na wlocie i wylocie z bioreaktora. Czton calkowy
w rownaniu (4) opisuje szybko§¢ zuzycia substratu pro-
wadzacego do wzrostu komérek.

Podzial metod numerycznych

Metody numeryczne umozliwiajace rozwiazywanie réwnan
bilansu populacji komérek mozna podzielié wg schematu
przedstawionego na rys. 1 [1-3, 6].

W metodzie réznic skonczonych wielowymiarowa réwno-
miernie rozmieszczona siatka podzielona jest na M + 1 punk-
téw w kazdym wymiarze przestrzeni stanu fizjologicznego [1,
2]. Sasiadujace punkty sa odlegte od siebie o h = 1/M, przy
czym h moze by¢ rézne dla kazdego wymiaru. Pierwszy punkt
siatki (I = 1) jest zawsze zerowy, natomiast punkt ostatni
(i = M+1) odpowiada jednoéci. Zatem dla kazdej wspélrzednej
stanu fizjologicznego: x; = (i+1)h. Rozwigzanie réwnania bi-
lansu populacji komorki dla n-tego kroku czasu t, = ndt jest
aproksymowana przez rozwigzanie numeryczne dla wezeéniej
okre§lonych punktéw siatki. Analizujac jedna zmienng
1 oznaczajac przez ,~ aproksymacje numeryczng mozna

przyjaé [2], ze:
N(x;.t,) = N(x; t,) = N} ©)
St,)=S(t,)=8" )

PODZIAL METOD NUMERYCZNYCH

Metody roznic Metody spektralne Metody elementow

skonczonych (widmowe) skonczonych
A 4 A 4 A 4

= leapfrog” = metoda Galerkina = zmodyfikowana
= Laxa-Friedricha = metoda Tau metoda Galerkina
* Hybrydowa * metoda kolokacji = potdyskretne
= Laxa—Wendroffa przyblizenie
= jawne elementu
= uwiktane (niejawne skonczonego

Rys. 1. Schemat podzialu metod rozwigzywania rownan
bilansu populacji [1-3,6]

Problem matematyczny mozna rozwiazaé numerycznie
uzywajac jednostopniowego, czasowo-jawnego schematu hy-
brydowego, taczacego schematy Laxa—Friedricha i leapfrog.
W metodzie tej do obliczenia wartoséci dla ostatniego punktu
siatki N oraz S™' nalezy najpierw uzyskaé¢ rozwiazanie
dla poséredniego kroku czasowego oraz posredniego punktu
siatki N**Y2 oraz N”*V% [1, 2].
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Dokladnoéé otrzymanych wynikéw mozna zwiekszy¢ sto-
sujac metode Laxa—Wendroffa [2]. W tej metodzie najpierw
wykonuje sie obliczenia dla n + 1 kroku czasowego rozwijajac
funkcje gestosci w szereg Taylora drugiego rzedu z uwzgled-
nieniem rozwigzania dla n-tego kroku czasowego.

dt*

N+ NI + dtN}, +7N;,]_ (8
Nn+l ~n Nn dtz Nn
S+ 8" +dtS] + e S} 9)

Indeksy t oraz tt okreélaja odpowiednio pierwsza i druga
pochodna po czasie dla n — tego kroku czasowego oraz i-tego
punktu siatki. Przyblizenia pierwszej pochodnej przestrzen-
nej nie mozna przedstawi¢ dla pierwszego (I = 1) 1 ostatniego
(i = M+1) punktu siatki, gdyz punkty (i — 1) dla i = 1 oraz
(i+1) dla i = M+1 nie naleza do tego obszaru. Dla niezerowej
wartoS$ci funkeji szybkoséci wzrostu w punktach granicznych,
mozna bezpoSrednio zastosowac¢ warunki stanu oraz okresli¢
jako zerowe wartoéci funkeji rozktadu stanu dla tych warun-
kéw granicznych [2].

W jednostopniowej metodzie czasowo-jawnej rozwigzania
dla n-tego kroku czasowego uzyskuje sie przez estymacje kro-
ku wecze$niejszego, natomiast w wariancie wielokrotnym
aproksymuyje sie tych krokéw wiecej [2]. Najwazniejsza wada
tych metod jest niska stabilno§¢ graniczna narzucajaca ogra-
niczenia dotyczace maksymalnego kroku czasu dla danego
punku siatki. Dla tego typu metod stwierdzono zalezno$ci
granic stabilno§ci od rzedu doktadnos$ci aproksymacji dla po-
chodnej przestrzennej i rzedu wielomianéw lokalnych ele-
mentéw skonczonych. Im wyzszy rzad tym nizsza stabilnos¢
graniczna. Metody czasowo-uwiklane sg generalnie bardziej
stabilne, lecz mniej efektywne 1 wymagaja rozwiazania
uktadu réwnan w kazdym kroku czasowym [2, 3].

W przypadku metody Galerkina, catke zastepuje sie suma
ilorazéw réznicowych uwzgledniajacych szybko§¢é wzrostu ko-
morki oraz zewnetrzne 1 wewnetrzne zmienne stanu [6]. Uzy-
skuje sie zbiér N rownan rozniczkowych zwyczajnych w po-
staci rOwnania

- N
N(x,t)= 3 a,(00,(x) (10)
1=1
gdzie q;(f) oznacza wspodtczynnik ekspansji w czasie; ¢;(x)
oznacza funkcje bazowe.
Natomiast w metodzie Tau wykonuje sie obliczenia N+2

cztonéw réwnania (5), dla ktérych wartosci dwoch ostatnich
cztonéw oblicza sie za pomoca nastepujacych réwnan

3 4. (00,0)=0 )
3 4,06, =0 (12)

W metodach Galerkina i Tau niewiadomymi sg wspo6lczyn-
niki ekspansji. Funkcja préby w metodzie Galerkina musi in-
dywidualnie spetnia¢ warunki graniczne 1 jest taka sama jak
funkcja bazowa. Metoda ta nie wymaga warunku ortonormal-

no$ci. Natomiast w metodzie Tau funkcje bazowe i funkcje
proéby naleza do calkowitego 1 ortonormalnego zbioru funkeji.
W metodzie kolokacji funkcjami bazowymi sa zawsze funkcje
delta Diraca, ktore gwarantuja, ze rOwnanie rézniczkowe jest
dokladnie spelnione w punktach kolokacji [3, 6].

Wada metod Galerkina i Tau jest znaczny wzrost wymaga-
nego czasu obliczeniowego dla aproksymacji wielowymiaro-
wych [3, 6]. Problemu tego mozna uniknaé stosujac metode
kolokacji, w ktérej niewiadomymi sg wartoci rozwigzania
czastkowego rownania rézniczkowego dla punktéw kolokacji.
Dla kazdego punktu kolokacji x; w czasie ¢, oblicza sie IV réw-
nan rézniczkowych. Pierwsza pochodna przestrzenna w cza-
sie t dla kazdego punktu kolokacji moze by¢ rozwiazana dla
znanych wspélczynnikow ekspansji w czasie ¢ [6].

Podstawa metody elementéw skonczonych jest podziat ana-
lizowanego obszaru na elementy [3]. Nie musza one by¢ jed-
nakowe w calej objetoéci. Dla przestrzeni jednowymiarowe;j
sa to odcinki, dwuwymiarowej — tréjkaty lub czworokaty, troj-
wymiarowej — czworo$ciany. Lacza sie one ze soba skonczong
liczba punktéw (weztéw). Obiera sie pewne funkcje jedno-
znacznie okreslajace rozktady analizowanej wielkoS$ci fizycz-
nej wewnatrz elementu, w zaleznosci od wartos$ci tych wielko-
$ci w weztach. Rownania rézniczkowe opisujace badane zja-
wiska przeksztalca sie poprzez zastosowanie tzw. funkcji wa-
gowych, ktére sa réwnaniami algebraicznymi [3, 7].

Podsumowanie

Granica stabilnoéci wszystkich metod widmowych i ele-
mentéw skonczonych oraz wiekszosci metod réznic skonczo-
nych jest odwrotnie proporcjonalna do maksymalnej wartoS$ci
catkowitej szybkoSci wzrostu pojedynczych komoérek (sumy
szybkosci wzrostu pojedynczej komoérki w kazdym elemencie
wektora fizjologicznego stanu) i zalezy od specyfiki poszcze-
gblnych metod. Metody réznic skonczonych wykazuja wyzsza
granice stabilnoéci niz metody elementéw skonczonych [3, 6].

Przy takich samych granicach stabilno$ci w podziale réw-
nomiernym, jak i nierdwnomiernym, stabilno$¢ metod réznic
i elementéw skonczonych oraz niektérych metod spektral-
nych nie zalezy od matematycznego charakteru czlonu opi-
sujacego powstawanie komoérek. Dla pewnych aproksymacji
Galerkina i kolokacji wykorzystujacych sinusoidalne funkcje
préby, stabilno$é graniczna w podziale nieréwnomiernym ko-
morek jest wyzsza niz w podziale rownomiernym [3, 6].
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