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Analiza modeli matematycznych bilansu
populacji komórek

Wprowadzenie

Systemy biologiczne charakteryzuj¹ siê du¿¹ z³o¿onoœci¹
i ró¿norodnoœci¹. Modele matematyczne stosowane do opisu
dynamiki wzrostu komórek mo¿na klasyfikowaæ wg ró¿nych
kryteriów. Mog¹ to byæ np. modele korpuskularne i niekorpu-
skularne [1]. Modele korpuskularne bior¹ pod uwagê fakt, ¿e
populacja komórek sk³ada siê z indywidualnych komórek, na-
tomiast w modelach niekorpuskularnych traktuje siê popula-
cjê jako biofazê [1]. Wed³ug innego podzia³u modele matema-
tyczne dzieli siê na strukturalne i niestrukturalne [2]. Mode-
le niestrukturalne s¹ proste w budowie, ale w odró¿nieniu od
modeli strukturalnych nie uwzglêdniaj¹ kompleksowego za-
chowania komórek oraz reakcji wewn¹trzkomórkowych. Mo-
dele matematyczne mo¿na równie¿ podzieliæ na dynamiczne
i statyczne [2]. W modelach dynamicznych uwzglêdnia siê
zmiennoœæ w czasie parametrów charakteryzuj¹cych popula-
cjê oraz mo¿liwe jest okreœlenie stanów przejœciowych w po-
pulacji. Modele te wymagaj¹ jednak okreœlenia parametrów
kinetycznych oraz warunków pocz¹tkowych.

Wiêkszoœæ dostêpnych w literaturze przedmiotu modeli ma-
tematycznych, opisuj¹cych dynamikê rozwoju systemu biolo-
gicznego, odnosi siê do populacji komórek jako ci¹g³ej lub
skupionej biofazy, czyli przyjmuje siê w nich, ¿e komórki za-
chowuj¹ siê jako uk³ad jednorodny [3]. Natomiast modele,
które opisuj¹ niejednorodn¹ i rozproszon¹ naturê wzrostu ko-
mórek oraz zak³adaj¹, ¿e populacja sk³ada siê z indywidual-
nych komórek nazywane s¹ modelami bilansu populacji. Ta-
kie modele, w odró¿nieniu od modeli, które przewiduj¹ jedy-
nie œrednie w³asnoœci populacji, umo¿liwiaj¹ okreœlenie
rozk³adów wielkoœci opisuj¹cych w³aœciwoœci komórek [3].
Przewa¿nie modele bilansu populacji komórek stanowi¹ de-
terministyczn¹ formê korpuskularno – strukturalnego mode-
lu matematycznego.

Przedmiotem tej pracy jest analiza budowy modeli mate-
matycznych stosowanych do opisu uk³adów biologicznych.

Równania bilansu populacji komórek

Ogólne równanie bilansu populacji zaproponowane przez
Fredricksona i wsp. [4, 8] ma postaæ
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gdzie:
N(x,t) – funkcja gêstoœci liczbowej komórek w przestrzeni

stanu,
X(x,S) – szybkoœæ zmian w³asnoœci komórek,

x’ – fizjologiczny stan komórek macierzystych,
x – fizjologiczny stan komórek potomnych.

Pierwszy cz³on po lewej stronie równania (1) oznacza aku-
mulacjê komórek. Drugi cz³on oznacza utratê komórek ze sta-
nu fizjologicznego (x) z tego powodu, ¿e komórki rosn¹. Pierw-
szy cz³on z prawej strony równania (1) opisuje szybkoœæ po-
wstawania nowych komórek. Ca³kowanie w tym cz³onie wy-
konywane jest w ca³ej r-wymiarowej przestrzeni stanu fizjolo-
gicznego. Drugi cz³on po prawej stronie równania (1) repre-
zentuje utratê komórek w wyniku podzia³u prowadz¹cego do
powstania nowych komórek [4].

Funkcja intensywnoœci podzia³u �(x,S) definiowana jest na-
stêpuj¹co [1]:
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gdzie:
f(x) – funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa podzia³u,

która zale¿y jedynie od wielkoœci charakteryzuj¹-
cej komórkê np. od masy;

r(x,S) – oznacza szybkoœæ wzrostu komórki, która zale¿y
od wielkoœci x charakteryzuj¹cej komórkê
i stê¿enia po¿ywki S;

�(x) – funkcja intensywnoœci rozmna¿ania przez podzia³.

Zmienne w wyra¿eniu opisuj¹cym szybkoœæ wzrostu r(x,S)
mog¹ byæ rozdzielone

r x S h x g S( , ) ( ) ( )� (3)

gdzie:
h(x) – szybkoœæ wzrostu np. masy komórki,
g(S) – stê¿enie po¿ywki. W szczególnych przypadkach

przyjmuje siê sta³e stê¿enie po¿ywki g(S) = 1.

Podzia³ komórki macierzystej x’ na dwie komórki potomne
x opisuje funkcja prawdopodobieñstwa podzia³u P(x,x’,S).
W przypadku, gdy nie zale¿y ona od stê¿enia po¿ywki
(P(x,x’,S) = P(x,x’)) mo¿na j¹ zdefiniowaæ zgodnie z roz-
k³adem beta symetrycznym z parametrem q jako [1]:
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Podzia³ modeli bilansu populacji

W zale¿noœci od liczby w³asnoœci komórki lub zmiennych
u¿ywanych do opisu stanu pojedynczej komórki w danym
okresie czasu modele bilansu populacji mo¿na podzieliæ na
modele jedno- lub wielowymiarowe [3]. Jedn¹ z podstawo-
wych wielkoœci opisuj¹cych populacjê komórek jest ich wiek.
Wiek komórek jest dobrym wskaŸnikiem okreœlaj¹cym stan
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populacji organizmów wy¿szych, wielo-
komórkowych, dla których mo¿na otrzy-
maæ dok³adne dane zwi¹zane z wiekiem
poszczególnych organizmów [5]. Przyjê-
cie wieku organizmów jako wskaŸnika
okreœlaj¹cego populacjê jest mo¿liwe je-
dynie w przypadku, gdy wystêpuje ogra-
niczony zbiór organizmów w œciœle okre-
œlonych warunkach œrodowiskowych [5].
To podejœcie jest utrudnione w przypad-
ku rozpatrywania du¿ych populacji mi-
kroorganizmów [5]. Pierwsze liniowe
modele matematyczne, uwzglêdniaj¹ce
wiek jako czynnik charakteryzuj¹cy po-
pulacjê, zosta³y opracowane w pierwszej
po³owie ubieg³ego wieku przez Skarpe
i Lotka (1911) oraz McKendricka (1926)
[6]. Autorzy ci przyjêli, ¿e wiek jest
zmienn¹ strukturaln¹ i najprawdopo-
dobniej zale¿y jedynie od ¿ywotnoœci
i szybkoœci obumierania populacji. Nato-
miast pierwsze nieliniowe ci¹g³e modele,
uwzglêdniaj¹ce wiek komórek, zosta³y
zaproponowane oko³o 50 lat póŸniej
przez Gurtina i MacCame (1974) oraz
Hoppensteadta (1974) [6]. Ogólne rów-
nanie bilansu populacji w postaci mode-
lu strukturalnego, w którym zmienn¹
jest wiek komórek [7], przedstawiono
w tablicy 1 (poz.1).

Kolejn¹ cech¹ charakteryzuj¹c¹ ko-
mórkê jest jej masa. Masa mo¿e zostaæ zast¹piona przez inn¹
w³asnoœæ mikroorganizmów, np. objêtoœæ lub zawartoœæ
bia³ka. Przyjêcie masy jako cechy okreœlaj¹cej stan organi-
zmów jest wygodne, poniewa¿ jej rozk³ad w du¿ej populacji
mo¿na szybko i dok³adnie okreœliæ ró¿nymi metodami [5].
Dlatego znacznie czêœciej zamiast bilansu populacji, w któ-
rym zmienn¹ jest wiek komórki, stosuje siê masowy bilans
populacji [7] (Tablica. 1, poz. 2). W tym modelu funkcja szyb-
koœci wzrostu masy komórek rm(m) przyjmuje postaæ liniow¹
lub wyk³adnicz¹. W pierwszym przypadku masa pojedyn-
czych komórek wzrasta liniowo w czasie, natomiast w drugim
– masa ta wzrasta wyk³adniczo. W tym modelu funkcje szyb-
koœci wzrostu komórek rm(m), intensywnoœci podzia³u �(m)
oraz prawdopodobieñstwa podzia³u P(m,m’) zale¿¹ tylko od
masy komórek [7].

Wielowymiarowym modelem bilansu populacji komórek
jest model strukturalny „masowo – wiekowy”, w którym bie-
rze siê pod uwagê zarówno wiek, jak i masê komórek. Ponie-
wa¿ populacja komórek jest bardzo zró¿nicowana, nie mo¿na
stosowaæ jednego równania bilansu populacji odnosz¹cego siê
do wszystkich komórek. Z tego wzglêdu, Liou i wsp. [7] wpro-
wadzili podzia³ na tzw. „generacje”. Ka¿da z tych generacji
powstaje w okreœlonym czasie. Wed³ug tego podzia³u, pierw-
sza generacja (k = 1) sk³ada siê z komórek istniej¹cych w cza-
sie pocz¹tkowym. Natomiast kolejn¹ generacjê tworz¹ ko-
mórki potomne tych komórek, które nale¿a³y do generacji
wczeœniejszej. W przypadku pierwszej generacji, w ka¿dym
z przedstawionych modeli znika cz³on zwi¹zany z szybkoœci¹
powstawania nowych komórek.

Na podstawie podzia³u morfologii grzybni Justen i wsp. [8]
opracowali model bilansu populacji uwzglêdniaj¹cy po-

wierzchniê grzybni A. Na podstawie fragmentacji tej po-
wierzchni autorzy ci opracowali dynamiczne równanie bilan-
su populacji (Tablica 1, poz. 4). W tym modelu populacjê dzie-
li siê na n klas. Klasa 0 zawiera nie tylko cz¹stki uzyskane
przez fragmentacjê klasy 1, ale równie¿ fragmenty komórek
rozbitych w czasie zachodz¹cego procesu fragmentacji.

Podsumowanie

Modele matematyczne opisuj¹ce rozwój populacji komórek
stanowi¹ przydatne narzêdzie do modelowania wzajemnych
oddzia³ywañ zachodz¹cych wewn¹trz populacji. Indywidual-
ne cechy populacji s¹ oznaczone przez wiek, masê, rozmiar
lub inne parametry fizyczne. G³ównym za³o¿eniem przy mo-
delowaniu dynamiki rozwoju populacji jest uwzglêdnienie in-
dywidualnych parametrów fizycznych komórek w czasie oraz
wp³ywu œrodowiska na ich rozwój.
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Tablica 1
Podzia³ modeli matematycznych opisuj¹cych rozwój populacji komórek

Lp.
Wielkoœæ
w modelu

Równanie Warunki pocz¹tkowe lub brzegowe

1. wiek [7]
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w tym modelu N(a,t) jest funkcj¹ gêstoœci liczbowej komórek, N(a,t)da jest to
liczba komórek w przedziale wiekowym (a; a+da), N0(a) oznacza funkcjê gêstoœci
liczbowej w czasie pocz¹tkowym

2. masa [7]
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No(m) – pocz¹tkowy rozk³ad masy komórek; rm(m) – funkcja szybkoœci wzrostu
masy komórek.

3.
wiek i masa
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f jest funkcj¹ szybkoœci fragmentacji, któr¹ mo¿na zapisaæ w postaci równania;
K oznacza sta³¹ szybkoœci fragmentacji [1/s], G jest rzêdem pola powierzchni
rzutowej (A – A’) w procesie fragmentacji, A’ jest minimaln¹ powierzchni¹, która
nie mo¿e ulec fragmentacji.
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