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Analiza modeli matematycznych bilansu
populacji komorek

Wprowadzenie

Systemy biologiczne charakteryzuja sie duza zlozonoScig
i réznorodnos$cia. Modele matematyczne stosowane do opisu
dynamiki wzrostu komoérek mozna klasyfikowaé wg réznych
kryteriéw. Moga to by¢ np. modele korpuskularne i niekorpu-
skularne [1]. Modele korpuskularne biora pod uwage fakt, ze
populacja komoérek sklada sie z indywidualnych komérek, na-
tomiast w modelach niekorpuskularnych traktuje sie popula-
cje jako biofaze [1]. Wedlug innego podziatu modele matema-
tyczne dzieli sie na strukturalne 1 niestrukturalne [2]. Mode-
le niestrukturalne sa proste w budowie, ale w odréznieniu od
modeli strukturalnych nie uwzgledniaja kompleksowego za-
chowania komorek oraz reakcji wewnatrzkomérkowych. Mo-
dele matematyczne mozna réwniez podzieli¢ na dynamiczne
i statyczne [2]. W modelach dynamicznych uwzglednia sie
zmienno$¢ w czasie parametrow charakteryzujacych popula-
cje oraz mozliwe jest okreslenie stanéw przejSciowych w po-
pulacji. Modele te wymagaja jednak okre$lenia parametréw
kinetycznych oraz warunkéw poczatkowych.

Wiekszo§¢ dostepnych w literaturze przedmiotu modeli ma-
tematycznych, opisujacych dynamike rozwoju systemu biolo-
gicznego, odnosi sie do populacji komérek jako ciagtej lub
skupionej biofazy, czyli przyjmuje sie w nich, ze komoérki za-
chowuja sie jako uklad jednorodny [3]. Natomiast modele,
ktore opisuja niejednorodna i1 rozproszona nature wzrostu ko-
morek oraz zaktadaja, ze populacja sktada sie z indywidual-
nych komérek nazywane sa modelami bilansu populacji. Ta-
kie modele, w odréznieniu od modeli, ktére przewiduja jedy-
nie $érednie wlasnoSci populacji, umozliwiaja okreSlenie
rozkladéw wielko$ci opisujacych witasciwoséci komérek [3].
Przewaznie modele bilansu populacji komoérek stanowia de-
terministyczna forme korpuskularno — strukturalnego mode-
lu matematycznego.

Przedmiotem tej pracy jest analiza budowy modeli mate-
matycznych stosowanych do opisu uktadéw biologicznych.

Roéwnania bilansu populacji komérek

Ogélne réwnanie bilansu populacji zaproponowane przez
Fredricksona i wsp. [4, 8] ma postaé
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gdzie:
N(x,t) — funkcja gestoéci liczbowej komérek w przestrzeni
stanu,
X(x,S) — szybko$¢ zmian wlasnosci komorek,

x’ — fizjologiczny stan komérek macierzystych,
x — fizjologiczny stan komérek potomnych.

Pierwszy czlon po lewej stronie réwnania (1) oznacza aku-
mulacje komorek. Drugi czton oznacza utrate komoérek ze sta-
nu fizjologicznego (x) z tego powodu, ze komdérki rosna. Pierw-
szy czlon z prawej strony rownania (1) opisuje szybkos¢ po-
wstawania nowych komoérek. Catkowanie w tym cztonie wy-
konywane jest w calej r-wymiarowej przestrzeni stanu fizjolo-
gicznego. Drugi czlon po prawej stronie réwnania (1) repre-
zentuje utrate komérek w wyniku podziatu prowadzacego do
powstania nowych komoérek [4].

Funkcja intensywnosci podziatu I'(x,S) definiowana jest na-
stepujaco [1]:

f(x)

s
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T'(x,S)= r(x,S) = y(x)r(x,S) 2)

gdzie:

f(x) — funkcja gestos$ci prawdopodobienstwa podziatu,
ktora zalezy jedynie od wielkoSci charakteryzuja-
cej komérke np. od masy;

r(x,S) — oznacza szybko§¢ wzrostu komorki, ktéra zalezy
od wielko$ci x charakteryzujacej komoérke
1 stezenia pozywki S;
y(x) — funkcja intensywno$ci rozmnazania przez podzial.
Zmienne w wyrazeniu opisujacym szybko§é wzrostu r(x,S)
moga by¢ rozdzielone

r(x,S) = h(x)g(S) 3)

gdzie:

h(x) — szybko§¢ wzrostu np. masy komorki,

2(S) — stezenie pozywki. W szczegélnych przypadkach

przyjmuje sie state stezenie pozywki g(S) = 1.

Podzial komoérki macierzystej x’ na dwie komoérki potomne
x opisuje funkcja prawdopodobienstwa podziatu P(x,x’,S).
W przypadku, gdy nie zalezy ona od stezenia pozywki
(P(x,x’,S) = P(x,x)) mozna ja zdefiniowaé¢ zgodnie z roz-
kladem beta symetrycznym z parametrem ¢ jako [1]:

NS £ P
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Podzial modeli bilansu populacji

W zaleznoéci od liczby wlasnoséci komorki lub zmiennych
uzywanych do opisu stanu pojedynczej komérki w danym
okresie czasu modele bilansu populacji mozna podzieli¢ na
modele jedno- lub wielowymiarowe [3]. Jedna z podstawo-
wych wielkosci opisujacych populacje komorek jest ich wiek.
Wiek komorek jest dobrym wskaznikiem okres$lajacym stan
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populacji organizméw wyzszych, wielo-
komoérkowych, dla ktérych mozna otrzy-

Tablica 1

Podzial modeli matematycznych opisujacych rozwoéj populacji komoéorek

ma¢ dokladne dane zwiazane z wiekiem Wielkogé , . .
, R , R Lp. Réwnanie Warunki poczatkowe lub brzegowe

poszezegélnych organizméw [5]. Przyje- w modelu
cie wieku organizméw jako wskaznika N(a,0)= N (a)

e T o AN(a,t) 9N(a,b) )
okreslajacego populacje jest mozliwe je- + =-T(a)N(a,t)

. . ot da N(,8)=2 j T'(a)N(a,t)da
dynie w przypadku, gdy wystepuje ogra- ) ek [7] 0

. ., . s s e . wie

r’nczony zbibr organl,zmow W Scisle okre- w tym modelu N(a,?) jest funkcja, gestosci liczbowej komérek, N(a,t)da jest to
slonych war u.nkaCh SrOd.OWEkOWy ch [5]. liczba komérek w przedziale wiekowym (a; a+da), N,(a) oznacza funkcje gestoéci
To podejscie jest utrudnione w przypad- liczbowej w czasie poczatkowym
ku rozpatrywania duzych populacji mi- IN(m,t) 3, (m)N(m,b)]
kroorganizméw [5]. Pierwsze liniowe a om B

modele matematyczne, uwzgledniajace

wiek jako czynnik charakteryzujacy po- | 2. | masa[7]

pulacje, zostaly opracowane w pierwszej =—T(m)N(m,t)

= 2TF(m')P(m,m')N(m' ,Hdm' =

N(m,0)= N (m)

polowie ubieglego wieku przez Skarpe
i Lotka (1911) oraz McKendricka (1926)

N, (m) — poczatkowy rozklad masy komoérek; r, (m) — funkcja szybkoSci wzrostu
masy komérek.

[6]. Autorzy ci przyjeli, ze wiek jest

oN ,(a,m,t) + oN ,(a,m,t) +

N(a,m,0)=N (a,m) k=1

zmienng strukturalng 1 najprawdopo- o
wiek 1 masa

ot

Ba Nk(o’m,t):

dobniej zalezy jedynie od zywotnoéci | 3. 7 4 9l (mN, (a,m, )] _ _ ZHF(a‘,m')NH(a',m‘,t)P(m,m’)dm‘ da’
1 szybko$ci obumierania populacji. Nato- am om

miast pierwsze nieliniowe ciagte modele, =-T(a,m)N(a,m.1) k22 k- okreéla generacje
uwzgledniajace wiek komdrek, zostaly ON(A,t) __ IIN(ADf(A)]

zaproponowane okoto 50 lat pdzniej ot 0A An

przez Gurtina 1 MacCame (1974) oraz f(A=-KA-A) = aa N@= Aj N(4,0d4

Hoppensteadta (1974) [6]. Ogblne réw- 4 | powierzeh- | 45 4 a

nanie bilansu populacji w postaci mode- : nia [8]

lu strukturalnego, w ktérym zmienng
jest wiek komorek [7], przedstawiono
w tablicy 1 (poz.1).

f jest funkcja szybkoéci fragmentacji, ktéra mozna zapisa¢ w postaci rownania;
K oznacza stala szybkoéci fragmentacji [1/s], G jest rzedem pola powierzchni
rzutowej (A — A’) w procesie fragmentacji, A’ jest minimalng powierzchnia, ktéra
nie moze ulec fragmentacji.

Kolejna cecha charakteryzujaca ko-
morke jest jej masa. Masa moze zostaé zastapiona przez inng
wlasno$é mikroorganizméw, np. objeto$¢ lub zawarto$é
biatka. Przyjecie masy jako cechy okreslajacej stan organi-
zmow jest wygodne, poniewaz jej rozklad w duzej populacji
mozna szybko 1 dokladnie okre$li¢é ré6znymi metodami [5].
Dlatego znacznie czeSciej zamiast bilansu populacji, w kto-
rym zmiennag jest wiek komorki, stosuje sie masowy bilans
populacji [7] (Tablica. 1, poz. 2). W tym modelu funkcja szyb-
koéci wzrostu masy komérek r(m) przyjmuje postaé liniowa,
lub wyktadnicza. W pierwszym przypadku masa pojedyn-
czych komérek wzrasta liniowo w czasie, natomiast w drugim
— masa ta wzrasta wyktadniczo. W tym modelu funkcje szyb-
koéci wzrostu komoérek r,(m), intensywnos$ci podziatu I'(m)
oraz prawdopodobienstwa podziatu P(m,m’) zaleza tylko od
masy komoérek [7].

Wielowymiarowym modelem bilansu populacji komodrek
jest model strukturalny ,masowo — wiekowy”, w ktérym bie-
rze sie pod uwage zaréwno wiek, jak 1 mase komorek. Ponie-
waz populacja komoérek jest bardzo zréznicowana, nie mozna
stosowac jednego rownania bilansu populacji odnoszacego sie
do wszystkich komérek. Z tego wzgledu, Liou i wsp. [7] wpro-
wadzili podzial na tzw. ,generacje”. Kazda z tych generacji
powstaje w okreslonym czasie. Wedtug tego podziatu, pierw-
sza generacja (k = 1) sklada sie z komdrek istniejacych w cza-
sie poczatkowym. Natomiast kolejna generacje tworza ko-
morki potomne tych komoérek, ktére nalezaly do generacji
wezeéniejszej. W przypadku pierwszej generacji, w kazdym
z przedstawionych modeli znika czlon zwiazany z szybko$cig
powstawania nowych komoérek.

Na podstawie podzialu morfologii grzybni Justen i wsp. [8]
opracowali model bilansu populacji uwzgledniajacy po-

wierzchnie grzybni A. Na podstawie fragmentacji tej po-
wierzchni autorzy ci opracowali dynamiczne rownanie bilan-
su populacji (Tablica 1, poz. 4). W tym modelu populacje dzie-
i sie na n klas. Klasa 0 zawiera nie tylko czastki uzyskane
przez fragmentacje klasy 1, ale réwniez fragmenty komérek
rozbitych w czasie zachodzacego procesu fragmentacji.

Podsumowanie

Modele matematyczne opisujace rozwdj populacji komérek
stanowia przydatne narzedzie do modelowania wzajemnych
oddzialywan zachodzacych wewnatrz populacji. Indywidual-
ne cechy populacji sg oznaczone przez wiek, mase, rozmiar
lub inne parametry fizyczne. Gtéwnym zalozeniem przy mo-
delowaniu dynamiki rozwoju populacji jest uwzglednienie in-
dywidualnych parametrow fizycznych komoérek w czasie oraz
wplywu $rodowiska na ich rozwd;.
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