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Zastosowanie ró¿niczkowania numerycznego
z jednoczesnym wyg³adzaniem w obliczeniach

strumienia permeatu podczas mikrofiltracji

Wprowadzenie

Coraz szersze zastosowanie procesów separacji membrano-
wej w ró¿nych ga³êziach przemys³u, równie¿ w przemyœle
spo¿ywczym, poci¹ga za sob¹ wzrost aktywnoœci badawczo –
naukowej na tym polu. Badanie wp³ywu ró¿nych czynników
na proces poci¹ga za sob¹ koniecznoœæ analizy zmian wielko-
œci strumienia permeatu w czasie. Dane takie najczêœciej uzy-
skuje siê przez wa¿enie permeatu na wadze pod³¹czonej do
komputera, a nastêpnie ró¿niczkowanie numeryczne otrzy-
mywanych wartoœci chwilowych, które czêsto charakteryzuj¹
siê stosunkowo wysokim poziomem szumów [1]. Niezbêdne
jest wiêc wyg³adzanie danych eksperymentalnych.

Stosuje siê nastêpuj¹ce sposoby ró¿niczkowania funkcji,
których wartoœci w punktach s¹ wyznaczone empirycznie
i obarczone b³êdami doœwiadczalnymi:
1. aproksymacja funkcj¹ empiryczn¹, poddawan¹ nastêpnie

ró¿niczkowaniu;
2. zastosowanie znanych wzorów interpolacyjnych
3. zastosowanie specjalnych metod ró¿niczkowania z jedno-

czesnym wyg³adzaniem.
Metoda Wiêckowskiego [2], opracowana na potrzeby opraco-

wywania wyników analiz spektralnych, oparta jest o wzór in-
terpolacyjny Lagrange’a liczenia pochodnej centralnej
z trzech punktów krzywej empirycznej:
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oraz operacjê wyg³adzania polegaj¹c¹ na uœrednieniu warto-
œci (œrednia arytmetyczna) pewnej liczby punktów le¿¹cych
za i przed punktem, dla którego obliczamy pochodn¹. Wartoœæ
wspó³czynnika wyg³adzaj¹cego (w) okreœla liczbê punktów
branych do œredniej po ka¿dej stronie analizowanego punktu.
Postêpowanie wed³ug prezentowanej metody mo¿na przed-
stawiæ w postaci prostego wzoru rekurencyjnego:
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gdzie wartoœæ y’w, stanowi¹ca punkt wyjœcia do dalszych obli-
czeñ dana jest wzorem:
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Celem pracy by³o wykazanie przydatnoœci metody Wiêc-
kowskiego do opracowania wyników pomiarów zmian szybko-
œci permeacji w czasie procesu mikrofiltracji i porównanie
uzyskanych efektów z przebiegiem tej samej funkcji wyzna-
czonej z zastosowaniem wzorów interpolacyjnych Lagrange’a
oraz metody Savitzky’ego-Golaya.

Metodyka postêpowania

Przedmiotem analiz by³y przyk³adowe dane empiryczne
otrzymane podczas badañ przebiegu procesu mikrofiltracji
wodnych zawiesin talku i dro¿d¿y. Do ilustracji uzyskiwa-
nych efektów przyjêto dwa przebiegi eksperymentalne: jeden,
w którym wystêpowa³y niewielkie, przypadkowe b³êdy po-
miarowe (A) i drugi (B), w którym poziom szumów by³ wiêk-
szy. Proces (A) polega³ na mikrofiltracji wodnej zawiesiny
0,6% mas. talku prowadzonej przy ciœnieniu 75 kPa. W proce-
sie (B) 1% zawiesinê dro¿d¿y piekarskich poddawano mikro-
filtracji przy ciœnieniu 150 kPa. W obu przypadkach stosowa-
no membranê o nominalnej wielkoœci porów 1,4 m. Szybkoœæ
permeacji okreœlano na podstawie masy permeatu zbieranego
w naczyniu umieszczonym na szalce wagi elektronicznej,
przy czym masê cieczy (G) otrzymywan¹ w czasie (t) rejestro-
wano w odstêpach jednosekundowych.

W obu przypadkach eksperymentalne dane G(t) ró¿niczko-
wano numerycznie ze wspó³czynnikiem wyg³adzaj¹cym
w = 2. Otrzymane wyniki porównano z wynikami uzyskanymi
z zastosowaniem metody wzorów interpolacyjnych Lagran-
ge’a (dla piêciu punktów) [3] oraz metody Savitzky’ego-
Golay’a (drugiego rzêdu dla piêciu punktów) [4]. Jako kryte-
rium oceny przyjêto wartoœæ wspó³czynnika korelacji dla do-
pasowania do przebiegów empirycznych nastepuj¹cej funkcji
aproksymuj¹cej:

J = Jss + kt-b (4)

Wartoœci wspó³czynników funkcji (4) wyznaczono metod¹
aproksymacji œredniokwadratowej z wykorzystaniem narzê-
dzia Solver aplikacji Microsoft Excel.

Wyniki

Na rys. 1 przedstawiono bezpoœrednie wyniki pomiarów
masy permeatu uzyskiwane w warunkach laboratoryjnych
podczas mikrofiltracji zawiesin talku (A) i dro¿d¿y (B) w wo-
dzie.

Zapis zmian masy permeatu w czasie nie ujawnia wystêpo-
wania ró¿nic w precyzji wyników wa¿enia, jednak rozk³ad

Str. 74 IN¯YNIERIA I APARATURA CHEMICZNA Nr 1/2009



Prosimy cytować jako: Inż. Ap. Chem. 2009, 48, 1, 74-75

punktów na rys. 2 wykazuje zró¿nicowanie dok³adnoœci obu
serii pomiarów i uzale¿nienie efektu wyg³adzenia danych od
metody obliczeñ. Wynika st¹d, ¿e w przypadku danych empi-
rycznych obarczonych stosunkowo niewielkimi b³êdami do-
œwiadczalnymi popularna metoda wzorów interpolacyjnych
Lagrange’a [3] daje satysfakcjonuj¹ce rezultaty i mo¿e byæ
z powodzeniem wykorzystywana do analizy wyników.

Ze wzrostem poziomu szumów wystêpuj¹cych w danych
eksperymentalnych pojawia siê koniecznoœæ ich redukcji
przez zastosowanie metod specjalnych: Savitzky’ego-Golay’a
[2] lub Wiêckowskiego [1]. Na rys. 3 pokazano, ¿e przy odpo-
wiednio wysokiej wartoœci wspó³czynnika w specjalna metoda
ró¿niczkowania z jednoczesnym wyg³adzaniem pozwala na
zredukowanie szumów, co w konsekwencji prowadzi do uzy-
skania wysokiego stopnia dopasowania modelu (4) zmian
strumienia permeatu w czasie mikrofiltracji do danych do-
œwiadczalnych i poprawnego oszacowania liczbowych warto-
œci jego parametrów.

Wnioski

1. Przytoczone rezultaty obliczeñ wskazuj¹ na przydatnoœæ
metody specjalnej do opracowywania wyników badañ prze-
biegu procesów separacji membranowej.

2. Zapis metody wyg³adzania danych w postaci wzoru reku-
rencyjnego pozwala na ³atwe zaimplementowanie jej w do-
wolnym jêzyku programowania i wykorzystanie w oblicze-
niach komputerowych.

Oznaczenia

b – parametr równania (4), [-]
h – krok ró¿niczkowania
J – strumieñ permeatu, [m3/m2s]

Jss – równowagowy strumieñ permeatu, [m3/m2s]
k – parametr równania (4), [m sb-1]
R – wspó³czynnik korelacji
t – czas, [s]
y – zmienna zale¿na

y’w – pochodna w punkcie w
w – wspó³czynnik wyg³adzaj¹cy, [-]
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Rys. 1. Zmiany masy permeatu w czasie mikrofiltracji zawiesin
talku (A) i dro¿d¿y (B)

Rys. 2. Wyniki ró¿niczkowania funkcji obarczonej niewielkimi
b³êdami (A) i obarczonej doœæ du¿ymi b³êdami (B): W – metoda
specjalna Wiêckowskiego, SG – metoda Savitzky’ego – Golay’a, L –

metoda wzorów interpolacyjnych

Rys. 3. Redukcja szumów funkcji zró¿niczkowanej specjaln¹ me-
tod¹ Wiêckowskiego – wp³yw wartoœci wspó³czynnika w na efekt
wyg³adzenia danych (krzywe przesuniêto w celu lepszego zilu-

strowania efektu)
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