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FUNKCJE PRODUKCJI®

Prezentowany tekst jest drugim z cyklu poswieconego problematyce stosowania innowacyjnych technik produkcji w Polsce i zin-
tegrowanej Europie. Autor opisuje funkcje produkcji podajqc ich cechy charakterystyczne.

Prezentowany artykut stanowi omowienie okreslonych typow funkcji produkcji, ktorych posta¢ analityczna pozwala na ich weryfi-
kacje statystyczng. Weryfikacja statystyczna pozwala wyodrebnié wielkos¢ zwang stopg postepu technicznego. Daje to mozliwosé

ustalenia efektow tego postepu w badanym okresie czasu.

WPROWADZENIE

Wazna rol¢ w teorii ekonomii, ekonometrii, a takze na-
ukach o zarzadzaniu odgrywa tzw. funkcja produkc;ji [7]. Opi-
suje ona zwigzki migdzy rezultatem procesu produkcyjnego,
a czynnikami biorgcymi udziat w tym procesie. Funkcja pro-
dukcji moze rowniez stanowic¢ punkt wyjscia do generowania
zwigzkéw odwrotnych, to znaczy opisywaé relacje miedzy
czynnikami produkcji a produkcja, co moze stuzy¢ do okresla-
nia zapotrzebowania na czynniki produkcji. Popyt na czynniki
produkc;ji jest zalezny od rozmiaréw produkcji i efektywnosci
rozpatrywanych czynnikéw. Majac ustalone ceny czynnikéw
produkcji mozna w prosty sposob okreslic poziom kosztow
wytwarzania, co moze wyznacza¢ granice wyboréw producen-
taijego potencjalne mozliwosci wytworcze, a takze w pewnym
stopniu pozwala na okreslenie efektywnosci catej gospodarki.

EKONOMETRYCZNA POSTAC
FUNKCJI PRODUKCJI

Funkcja produkeji oznacza relacje o charakterze technicz-
no-organizacyjnym przyporzadkowujaca okreslonym nakta-
dom czynnikoéw wytworczych potencjalne rozmiary produkcji.

Ogolna postaé¢ funkcji produkcji przedstawia si¢ nastgpu-
jaco:

Y =f(A; A s A, €, 1) (1)

gdzie: Y — produkgcja,
AL A,...., A —czynniki lub warunki produkcji,
¢ - sktadnik losowy,

1 - wektor parametréw funkcji produkcji.

Zalezno$¢ opisang za pomocg wzoru (1) bedziemy trakto-
wac jako ekonometryczna funkcje produkcji. Stanowi ona
model jednoréwnaniowy, w ktérym zmienng objasniang jest
produkcja (na ogét wyrazona w jednostkach wartosciowych),
a zmiennymi obja$niajacymi sg czynniki produkcji (zazwy-
czaj ograniczone do dwoch — kapitatu i pracy), zakltocenie lo-
sowe reprezentuje zmienna €. Najcze$ciej zaleznos$¢ okreslang
mianem funkcji produkeji rozpatruje si¢ na poziomie jednego
procesu produkcyjnego, badz jednego zaktadu. Mozna row-
niez rozpatrywac¢ funkcje produkeji dla poszczegélnych dzia-
1ow, a takze catej gospodarki. Wielko$¢ Y (produkcja) jest

1 Niniejszy tekst moze zdaniem autora by¢ wykorzystany w procesie dy-
daktycznym do realizacji przedmiotow: podstawy ekonometrii (studia
licencjackie), ekonometria (studia magisterskie) na kierunkach: zarzadza-
nie i inzynieria produkcji, zarzadzanie oraz ekonomia.

rozumiana jako zbiér wytworzonych produktéw wyrazony
w jednostkach fizycznych badZ w cenach stalych. Wolumen
produkcji moze obejmowac skale przedsigbiorstwa, galezi
lub catej gospodarki narodowej. W tym ostatnim przypadku
powszechnie stosowanym miernikiem jest produkt krajowy
brutto PKB (Gross Domestic Product). Wymieniona kategoria
— PKB jest w skali gospodarki najbardziej adekwatnym mier-
nikiem rezultatéw procesu produkcyjnego, bowiem wyniki
produkcyjne uzyskane w kolejnych fazach procesu sa trak-
towane jako odpowiednie skladniki rezultatu wytworzonego
w calej gospodarce. Produkcja dodana okres$lona dla danej
fazy procesu wytworczego stanowi roznicg migdzy produkcja
globalng wyrazona w cenach statych, a warto$ciag wyrazonych
réwniez w cenach statych naktadéow materiatlowych (zuzyte
surowce, materialy, potprodukty, energie¢ i ustugi obce).

Prezentacje problematyki funkcji produkcji zazwyczaj
ogranicza si¢ do wyrdznienia dwdch czynnikoéw wytwor-
czych: naktadow kapitalowych (wartoSci trwatego majatku
produkcyjnego, wartosci zuzytych surowcoéw, materialow,
energii oraz naktadow finansowych) i zatrudnienia (liczby
0sOb niezbednych do realizacji danego przedsiewzigcia pro-
dukcyjnego). Zmienne w modelu tworza kategorie ilosciowe,
warto$ciowe, ewentualnie ich indeksy [5].

Ograniczajac liczbe czynnikow produkeji do dwoch tzn.
kapitalu i1 pracy, pomijajac jednoczes$nie sktadnik losowy
mozna zapisa¢ nastepujaca postaé funkcji produkeji:

Y = f(C, L)

rezultat procesu wytworczego w postaci
produkeji,

gdzie: Y —

C, L — czynniki produkcji odpowiednio kapitat
1 praca.

WELASCIWOSCI FUNKCJI PRODUKCJI

W teorii ekonomii formutuje si¢ szereg postulatow, kto-
rych spetnienia oczekujemy od matematycznej postaci funkcji
produkcji [5]. Przestawimy je ponizej okreslajac jednoczesnie
niektore wiasciwosci funkcji:
¢ Funkcja produkcji jest zazwyczaj nieliniowa?;
¢ Zaklada si¢, ze funkcja jest ciagla, dwukrotnie réz-

niczkowalna, natomiast wykres tworzy powierzch-

ni¢ w pierwszej c¢wiartce ukladu wspolrzgdnych. Linie

2 Istnieja jednak metody transformacji niektorych funkcji produkcji w po-
sta¢ liniowa, doktadnie przedstawimy taka metode w odniesieniu do funk-
¢cji typu Cobb-Douglasa.
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tworzace wykres nazywane sg izokwantami (krzywymi jed-
nakowego produktu), sa one wypukte w przestrzeni (C, L);

¢ Produkcyjno$é¢ krancowa czynnika produkeji jest do-
datnia. Wydaje si¢, iz podany warunek jest oczywisty, po-
niewaz zastosowane w procesie gospodarczym czynniki
produkcji majag by¢ efektywne. Oznacza to, ze zwigksza-
nie naktadow pracy i kapitatu przynosi przyrost produkcji.
Warunek ten mozna zapisa¢ jako:

f.>0 i f>0
gdzie: f.—  pierwsza pochodna czastkowa funkcji
produkcji liczona wzgledem kapitatu,
f, —  pierwsza pochodna czgstkowa funkcji

produkcji liczona wzgledem pracy.

¢ Produkcyjno$é krancowa czynnika produkceji jest ma-
lejaca wzgledem nakladow tego czynnika. Wtasciwosc¢ ta
oznacza, ze krancowe przyrosty produkcji maleja w miarg
wzrostu naktadow poszczegélnych czynnikéw. Dzieje si¢
tak, gdy zalezno$¢ miedzy wielko$cig produkcji, a wiel-
kos$cig naktadéw kazdego z osobna czynnika produkcji
(kapitatu i pracy) mozna przedstawi¢ graficznie w postaci
krzywej wklgstej®.
Mozemy to zapisa¢ w postaci:

f.<0 i f,<0

gdzie: f..— druga pochodna czgstkowa funkcji produkc;ji
liczona wzgledem kapitatu,

f, — druga pochodna czgstkowa funkcji produkcji
liczona wzgledem pracy.

¢ Krancowa produkcyjnos$é jednego czynnika wytwércze-
go zwieksza sie gdy rosng naklady drugiego czynnika.

Mozna to zapisa¢ za pomocg ponizszej formuty:

£,>0 i f.>0

gdzie: f pochodne czgstkowe rzedu drugiego.

LC
¢ Funkcja produkeji jest jednorodna stopnia r.
Warunek jednorodno$ci funkcji oznacza, ze zachodzi po-
nizsza zalezno$¢:
f(AC, AL) = A" f(C, L)
W zaleznosci od wielkos$ci r mozna okres$li¢ w jakim stop-
niu produkcja zareaguje na zmiany naktadow kapitatu i
pracy.
Mozna podaé nastepujace przypadki:
— stale przychody skali gdy r=1,
W tym przypadku zwigkszenie naktadéw kazdego z czyn-
nikow o p% powoduje przyrost produkcji rowniez o p%.
— malejace przychody skali r<1,
Zwigkszenie naktadow pracy i kapitatu o p% spowoduje
przyrost produkcji o 1% (r <p).
— rosngce przychody skali r>1.

Dotyczy sytuacji, gdy wzrost naktadow kazdego z czynni-
kow produkceji o p% spowoduje wzrost produkcji o s% (s > p).

3 Zaktadamy jednocze$nie, ze naktady drugiego czynnika s state.

¢ Istnieje mozliwo$s¢ wzajemnej substytucji czynnikow
produkcji.

W procesie wytworczym czynniki produkcji moga by¢ za-
stepowane w pewnych rozsadnych granicach. Jezeli mozemy
dokonywa¢ substytucji czynnikéw produkcji oznacza to, ze
takg samg wielko$¢ produkceji mozna osiggnaé przy zastoso-
waniu réznej kombinacji czynnikow.

Typowym przyktadem substytucji jest zastepowanie na-
ktadow pracy przez kapitat. Miarg substytucji jest krancowa
stopa substytucji, okresla ona wielko$¢ zmian (przyrostu lub
spadku) naktadéw jednego czynnika produkcji jaki powinien
nastgpic, aby uzyskac te samg wielko$¢ produkcji, gdy naktad
drugiego czynnika zmienia si¢ o pewng malg jednostke.

Krancowa stopa substytucji pracy przez kapital* okre-
$lana jest jako wielko$¢ naktadu kapitatu konieczng do zasta-
pienia niewielkiego wycofanego nakladu pracy. Czyli mozna
zapisac.

dC

LT

gdzie: @ . — kraficowa stopa substytucji pracy przez kapitat,

dL- wycofane z procesu produkcyjnego naklady
pracy (zmniejszenie zatrudnienia o pewng nie-
wielka liczbe 0sob),

d C— przyrost wartosci (naktadow) kapitatu niezbed-
ny do utrzymania dotychczasowego poziomu
produkcji kompensujacy zmniejszenie nakta-
dow pracy.

Mozemy réwniez dokonaé analogicznej interpretacji po-
wyzszego wzoru w przypadku, gdy naktady pracy ulegna
zwigkszeniu; wtedy nalezy wycofaé z procesu pewng warto$¢
kapitatu. Problem ten wydaje si¢ by¢ czysto teoretycznym,
poniewaz trudno wyobrazi¢ sobie sytuacje, gdy przyjmuje si¢
do pracy dodatkowa liczbe 0s6b i jednoczesnie, aby nie prze-
kroczy¢ pewnego ustalonego poziomu produkcji, wycofuje z
produkcji okreslong cze$¢ kapitalu w postaci maszyn i urza-
dzen technicznych.

Jako krancowa stope substytucji kapitalu przez prace
bedziemy rozumie¢ wielko$¢ naktadu pracy konieczng do za-
stapienia niewielkiego wycofanego naktadu kapitatu. Mozna
to okresli¢ za pomocg formuty:

gdzie: @ | — krancowa stopa substytucji kapitatu przez prace,

d L - zmniejszenie wartosci (naktadow) kapitatu o pew-
ng niewielka liczbe jednostek,

d L — przyrost naktadéw pracy niezbgdny do utrzyma-
nia dotychczasowego poziomu produkcji kom-
pensujacy zmniejszenie naktadow kapitatu.

RODZAJE FUNKCJI PRODUKCJI
Funkcje produkcji wystgpuja w postaci:
— potegowej funkcji typu Cobba-Douglasa,
— funkcji typu CES(Constant Elasticity of Substitution).

4 Dokfadna interpretacja i sposoby obliczania krancowej stopy substytucji
zostang podane w dalszej czgsci artykutu.
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— Funkcji typu VES (Variable Elasticity of Substitu-
tion).

Najbardziej rozpowszechniona z tych funkcji CES?, funk-
cja o stalej elastycznosci substytucji bgdaca uogodlnieniem
funkcji Cobb_Douglasa; przybiera ona nastepujaca postac:

Y =y[8K7+(1-8) Lr1e, (2)

gdzie: Y, — zmienna objasniana (wolumen produkcji),
K, L, f.zmienne objasniajace, odpowiednio kapitat
i praca,
y—  dodatni parametr skali produkcji, okreslajacy
efektywnos¢ procesu produkeji,

0 —  miara intensywnosci oddzialywania kapitatu
produkcyjnego (Srodkéw trwatych), przybiera
warto$ci nalezace do przedziatu <0, 1>,

(1 - 8) — miara intensywnosci oddziatywania czynnika
ludzkiego (pracy),

v—  parametr charakteryzujacy jednorodno$¢ funk-
cji wyrazajacy efekty skali (czesto zaktada sig,
iz v=1),

p—  parametr funkcji powiazany z elastyczno$cia
substytucji’.

Funkcja CES charakteryzujaca si¢ walorem ogo6lnosci jest
duzo rzadziej wykorzystywana w praktyce, niz omdowiona
w dalszej czgsci pracy funkcja Cobb-Douglasa. Ograniczo-
ne zastosowanie tej pierwszej jest skutkiem trudnosci, jakie
pojawiajg si¢ przy probie oszacowania, a potem interpretacji
parametrow strukturalnych funkcji. Model dwuczynnikowej
funkcji produkeji CES jest nieliniowy zar6wno pod wzglgdem
zmiennych, jak i1 parametrow strukturalnych. Nie znana jest
transformacja przeksztalcajaca funkcje w rownowazny model
liniowy. Pomyst na zastgpienie funkcji CES jej aproksymanta
liniowa polega na zlogarytmowaniu stronami funkcji postaci
(2) i rozwinigciu nastgpnie w szereg MacLaurina (szereg Tay-
lora wokoét p = 0)%.

W sytuacji, gdy parametr p w wymienionej wyzej posta-
ci funkcji CES jest dodatni i dazy do jednosci otrzymujemy
funkcje produkcji Cobb-Douglasa, bedaca szczegdlnym
przypadkiem funkcji CES. Uogoélnienie funkcji produkcji
CES, zmierzajace do uzmiennienia elastycznoséci substytu-
cji przez uzaleznienie jej od technicznego uzbrojenia pracy
prowadzi do powstania rodziny funkcji typu VES (Variab-
le Elasticity of Substutution). Funkcje te sa nieliniowe
i nie dadzg si¢ sprowadzi¢ do funkcji liniowych wzgledem

5 Funkcja CES jest takze niekiedy nazywana funkcja SMAC od pierwszych
liter nazwisk autorow: Solow, Minhas, Arrow, Chenery., ktorzy zapropo-
nowali ja w roku 1961.

6 W rozwazaniach ograniczymy si¢ do dwoch czynnikow wytworezych: ka-
pitatu i pracy, co dla zrozumienia istoty problemu wydaje si¢ by¢ w petni
wystarczajace. Czytelnika zainteresowanego problemem mozna odesta¢
do literatury przedmiotu np. do cytowanej pracy : W. Welfe, Ekonometria
stosowana, $.54-58.

7 Zwiazek parametru p z elastyczno$cig substytucji jest nastgpujacy:

1

s= , gdzie o - oznacza elastyczno$¢ substytucji kapitatu i pracy.
1+p
8 Metoda, ktora sygnalizujemy zostala zaproponowana w roku 1967 i po-
chodzi od J. Kmenty, patrz w tej sprawie, A. Goryl, Przyczynek do wy-
znaczania parametrow funkcji produkcji CES, ,,Zeszyty Naukowe AE w

Krakowie1982, nr 185.

parametrow. Powoduje to konieczno$¢ stosowania specjal-
nych metod estymacji nieliniowe;j’.

Dalsze uogdlnienia funkcji produkcji CES, gtownie po-
przez wprowadzenie do wymienionej funkcji dodatkowych
cztonéw maja na celu zwigkszenie ,,gigtkosci” relacji migdzy
produkcja, a czynnikami ja tworzacymi to znaczy kapitatem
i pracg. Oczywiscie uogolnianie funkcji poprzez wprowadza-
nie nowych cztonéw powodowalo trudnosci z estymacja pa-
rametrow funkcji oraz interpretacja otrzymanych rezultatow
obliczen. Byto to szczegodlnie wyrazne w przypadku analizy
szeregbw czasowych w warunkach zwickszenia ilo§ci zmien-
nych ponad standardowg ilo$¢ dwdch zmiennych.

Sposrdédznanychiwykorzystywanychwpraktyceuogdlnien
funkcji CES mozna wymieni¢ dwie: funkcje transcendentalna
i funkcje transcendentalng logarytmiczng (translog). Obydwie
te funkcje mozna zredukowaé¢ do funkcji Cobb-Douglasa.
Funkcja transcendentalna posiada ciekawe wtasciwos$ci: kran-
cowe produkcyjnosci czynnikow wytworczych moga poczat-
kowo rosna¢, by nastepnie spadaé, natomiast elastycznosci
substytucji sg zmienne i zalezne od relacji czynnikéw. Funk-
cja transcendentalna logarytmiczna odznacza si¢ duza giet-
kos$cig biorgc pod uwage zmienno$¢ elastycznosci czynnikow,
a takze elastyczno$¢ substytucji. Wymienione wihasciwosci
wynikajg z faktu, iz posta¢ funkcji zawiera w sobie kwadraty
logarytmow zmiennych (kapitatu i pracy) oraz wzajemne in-
terakcje zmiennych.

Mimo interesujacych wiasciwosci wymienionych funkcji
estymacja ich parametréw napotyka na trudno$ci zwiagzane
z wystgpowaniem wspotliniowosci zmiennych objasniajacych
oraz ich transformacji. W zwiazku z tym pojawity si¢ metody
polegajace na zastgpieniu bezposredniej estymacji parame-
trow — estymacjg parametréw funkcji kosztow otrzymanych
z funkcji produkcji. Jednak ze wzgledu na ramy i charakter
niniejszego opracowania nie bedziemy zajmowac si¢ wymie-
niona klasa funkcji. Czytelnika zainteresowanego problema-
tyka odsylamy do odpowiednich pozycji literatury, gdzie na
pewno znajdzie rozwigzanie interesujacych go probleméw.
W kolejnym artykule zostanie omowiona funkcja Cobb-Do-
uglasa ilustrujac teori¢ zwigzang z istota 1 wlasciwosciami
funkcji przyktadami liczbowymi, ktére pozwola czytelnikowi
lepiej zrozumie¢ prezentowany problem i umozliwi¢ mu sa-
modzielne podejmowanie decyzji dotyczacych modelowania
procesu produkcyjnego w przedsigbiorstwie.
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THE FUNCTIONS OF PRODUCTION

SUMMARY

The following text is the second of a series concerning the
issue of using innovative techniques of production in Poland
and united Europe. The author in of the article describes the
functions of production giving their characteristic features.

The presented article is a description of certain types of
functions of production, whose analytical form makes it po-
ssible to verify statistically. On the basis of it is possible to
separate the quantity called technical interest rate. It makes
it possible to establish the effect of the progress in the tested
period.



