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Streszczenie: Artykut dotyczy zjawiska zarysowania skrecanych elementow
zelbetowych, ktore jednoczesnie poddane sg dziataniu sity poprzecznej. Zaprezen-
towano model teoretyczny Rahala i Collinsa, ktory jest jedynym modelem dajagcym
mozliwos¢ szczegdbtowej analizy zachowania elementu jednoczes$nie skrecanego
i Scinanego w catym zakresie obcigzenia. Omoéwiono rowniez zaloZenia teorii
MCFT, ktoéra stanowi podstawe teoretyczng modelu Rahala i Collinsa. Przedsta-
wiono wtasng propozycje metody obliczania szerokosci rys w elementach Zelbeto-
wych poddanych jednoczesnemu dziataniu momentu skrecajacego i sity poprzecz-
nej. Metoda oparta jest na modelu Rahala i Collinsa.

Stowa kluczowe: Zelbet; skrecanie; Scinanie; model kratownicy; odksztatce-
nia; warunki nierozdzielnoSci; szerokos¢ rys.

1. Wprowadzenie

Wiele zelbetowych elementow i konstrukcji budowlanych podlega dziataniu
momentu skrecajacego. Jako przyktady takich konstrukcji mozna wymienié: prze-
strzenne konstrukcje ramowe, schody spiralne, belki podporowe ptyt balkonowych,
trzony usztywniajace budynki wysokie, belki podsuwnicowe czy beki skrajne obcig-
zone jednostronnie ptyts. Najczesciej skrecany element zelbetowy podlega jedno-
czesnie dziataniu Vi M, czyli jest skrecany i $cinany.

Projektowanie konstrukcji zelbetowych nalezy przeprowadzaé metoda stanéow
granicznych. Sprowadza sie to do wykazania, ze poszczegblne elementy tych
konstrukcji sg zabezpieczone i sprawdzone w zakresie SGN i SGU. Do SGU nalezy
m.in. stan graniczny zarysowania.

W normach wielu krajow, np. [18], nie wprowadza sie nakazu obliczeniowego
sprawdzania szerokosci rys uko$nych wywotanych skrecaniem (lub $cinaniem).
Podawane s3 jedynie zalecenia konstrukcyjne odnosnie $rednicy i rozstawu strze-
mion lub zalecenia projektowe dotyczace zmiennosci kata 0, ktorych spetnienie ma
zabezpieczy¢ element przed nadmiernym zarysowaniem. Zalecenia konstrukcyjne
moga da¢ zadowalajacy efekt tylko wowczas, gdy nosnos¢ elementu okreslona jest
z takim zapasem, ze problem nadmiernego zarysowania w ogble sie nie pojawia.
Sytuacja taka wystepuje w wielu krajach, gdzie stosuje sie znaczne wspotczynniki
bezpieczenstwa. Taki sposéb podejscia jest z koniecznosci do przyjecia przy projek-
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towaniu nowych konstrukcji. Nie jest jednak mozliwy do zastosowania przy ocenie
stanu zarysowania konstrukgji istniejacych.

W normach niektoérych krajow i zaleceniach, np.: [19, 22, 23], mozna znalez¢
wzory do obliczania szerokosci rys ukosnych w elementach skrecanych lub Scina-
nych. Jednak metody obliczeniowe oparte sg czeSciowo na wnioskach z analizy
elementéw rozcigganych, a czeSciowo na spostrzezeniach empirycznych, ktore
uwzglednia si¢ wprowadzajac wspolczynniki i arbitralne zatozenia. Przy projek-
towaniu skrecanych (i Scinanych) elementéw zelbetowych stosuje sie najczesciej
[21, 22] model kratownicy przestrzennej o zmiennym nachyleniu betonowych
krzyzulcow Sciskanych opracowany przez Lamperta i Thirlimanna [9, 10]. W celu
wyznaczenia wartosci naprezen i odksztatcen w elemencie pod obcigzeniem eksplo-
atacyjnym (w obliczeniach stanu zarysowania) stosuje si¢ wzory wyprowadzone na
podstawie warunkéw rownowagi kratownicy w stanie granicznym nosnosci. Ponie-
waz nie uwzgledniono warunkoéw nierozdzielnosci odksztatcen, na podstawie tych
wzoréw nie mozna okresli¢ odksztatcen w betonie i stali w skrecanym (Scinanym)
elemencie zelbetowym. W konsekwencji nie jest mozliwe prawidtowe prognozo-
wanie zachowania elementu pod obcigzeniem eksploatacyjnym (w SGU). Trudno
oczekiwa¢, aby na podstawie takich metod obliczeniowych mozna byto uzyskaé
prawidtowe szerokosci rys.

W literaturze i przepisach normowych nie stwierdzono metody obliczania szero-
kosci rys ukosnych w elementach zelbetowych jednocze$nie skrecanych i Scinanych.

Wydaje sig, ze ze wzgledu na przepisy normowe (wymaganie sprawdzenia szero-
kosci rys) oraz projektowanie elementéw przy stosowaniu mniejszych wspoétczyn-
nikow bezpieczenstwa niz w innych krajach (dawniej i obecnie), powinna istnie¢
metoda pozwalajgca obliczy¢ szerokos¢ rys w elementach skrecanych. W artykule
podjeto probe opracowania takiej metody w przypadku elementéw jednocze$nie
skrecanych i Scinanych.

2. Modele teoretyczne odwzorowujace stan odksztalcenia
elementu zelbetowego poddanego dzialaniu sily poprze-
cznej lub momentu skrecajacego

2.1. Teoria MCFT

Aby doktadnie okresli¢c zachowanie elementu Zelbetowego poddanego dzia-
taniu sity poprzecznej lub momentu skrecajacego, tzn. ustali¢ no$nos¢ oraz stan
odksztalcenia elementu pod dowolnym obcigzeniem, nalezy w analizie rGwnocze-
$nie uwzgledni¢ rownania rbwnowagi, warunki nierozdzielnosci odksztatcen oraz
prawa konstytutywne ukosnie zarysowanego betonu i stali zbrojeniowej. Jednym
z modeli teoretycznych, ktory umozliwia taka analize jest zmodyfikowana teoria
pola $ciskan (Modified Compression Field Theory — MCFT) Vecchio i Collinsa
[15,16]. Teori¢ opracowano na podstawie analizy prostokatnego elementu zelbeto-
wego, zbrojonego ortogonalnie, znajdujacego si¢ w dwuosiowym stanie naprezenia.
Przyjeto element o niewielkich wymiarach, wyizolowany z konstrukcji zelbetowej,
co przedstawiono na rys. 1. Pod wptywem obcigzen zewnetrznych element moze
by¢ poddany dziataniu naprezen stycznych i normalnych, rys. 1b. Kierunki pretow
podtuznych i poprzecznych oznaczono, odpowiednio, jako osie ,,/” i ,,t”, tworzac
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w ten sposob uktad wspotrzednych I-t. Wobec tego, naprezenia normalne dziatajace
na element oznaczono o; i o, Poniewaz wymiary elementu s3 mate w poréwnaniu
z wymiarami konstrukcji przyjeto, ze naprezenia sg rownomiernie roztozone na
bocznych powierzchniach elementu. Po zarysowaniu element pracuje jak kratow-
nica przestrzenna, przy czym zaktada sie, ze w elemencie wystepuje wiele wzajem-
nie rownolegtych rys. Betonowe krzyzulce Sciskane sg zorientowane w kierunku
osi ,,2”, ktora jest nachylona pod katem 0 do pretow podtuznych. Przyjmuje sie,
ze kierunek ,,2” jest kierunkiem gtéwnych naprezen Sciskajgcych w betonie. Ozna-
czajac kierunek prostopadty do osi ,,2” jako oS ,,1”, otrzymuje si¢ uktad wspot-
rzednych ,,1-2” na kierunku dziatania naprezen gtéwnych. Wobec tego, gtowne
naprezenia Sciskajgce i rozciagajace w betonie oznaczono, odpowiednio, o, i o,
rys. 1b. Na rys. 1c przedstawiono superpozycje naprezen w betonie i zbrojeniu,
gdzie naprezenia w betonie, na odpowiednich kierunkach, oznaczono o,, o, nato-
miast naprezenia w zbrojeniu oy, o,,.
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Rys. 1. Element zelbetowy w dwuosiowym stanie naprezenia [6]: a) strefa przypodporowa belki
zelbetowej, b) przyjeta konwencja oznaczen, c) superpozycja naprezen w betonie i zbro-
jeniu.

Fig. 1. Reinforced concrete element subjected to in-plane stresses [6]: a) left support of a rein-
forced concrete beam, b) definitions of stresses and coordinate system, c) superposition of
concrete stresses and steel stresses.

Na podstawie teorii MCFT mozna ustali¢c wzajemne zalezno$ci pomiedzy
naprezeniami o, o, i 7, dzialajacymi na element zelbetowy, a odksztatceniami w
elemencie (g, ¢, ), spowodowanymi tymi naprezeniami. W teorii MCFT przyjeto
nastepujace, dodatkowe zatozenia:

1) Element odksztatca si¢ w taki sposob, ze jego krawedzie pozostajg proste

i wzajemnie rownolegte; stan odksztatcenia elementu mozna wiec zdefiniowac za
pomocg dwoch odksztatcen normalnych ¢, ¢, 1 odksztalcenia poprzecznego y.
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2) Okreslonemu stanowi odksztatcenia odpowiada tylko jeden, wtasciwy stan
naprezenia; rozwazania nie obejmuja przypadkéw, w ktorych element poddany jest
dziataniu obcigzen dynamicznych, powtarzalnych i wielokrotnie zmiennych; dodat-
kowo nie uwzglednia sie¢ wptywu skurczu, petzania oraz zmian temperatury.

3) Kierunek gtéwnych odksztatcen betonu Sciskanego ¢, jest zgodny z kierun-
kiem gtownych naprezen Sciskajacych w betonie o,,.

4) Zbrojenie podlega dziataniu jedynie sit osiowych; pomija sie wpltyw sit
klockujacych (dowel action).

5) Rysy w elemencie zelbetowym stanowig obszary nieciagtosci, co powo-
duje istotna zmiennos$¢ lokalnych naprezen i odksztatcen, i utrudnia zastosowanie
warunkow nierozdzielnosci; rozwazania prowadzone s3 w odniesieniu do $rednich
wartoSci odksztatcen i Srednich wartos$ci naprezen; odksztatcenia i naprezenia s3
usredniong warto$cia odksztatcen i naprezen na diugosci odcinka przecinajacego
kilka rys, wliczajgc w to odksztatcenia i naprezenia w przekrojach zarysowanych;
w konsekwencji Srednie odksztatcenia mozna rozwaza¢ jako wzajemnie powigzane
wymaganiami ciggtosci materiatéw ciggtych.

6) Srednie odksztatcenia betonu i zbrojenia s3 identyczne; na zewnetrznych
powierzchniach elementu nie wystepuje poslizg (catkowity) pomiedzy betonem
a zbrojeniem; zatoZenie to nie oznacza, ze pomiedzy zbrojeniem a betonem istnieje
przyczepnos$¢ pierwotna; wystepowanie lokalnych poslizgbw w przekrojach zaryso-
wanych nie stanowi naruszenia tego zatozenia.

7) Rozwazania prowadzone s3 niezaleznie w odniesieniu do zbrojenia i zaryso-
wanego betonu; czynnikiem integrujagcym sa warunki nierozdzielnosci odksztatcen.

Rownania rownowagi

Sity dziatajace na element Zelbetowy s3 rownowazone przez sity w betonie
i zbrojeniu. Warunki rownowagi, mozna wyrazi¢ przy pomocy naprezen:

o, =0,+p0, (1)
Ut = th + ptast (2)
Ty =T =T 3)

Przy pomocy warunkéw réwnowagi w modelu kratownicy mozna wykazac
[6], ze Srednie naprezenia w betonie spetniajg warunki kota naprezenh Mohra. Wobec
tego, mozna wyrazi¢ naprezenia w betonie w funkcji naprezen gtéwnych:

o,=0,cos’ 040, sin’0 (4)

o,=o0,sin’0+0c cos’0 (5)

T=(0,+0,)sinbcosf (6)

Ponadto korzystajac z kota Mohra mozna wyprowadzi¢ nastepujace rOwnania:

o,=T|tanf + ]—Ul (7)
‘ tan 6 ‘

T

Uul = - 001
tan 6

(8)
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Uc? = Ucl + Oct + acl (9)
tan?f = 22 d (10)

Jc? - o—ct

W powyzszych réwnaniach przyjmuje sie, ze naprezenia o, o, o, sa dodatnie
przy rozcigganiu, natomiast naprezenie o, jest dodatnie przy Sciskaniu.

Rownania nierozdzielnosci odksztatcer

Zgodnie z zalozeniem teorii MCFT S$rednie odksztatcenia elementu rowne sa,
co do wartosci, Srednim odksztatceniom betonu i Srednim odksztatceniom stali
(np.: g = ¢, =¢g).

Z warunkéw nierozdzielnosci modelu kratownicy wynika [6], ze S$rednie

odksztatcenia spetniajg warunki kota odksztalcen Mohra. Mozna wiec odksztal-
cenia wyrazi¢ w funkcji odksztatcen gtownych:

€ =¢, C0829+51 sin® 0 (11)
€, =¢, sin® 6 + £, cos’ 0 (12)
7:2(62 +51)sin06059 (13)

Ponadto, korzystajac z kota odksztatcen Mohra mozna wyprowadzi¢ nastepu-
jace zaleznosci:

2(524—51)
= 14
7 tan 6 (14)
Y
€ = —€ 15
" 2tan6 2 (15)
g =¢ +¢ +¢ (16)
g +e€
tan’f = L—2 17
€ t¢g, (17)

W powyzszych rownaniach Srednie odksztatcenia ¢, ¢, ¢, sa traktowane jako
wielkos$ci dodatnie przy rozcigganiu, natomiast srednie odksztatcenie ¢, rozpatruje
sie jako wielkos¢ dodatnig przy Sciskaniu.

Prawa konstytutywne betonu i stali

Dla stali przyjeto zaleznos$¢ o-¢ w przekroju zarysowanym:
o, =B < (18)

Zaleznosci o-¢ ukosnie zarysowanego betonu zostaty ustalone przez Vecchio
i Collinsa na podstawie wynikoéw badan [16]. Stwierdzono, ze beton w krzyzulcu,
ograniczonym uko$nymi rysami, wskutek dzialania naprezen rozciagajacych
w kierunku prostopadtym do osi krzyzulca, uzyskuje nizsza wytrzymatos¢ na
Sciskanie niz beton w standardowej probie Sciskania betonowego walca. Ponadto,
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w betonie znajdujagcym si¢ miedzy rysami stwierdzono naprezenia rozciggajace,
nawet przy bardzo duzych wartosciach Srednich odksztatcen (¢,  100¢,,). Zjawisko
zmniejszenia wytrzymatosci na Sciskanie ukosnie zarysowanego betonu okresla sie
w literaturze jako ,,zmiekczenie betonu” (softening of concrete). Vecchio i Collins
[15,16] zaproponowali nastepujaca zaleznos¢ o-¢ betonu zmiekczonego:

e
80 80

gdzie ¢, jest odksztatceniem odpowiadajgcym wytrzymatosci betonu na $ciskanie
w jednoosiowym stanie naprezenia f,,. Zazwyczaj, jezeli nie dysponuje sie¢ wyni-
kami badan doswiadczalnych, przyjmuje si¢ ¢, = 0.002. Czynnik ¢ jest ,,wspotczyn-
nikiem zmigkczenia” (jego odpowiednikiem w normach [20, 21, 22] jest wspoi-
czynnik efektywnosci v), ktorego warto$¢ wyznacza sie ze wzoru:

(= 1 = 1 <1.0 (20)
€ 0.8 4+170e
0.840.34 1 !

&

Rownanie (19) zostato przedstawione w formie graficznej na rys. 2, na ktérym
dodatkowo, dla poréwnania, przedstawiono zwykla zaleznos¢ o-¢ uzyskana w stan-
dardowej probie Sciskania betonowego walca (¢150x300).

. ‘
an’l P \ /
Dmax 7 71

/ N — - -
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Rys. 2. Zalezno$¢ o-¢ przy Sciskaniu betonu zmigkczonego [15].
Fig. 2. Compression o-¢ relationship for softening concrete [15].

Wystepujacy w réow. (19) iloczyn £f,, jest wytrzymatoscia na Sciskanie betonu
zmigkczonego, a w literaturze przyjeto ja oznacza¢ symbolem f5,,...

Wzbr, na podstawie ktérego mozna wyznaczy¢ warto$¢ gtownych odksztatcen
w betonie Sciskanym, mozna uzyska¢ przeksztatcajac row. (19):

, 002
f; max

Znak ,,-,, w row. (21) stosuje sie w przypadku o, < f5ux-

(21)

Vecchio i Collins [15, 16] na podstawie wynikéw badan przyjeli nastepujaca
zalezno$¢ pomiedzy Srednimi naprezeniami, a Srednimi odksztalceniami betonu
rozcigganego:
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Uel = Ecel dla 61 S Esr (2’2)

fl
clm

0w = [ — dla & >¢€, 23

1+ /200¢, ' @3)

gdzie E. = 5500(f.,)"? jest modutem sprezystosci betonu, £, = 0.33(f.,,)"* ozna-
cza $rednig wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie w dwuosiowym stanie naprezenia
(o.; = -0,,), natomiast g, jest Srednim odksztalceniem betonu rozcigganego przy
zarysowaniu betonu. Wielkos¢ odksztatcenia &, mozna obliczy¢ ze wzoru:

£
g = 24
= (24)

c

Podstawiajac do row. (24) odpowiednie zaleznosci okreslajace E. i f,,,,, uzyskuje
sie wartos¢ odksztatcenia przy zarysowaniu betonu ¢, = 0.00006.

Réwnania (22) i (23) zostaty przedstawione w formie graficznej na rys. 3.

Gl

fc"tm

€51 g

Rys. 3. Zalezno$¢ o-¢ betonu rozciaganego w elemencie zelbetowym z rysami uko$nymi [15].
Fig. 3. Tension o-¢ relationship of concrete for cracked reinforced concrete [15].

Vecchio i Collins [16] zwracaja uwage, ze parametry przyczepnosciowe stali
zbrojeniowej oraz rozmieszczenie zbrojenia w elemencie moga mie¢ wptyw na
zalezno$¢ o-¢ betonu rozcigganego opisang row. (23).

2.2. Zastosowanie teorii MCFT do elementéw skrecanych

Teoria MCFT zostata przystosowana do analizy elementéw poddanych dziata-
niu czystego skrecania przez Collinsa i Mitchella [4].

Na rys. 4 przedstawiono element zelbetowy o przekroju prostokatnym poddany
dziataniu momentu skrecajacego T. Pod wptywem T, po zarysowaniu elementu,
w zewnetrznej strefie przekroju poprzecznego o grubosci t,, zwanej strefg strumienia
Scinania, powstaje strumien sit stycznych g. Aby warunek rébwnowagi momentow
zewnetrznych i wewnetrznych byt spetniony, strumien sit stycznych g musi miec¢
statg wartos$¢ na catej dtugosci linii Srodkowej strefy strumienia Scinania. Warunek
roOwnowagi mozna wowczas wyrazi¢ za pomocg rOwnania:

T

4=
24,

(25)

gdzie A, oznacza pole powierzchni zawarte wewnatrz linii srodkowej strefy strumie-
nia $cinania.
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Zatem, strumien sit stycznych g, przedstawiony na rys. 4a, jest wypadkowa
naprezen stycznych 7, z fragmentu strefy strumienia $cinania o grubosci ¢, i jednost-
kowej wysokosci, mierzonej wzdtuz linii Srodkowej. Nalezy doda¢, ze w strefie stru-
mienia $cinania wystepuje zmienny rozkiad naprezen stycznych, ktérych wartos¢
zmienia sie od wartosci maksymalnej wystepujacej na powierzchni zewnetrznej,
w potowie wysokosci dtuzszego boku przekroju, do zera na gtebokosci t,.

Rys. 4. Belka zelbetowa poddana dziataniu momentu skrecajacego (model kratownicy): a) widok
ogo6lny; element strefy strumienia $cinania we wspotrzednych I-¢ (b), wspotrzednych 1-2 (c).

Fig. 4. Truss model for reinforced concrete torsional member: a) general view; shear flow zone
element in /-t coordinate (b), 1-2 coordinate (c).

Dzielgc strumien $cinania przez grubos¢ strefy strumienia Scinania ¢, (grubo$¢
Scianki zastepczego przekroju cienkoSciennego):

q T

’r =
T
t 2Aktd

d

(26)

uzyskuje si¢ Srednie naprezenia styczne, spowodowane przez T, réwnomiernie
roztozone na calej grubosci Scianki t,.

Element niewielkich rozmiar6w wydzielony ze strefy strumienia Scinania,
przedstawiony na rys. 4 w uktadach wspotrzednych /-t i 1-2, poddany jest dziataniu
naprezen stycznych t; w dwuosiowym stanie naprezenia. Poniewaz taki element
spetnia wymagania teorii MCFT, mozna przy pomocy tego modelu analizowac
zelbetowe elementy skrecane. Rownania przedstawione w p. 2.1, pozostaja w
mocy rowniez w przypadku skrecania, z wyjatkiem tego, ze stopnie zbrojenia p, i p,,
w row. (1) i (2), powinny by¢ obliczone w odniesieniu do pola powierzchni strefy
strumienia $cinania. Stopien zbrojenia poprzecznego mozna obliczy¢ wg wzoru:

sw

5~td

P, = (27)

gdzie a,,, jest polem przekroju jednej gatezi strzemienia, s jest rozstawem strzemion.
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W przypadku czystego skrecania, jak réwniez ,,czystego” scinania (M = 0),
dzialajace na element naprezenia normalne o; i o, s3 robwne zero, czyli ¢, = o, = 0.

Aby opisac¢ stan elementu skrecanego, oprocz wymienionych powyzej rownan,
niezbedne jest wprowadzenie dodatkowych réwnan réwnowagi, nierozdzielnosci
oraz prawa konstytutywnego betonu Sciskanego w krzyzulcach.

Warunek réwnowagi momentéw w przekroju poprzecznym elementu skreca-
nego mozna wyrazi¢ przy pomocy zaleznosci Bredta (26).

Wskutek skrecania belki, w kazdym pojedynczym elemencie strefy strumienia
Scinania wywotane jest odksztatcenie poprzeczne. Warunek nierozdzielnosci ustala-
jacy zwiazek odksztatcenia poprzecznego y elementu Scianki zastepczego przekroju
cienkosciennego z katem obrotu belki y, wyprowadzony przez Bredta, ma nastepu-
jaca postac:

= Y 28
—'VQAk (28)

gdzie u, oznacza obwod linii srodkowej strefy strumienia Scinania.

Powierzchnie zewnetrzne skrecanych belek, wskutek obrotu elementu, ulegaja
spaczeniu (wygieciu wklestemu). Drugi, dodatkowy warunek nierozdzielnosci
odksztatcen, wyprowadzony przez Lamperta i Thiirlimanna [10], ustala zwiazek
migdzy krzywizng betonowych krzyzulcow ¢,,, a katem obrotu elementu y:

¢, = ¥sin (20) (29)

Betonowe krzyzulce w elemencie skrecanym poddane s3 dziataniu nie tylko
osiowego Sciskania, ale rowniez zginania, spowodowanego spaczeniem zewnetrz-
nych powierzchni. Wskutek ztozonego stanu naprezenia, w krzyzulcu wystepuje
zmienny rozktad odksztatcen gléwnych e,, ktore przyjmuja najwieksza wartos¢ na
powierzchni zewnetrznej ¢,,,.,, a ich wartos¢ zmniejsza sie w kierunku do wnetrza
belki. Przyjmuje sie, a potwierdzity to wyniki badan Mitchella i Collinsa [4], ze
w krzyzulcu o grubosci ¢, rozktad odksztatcen e, jest liniowy, co przedstawiono na
rys. 5a. Mozna wiec ustali¢ zaleznos¢ miedzy krzywizng krzyzulca ¢,,, maksymal-
nym odksztatceniem $ciskanego betonu ¢,,,,, oraz gruboscig strefy strumienia scina-
nia (gruboscia krzyzulca) ¢,

52 max = (bdpt (30)

Na rys. 5b przedstawiono rozktad naprezen Sciskajacych w betonowym krzy-
zulcu skrecanej belki, pod obcigzeniem bliskim nos$nosci belki, ktory odpowiada
liniowemu rozktadowi odksztatcen. Krzywa reprezentujaca rozkiad naprezen
Sciskajgcych jest identyczna z krzywa o-¢ betonu zmiekczonego, opisang row. (19).
W celu utatwienia analizy, paraboliczny wykres naprezen Sciskajacych zastepuje
sie¢ rownowaznym, prostokatnym wykresem naprezen, przedstawionym na rys. Sc.
Rownowazny wykres naprezen jest statycznie zdefiniowany za pomocg dwoch para-
metrow: wysokosci a, ktoérg wyznacza sie ze wzoru:

a=pt, (31)
oraz Srednich naprezen Sciskajacych, ktorych wartos¢ oblicza sie wedtug zaleznosci:

Uz‘,‘Z = al 2max = alc‘f;m (32)
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Rys. 5. Rozktad naprezen i odksztatcen w betonowym krzyzulcu Sciskanym elementu skreca-
nego [4].

Fig. 5. Strain and stress distributions in concrete compression strut of a element subjected to
torsion [4].

Nalezy szczeg6lnie podkreslic, ze row. (19), wyrazajace zalezno$¢ o-¢ betonu
w krzyzulcach poddanych dziataniu osiowego Sciskania, nie jest mozliwe do zasto-
sowania w przypadku elementéw skrecanych, poniewaz w takich elementach beto-
nowe krzyzulce poddane s3 jednoczesnemu dziataniu osiowego Sciskania i zginania.
Tak wiec, row. (32) jest nowym prawem konstytutywnym, ustalajgcym zaleznosé
miedzy $rednimi odksztalceniami ¢, a Srednimi naprezeniami o, w betonowych
krzyzulcach elementow skrecanych.

Wystepujace w row. (31) i (32) zmienne «, i B8;, ktore sg funkcjg odksztatcen ¢,,
nazywane sg wspotczynnikami rownowaznego wykresu naprezen. Wspotczynniki
o, 1 B; wyznacza sie w taki sposob, aby wartosci i potozenie wypadkowych wykre-
sOw naprezen przedstawionych na rys. 5b i Sc byty identyczne.

Wspolczynnik a,, ktory wyraza warto$¢ stosunku naprezen srednich do napre-
zen maksymalnych w betonowych krzyzulcach $ciskanych, wyznacza si¢ z rowno-
wagi sit wypadkowych:

o max
td

= af0=—— [ o,(,)d, (33)

2max 0

Wspotczynnik f;, okreslajacy wysoko$¢ rdwnowaznego wykresu naprezen
(grubo$¢ rownowaznego pola Sciskanego w betonowym krzyzulcu), wyznacza sie
z warunku rownowagi momentow wzgledem osi obojetnej, ktora zlokalizowana
jest w odlegtosci t, od powierzchni zewnetrznej:

2 €2 max
C (1 —0.50, )td = Qt‘l f o, (52 )52d52 (34)

2max 0

Po odpowiednich przeksztatceniach, uzyskuje sie wzory do obliczania wspot-
czynnikow ;i a;:

€2max —4
50
B =05—— (35)
2max 3

6()
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2
a = i 82 max | l 82 max (3 6)
YoB e 3| €

0 0

Analize zelbetowych elementow skrecanych, przy wykorzystaniu teorii MCFT,
prowadzi si¢ wiec przy zalozeniu, ze betonowe krzyzulce posiadajg rownowazna
grubos¢ a = B;t; (rbwnowazna grubos¢ strefy strumienia Scinania). Wypadkowa
naprezen Sciskajacych jest wiec zlokalizowana w odlegtosci (a /2) od zewnetrz-
nej powierzchni betonu, a jej potozenie jest zgodne z potozeniem linii srodkowej
rownowaznej strefy strumienia $cinania. Przyjmuje sie, ze odksztalcenia w ptasz-
czyznie dziatania wypadkowej naprezen Sciskajgcych maja warto$¢ Srednig i moga
by¢ uzywane do konstruowania kota odksztatcenn Mohra. Przy tym zatozeniu, Srednia
wartos¢ gtownych odksztatcen w Sciskanym betonie ¢,, mozna obliczy¢ wg wzoru:

& = (1 - O'5ﬂ1 )€2max (37)

Konsekwencja przyjecia w analizie rOwnowaznej grubosci strefy strumienia
Scinania s3 modyfikacje niektérych rownan wykorzystywanych w teorii MCFT,
polegajace przede wszystkim na zastgpieniu zmiennej t, przez zmienng a.

3. Model teoretyczny Rahala i Collinsa odwzorowujacy
stan odksztalcenia elementu zelbetowego poddanego
jednoczesnemu dzialaniu momentu skrecajacego i sily
poprzecznej

Istotnym z punktu widzenia stanéw granicznych no$nosci i stanéw granicznych

uzytkowalnosci jest fakt, ze przy skrecaniu ze Scinaniem wystepuje zréznicowany
rozktad naprezen stycznych w przekroju poprzecznym, co zilustrowano na rys. 6.

a) —
Ty ° g P> —
lr.r-rv
\Y L M
T L I T '1T+rv i

Rys. 6. Rozktad naprezen stycznych w zewngtrznej czgsci przekroju poprzecznego spowodowanych:
a) sita poprzeczng V, b) momentem skrecajacym T, c) jednoczesnym dziataniem (T+V).

Fig. 6. Shearing stresses distribution near the periphery of a section subjected to: a) shear V,
b) torsion T, ¢) combined torsion and shear (T+V).

Przyjmuje sie, ze w elementach o przekroju pelnym naprezenia styczne spowo-
dowane sitg poprzeczng 7, s3 rownomiernie roztozone w caltym przekroju, a kieru-
nek ich dziatania jest zgodny z kierunkiem dziatania sity V. Naprezenia styczne
7 spowodowane momentem skrecajagcym, o ,,obwodowym” kierunku dziata-
nia, wystepuja jedynie w zewnetrznej czeSci przekroju (w Sciankach zastepczego
przekroju cienkosciennego o grubosci t,). Naprezenia styczne 7, i 1, beda sie wiec
odejmowaty na jednym boku belki (przypadek T-V), rownolegtym do ptaszczy-
zny dzialania momentu zginajacego, a na drugim sumowaty (przypadek T+V).
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W konsekwencji bok przekroju, na ktéorym nastepuje sumowanie naprezen stycz-
nych bedzie obszarem ,,krytycznym” ze wzgledu na stan graniczny nosnosci i stan
graniczny szerokosci rys. Poniewaz naprezenia styczne t, przenoszone sg przez caty
przekréj poprzeczny, natomiast 7, jedynie przez ,,obwodowg” czes¢ przekroju, w
Sciance ,,krytycznej” nie bedzie obowigzywata zasada superpozycji przy sumowa-
niu naprezen stycznych. Mowiac inaczej, przyjecie liniowej interakcji pomiedzy T i
V przy projektowaniu elementoéw jednocze$nie skrecanych i Scinanych jest zatoze-
niem zbyt zachowawczym.

Metoda analizy elementu jednocze$nie skrecanego i Scinanego powinna
uwzglednia¢ rzeczywisty rozktad naprezen stycznych w przekroju poprzecznym
oraz przestrzenng prac¢ elementu.

Jedynym dostepnym w literaturze modelem teoretycznym, na podstawie ktérego
mozna szczegbtowo analizowa¢ zachowanie elementéw zelbetowych poddanych
jednoczesnemu dziataniu skrecania i $cinania jest model Rahala i Collinsa [13].
Zostat on opracowany na podstawie teorii MCFT. Poprzez wprowadzenie warunku
nierozdzielnosci krzywizn rozszerzono zakres stosowania modelu na elementy
jednoczesnie skrecane i Scinane.

Jezeli element zelbetowy o przekroju petnym jest poddany dziataniu skreca-
nia, to jego przekrdj, w analizie, mozna zastapi¢ przekrojem cienko$ciennym. Przy
czystym skrecaniu poszczegélne Scianki przekroju cienkosciennego: lewa, gorna,
prawa i dolna, ktore zostang oznaczone, odpowiednio: L, G, P i D, maja jednakowa
grubos¢, poniewaz warto$¢ srednich naprezen stycznych wywotanych skrecaniem 7,
jest we wszystkich $ciankach identyczna. Przy jednoczesnym skrecaniu i $cinaniu,
naprezenia styczne od skrecania 7,1 sily poprzecznej 7, beda si¢ w jednej ze Scianek,
np. prawej, sumowaly (z; + 7y), w lewej odejmowaly (z; - 7,), a w gérnej i dolnej
beda dziataty jedynie naprezenia v, (por. rys. 6). Stan odksztalcenia (naprezenia)
w poszczegblnych Sciankach bedzie wiec zréznicowany. W rezultacie, aby okresli¢
stan odksztatcenia w konkretnej §ciance, nalezy w analizie uwzgledni¢ przestrzenng
prace elementu, ktéra zalezy od stanu odksztalcenia poszczegblnych Scianek.
W tym celu, Rahal i Collins wprowadzaja warunek nierozdzielnosci krzywizn, ktory
uwzglednia wzajemng zaleznos$¢ pomiedzy odksztalceniami Scianek.

Model Rahala i Collinsa daje mozliwos¢ analizy przekrojow zelbetowych
poddanych jednoczesnemu dziataniu: momentu skrecajacego T, sily osiowej N,
sity poprzecznej pionowej V,, sity poprzecznej poziomej V,, zginania w ptaszczyz-
nie pionowej M, i zginania w plaszczyznie poziomej M, (por. rys. 7a). W artykule,
przy opisie modelu, bardziej szczegbtowo zostanie zaprezentowany przypadek, gdy
w przekroju poprzecznym wystepuja jedynie moment skrecajacy T i sita poprzeczna
V dziatajaca w kierunku pionowym.

3.1. Podstawowe zalozenia modelu

Na rys. 7a przedstawiono element zelbetowy o przekroju prostokgtnym znaj-
dujacy sie, wskutek dziatania obcigzen zewnetrznych, w ztozonym stanie napreze-
nia, oraz fragment, niewielkich rozmiaréw, wyizolowany z przekroju poprzecznego
tego elementu, ktory znajduje sie w trojosiowym stanie naprezenia. OkreSlenie tego
ztozonego stanu naprezenia, na podstawie aktualnej wiedzy o zarysowanych elemen-
tach zelbetowych, bytoby niezwykle skomplikowane. W celu uproszczenia analizy
dokonuje sie idealizacji przekroju w taki sposob, aby niezaleznie rozwazaé czesci
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sktadowe znajdujace sie w jedno- i dwuosiowym stanie naprezenia, przy jednocze-
snym zachowaniu wzajemnych zaleznosci pomiedzy tymi dwoma uktadami.

Na rys. 7b przedstawiono wyidealizowany przekrdj poprzeczny, zbrojony
pretami podtuznymi, ktéry przenosi czgs¢ obcigzen (N, M,, M, oraz naprezenia
normalne spowodowane przez V,, V,i T) za poSrednictwem naprezen normalnych.
Na rys. 7b przedstawiono rowniez, za pomocg linii przerywanej, stan przekroju po
odksztalceniu, z ktoérego wynika, ze w catym przekroju przyjeto liniowa zmien-
nos¢ odksztatcen w kierunku podtuznym tzn.: przekroje ptaskie pozostajg ptaskie,
a naprezenia normalne zwigzane s z odksztatceniami poprzez zwykte, jedno-
osiowe zaleznosci o-¢, zarbwno w odniesieniu do betonu jak i stali. W dalszej czesci
pracy, wyidealizowany przekrdj przedstawiony na rys. 7b bedzie okreslany jako
»uktad 17.

Na rys. 7c przedstawiono wyidealizowany przekr6j znajdujacy sie w dwuosio-
wym stanie naprezenia, ktory przenosi sity poprzeczne V,, V, i moment skrecajacy T.
Przekroj sktada sie z czterech poprzecznie zbrojonych scianek, o réznych grubosciach
t,,, 1 roznym kacie nachylenia 6 kierunku gtéwnych naprezen w Sciskanym betonie.

W artykule, ten wyidealizowany przekr6j bedzie okreslany jako ,,uktad 2”.

a) Przekrdj oryginalny

(element w trojosiowy
stanie napre¢zenia)

b) Uklad 1

(element w jednoosiowym
stanie naprezenia)

Scianka prawa

¢) Uklad 2

(element w dwuosiowym
stanie naprezenia)

Rys. 7. Sposéb idealizacji przekroju zelbetowego wg modelu Rahala i Collinsa [13].
Fig. 7. Idealization of reinforced concrete section in the model of Rahal and Collins [13].
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Pomiedzy tymi dwoma wyidealizowanymi uktadami wystepujg wzajemne
zaleznosci. Po pierwsze, naprezenia styczne wystepujace w Sciankach uktadu 2
powodujg powstawanie sit podtuznych oraz momentéw zginajgcych, jezeli warto-
Sci sit podtuznych w przeciwleglych Sciankach sa r6zne. Uktad 1 bedzie, wobec tego,
poddany dziataniu obcigzen zewnetrznych (N, M,, M,) oraz obcigzen spowodowa-
nych naprezeniami stycznymi. Nalezy wiec wyznaczy¢ odpowiednie sity podiuzne
z uktadu 2 i zastosowac je w uktadzie 1. Po drugie, kazda Scianka uktadu 2 podlega
dziataniu naprezen stycznych (od V,, V, i T) oraz, dodatkowo, odksztalcenia
w kierunku podtuznym g. Odksztatcenie g wyznacza sie z uktadu 1 i stosuje
w uktadzie 2. Przyjeto, Ze ¢ jest odksztatceniem w kierunku podtuznym srodka
ciezkosci scianki (rownolegtym do osi podtuznej belki).

W zwiazku z powyzszymi zatozeniami, do okreSlenia stanu naprezenia
i odksztatcenia w kazdej sciance mozna wykorzysta¢ rownania teorii MCFT.

Aby uzyskaé spodziewane rozwiazanie, przy pomocy omawianego modelu
teoretycznego, muszg by¢ spelnione nastepujace wymagania:

1) w odniesieniu do catego przekroju poprzecznego: réwnowaga napre-
zen stycznych (uktad 2) i normalnych (uktad 1) oraz nierozdzielnos¢ odksztatcen
w kierunku podtuznym (uktad 1);

2) w kazdej Sciance: prawa konstytutywne betonu i stali (MCFT) (uktad 1 i 2),
warunki nierozdzielnosci srednich odksztatcen (MCFT) (uktad 2), warunki réwno-
wagi Srednich naprezen (MCFT) (uktad 2) oraz nierozdzielnos$¢ krzywizn (uktad 2).

Z warunku rownowagi naprezen stycznych wynika wzajemna zalezno$¢ pomie-
dzy Sciankami uktadu 2. Wypadkowe naprezen stycznych w Sciankach musza by¢
w rownowadze z obcigzeniami zewnetrznymi (V, T).

Przyjeto zatozenie, ze sita poprzeczna V (pionowa) przenoszona jest wylgcz-
nie przez $cianki pionowe. Wartos¢ Srednich, rownomiernie roztozonych naprezen
stycznych wywotanych sita V:

_r
bz
Z przyjetego zalozenia wynika, ze grubos¢ pojedynczej Scianki (krzyzulca)
przenoszacej naprezenia styczne Ty, jest rtowna potowie szerokosci catego przekroju
poprzecznego t, = 0.5b.

T

(38)

Moment skrecajacy T wywotuje naprezenia styczne we wszystkich Sciankach.
Rozktad tych naprezen jest liniowy na grubosci Scianki (por. rys. 8.a). Przy czystym
skrecaniu Srednia warto$¢ rownomiernie roztozonych naprezen stycznych 7, jest
stata we wszystkich Sciankach [por. row. (26)], ktére maja identyczng grubos¢ t,,
co zostato opisane w p.2.2. Poniewaz w analizie elementéw skrecanych, wg teorii
MCFT, grubosc¢ Scianki zastepuje sie rOwnowazna gruboscig krzyzulca a = B,t, (por.
rys. 5), rtéw. (26) przyjmie postac:

qT T

Ti
a 2Aka.
i

(39)

gdzie indeks i zastepuje sie odpowiednim indeksem: L, G, P lub D. Réwnanie (39)
jest ogolng postacia row. (26) i mozna je stosowac w przypadku, gdy grubosci Scianek
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sa rozne. Przy r6znych grubosciach Scianek pole A,, zawarte wewnatrz linii sSrodkowej
strefy strumienia Scinania:

Ak: b_a_L_a_P][h_a_G_a_D (40)

2 2 2 2

Przy jednoczesnym dziataniu momentu skrecajacego i pionowej sity poprzecz-
nej naprezenia styczne 7, i 7, beda si¢ w jednej ze Scianek pionowych odejmowaty,
a w drugiej (krytycznej) dodawaty. W rezultacie rozktad naprezen stycznych w obu

$ciankach bedzie nierownomierny.
o

l— tq —]

a)

— ly

I
_,zi
v b)
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i
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Rys. 8. Rozktad naprezen stycznych w Sciance krytycznej (7, + t,) elementu jednoczesnie skre-
canego i Scinanego [13]: a) naprezenia rzeczywiste, b) naprezenia $rednie spowodowane
dziataniem T'i V, c) naprezenia $rednie spowodowane jednoczesnym dziataniem T'i V.

Fig. 8. Shearing stresses distribution in the critical wall (z; + 7,) of element subjected to combined
torsion and shear [13]: a) original system of stresses, b) average stresses due to V and T,
c) average stress due to combined T and V.

Na rys. 8a przedstawiono rozktad naprezen stycznych, wywotanych przez
Ti V, w krytycznej $ciance przekroju (z; + 7). ROwnomiernie roztozone naprezenia
Ty, Wg 1OW. (38), wystepuja na grubosci t,. Rozktad naprezen stycznych wywotanych
przez T jest zmienny na grubosci ¢,. Zastepujgc go rownowaznym rozktadem sred-
nich, rbwnomiernie roztozonych na grubosci a, naprezen stycznych t,, wg row. (39),
uzyskuje sie rozktad naprezen stycznych w Sciance krytycznej jak na rys. 8b.

Zakres stosowania teorii MCFT ograniczony jest do elementéw poddanych
dziataniu rownomiernie roztozonych naprezen. Teori¢ mozna stosowaé w przy-
padku elementéw skrecanych lub Scinanych, w ktérych betonowe krzyzulce podle-
gaja dzialaniu réwnomiernie roztozonych, srednich naprezen stycznych, odpo-
wiednio: 7, na grubosci a i 1y na grubosci t, = 0.5b. W przypadku jednoczesnego
skrecania i Scinania rozktad naprezen stycznych jest jednak nierbwnomierny, jak
wynika z rys. 8b. Aby mozna byto zastosowac¢ rownania teorii MCFT, wyznacza sie
warto$¢ Srednich naprezen stycznych ,,, ktore dziatajg na odpowiedniej grubosci ¢,
co przedstawiono na rys. 8c. Wartosci zmiennych 7,1 t,,, charakteryzujacych rozktad
Srednich naprezen stycznych w $ciance i spowodowanych jednoczesnym dziataniem
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Ti V, oblicza sie w taki sposdb, aby warto$¢ i potozenie wypadkowych rozktadow
naprezen przedstawionych na rys. 8b i 8c byty identyczne. Znajgc wartosS¢ srednich
naprezen stycznych t,, w Sciance oraz wartos¢ odksztatcen w kierunku podtuznym g
Srodka ciezkosci Scianki, mozna za pomocg teorii MCFT ustali¢ stan odksztatcenia
(naprezenia) Scianki.

Na rys. 7b przedstawiono (linig przerywang) ogélny stan odksztatcenia prze-
kroju w kierunku podtuznym. Przekr6j moze si¢ obraca¢ dookota osi poziomej (z)
oraz pionowej (y). Do opisania stanu odksztatcenia w kierunku podtuznym, a w
konsekwencji stanu naprezenn normalnych w przekroju poprzecznym, niezbedne sa
trzy niezalezne zmienne. Na rys. 7b przedstawiono zmienne, ktére zostaty wybrane
w prezentowanym modelu teoretycznym, wraz z konwencjg ustalania znakow tych
zmiennych. Zmiennymi s3: €, — odksztalcenie w kierunku podtuznym $rodka ciez-
kosci przekroju; dodatnie przy rozcigganiu, ¢, — obrét dookota osi z; dodatni jezeli
skutkiem jest sciskanie gornych wiokien przekroju, ¢, — obrét dookota osi y; dodatni
jezeli skutkiem jest Sciskanie prawych witokien przekroju.

Przy danej kombinacji odksztatcen: ¢, ¢,, ¢,, odksztatcenie podtuzne dowol-
nego punktu przekroju o wspotrzednych (z,y) mozna wyznaczy¢ z warunku nieroz-
dzielnosci odksztalcen podiuznych, opisanego réwnaniem:

5l = E(:en - y(’bz + Z¢y (41)

W modelu przyjmuje sie doskonatg przyczepnos$é pomiedzy betonem i stalg
(zatozenie 6, w p. 2.1). W zwigzku z tym, réw. (41) mozna wykorzysta¢ do oblicze-
nia odksztatcenn zarbwno w betonie jak i w pretach zbrojeniowych, w dowolnym
punkcie przekroju poprzecznego.

Naprezenia normalne w przekroju poprzecznym (uktad 1) muszg byé
w rownowadze z zewnetrznymi obcigzeniami (N, M,, M,). Warunki rownowagi
muszg rowniez uwzglednia¢ wystepowanie naprezen normalnych, ktére powstaja
wciankach (uktad 2), wskutek dziatania naprezen stycznych 7,,,. Naprezenia wbetonie
i zbrojeniu podtuznym, wyznaczone na podstawie rozktadu odksztatcen g w catym
przekroju [wg row. (41)] i przy wykorzystaniu praw konstytutywnych betonu (zalez-
nosci niezmigkczone) i stali, po scatkowaniu wzgledem odpowiednich powierzchni,
nalezy zsumowa¢ z sitami przekrojowymi. W rezultacie otrzymuje si¢ nastepujace
rébwnania rownowagi uktadu 1 we wspotrzednych z-y:

4
facldAe +fgsldA9 = N+2Nm' (42)
A A =
4
[owdA + [oydd =—M > (N.y,) (43)
A A, =1
4
f o,2dA + f o2dA =M + (Nz) (44)
A, A, i=1

gdzie z; oraz y; sa, odpowiednio, wspotrzednymi z i y srodka ciezkosci Scianki i.
Z prawych stron powyzszych réwnan wystepuje catkowite obcigzenie rOwnowazne,
ktore jest sumg obciazen zewnetrznych i obcigzenn bedacych wynikiem dziatania



Propozycja metody obliczania szerokosci rys ukosnych w elementach... 53

naprezen stycznych .. N,; jest sita podtuzng spowodowang dziataniem naprezen
stycznych 7,,; w Sciance i, ktorg wyznacza si¢ ze wzoru [por. row. (8)]:

T .
N, = [ e — Um] x (pole powierzchni §cianki ,,i”) (45)
tan 0, )

Wszystkie Scianki przekroju (uktad 2), ktére znajdujg sie w dwuosiowym
stanie naprezenia (t,,) i dodatkowo podlegaja dziataniu odksztalcenia podtuznego
&, spetniajg zatozenia teorii MCFT. Wobec tego réwnania teorii MCFT moga by¢
wykorzystane w prezentowanym modelu, w celu okreslenia stanu odksztalcenia
(naprezenia) poszczegdlnych Scianek. Dodatkowo, Rahal i Collins [13] wprowadzaja
warunek nierozdzielnosci krzywizn.

W kazdej Sciance wystepuje wzajemna zalezno$¢ pomiedzy skreceniem prze-
kroju v, krzywizng podtuzna ¢, (w ptaszczyznie poziomej), krzywizna poprzeczng ¢,
(w ptaszczyznie pionowej) oraz krzywizng maksymalng ¢,, (wzdtuz osi krzyzulca).
Zaleznos¢ ta, ktora stanowi warunek nierozdzielnosci krzywizn, mozna przedsta-
wi¢ za pomocg réwnania:

¢, = ¢, sin’ 0 + ¢, cos’ 6 + ¥ sin (29) (46)

Krzywizna danej Scianki ma znak dodatni, zgodny ze znakiem w, jezeli
warto$¢ odpowiedniego odksztalcenia w tej Sciance jest mniejsza od odpowied-
niego odksztatcenia w Sciance do niej rownolegtej. Poniewaz wartosci odksztat-
cen w Sciance zalezg od wartosci naprezen stycznych, odksztatcenia w Sciance
krytycznej, w ktorej (7 + 7,) (przyjmijmy, ze jest to prawa Scianka), beda miaty
zawsze wieksze wartoSci od odpowiednich odksztatcen w Sciance do niej rownole-
glej (z; - 1,). Wobec tego, krzywizny prawej Scianki (krytycznej) musza mie¢ znak
ujemny i nalezy je wyznacza¢ w nastepujacy sposob:

¢ZP _ i (47)

$p =T (48)

natomiast krzywizny lewej Scianki beda rowne: ¢; = -¢p i ¢y = -¢p. W 1r6W. (47)
i (48) g, oznacza Srednie odksztatcenie w betonie w kierunku poprzecznym (réwne
odksztalceniu w zbrojeniu poprzecznym), b, jest odlegtoscia pomiedzy piono-
wymi galeziami strzemienia, natomiast ¢; oznacza Srednie odksztatcenie podtuzne
w punkcie lezacym na skrajnym witoknie przekroju, na wysokosci srodka cigzko-
Sci przekroju. Warto zauwazy¢, ze w elementach poddanych czystemu skrecaniu
¢ = ¢,; = 0, a rOw. (46) przyjmuje postaé wyrazona row. (29).

W modelu teoretycznym Rahala i Collinsa, row. (46) wykorzystuje sie do obli-
czenia wartosci zmiennej ¢,,. Znajac warto$¢ odksztatcenia na zewnetrznej, Sciska-
nej powierzchni betonu &,,,,, oblicza sie grubos¢ krzyzulca t,, przenoszacego skre-
canie, wedtug zaleznosci, ktéra wynika z row. (30):

62 max
Py == (49)
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Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze w przypadku Scianki krytycznej (t; + 1), przy oblicza-
niu t, nie mozna bezpoSrednio skorzysta¢ z réw. (49), poniewaz odksztalcenie e,,,,
spowodowane jest jednoczesnym dziataniem T i V (&0 = Eamart + Exmaxy)- W tym
przypadku réw. (49) przyjmuje postac:

19
t = 2max T (50)
d (bdp

3.2. Odksztalcenie betonu $ciskanego na zewngetrznej powierzchni
krzyzulca (&,,,,), W Sciance krytycznej (7 + 1)

Stan odksztatcenia (naprezenia) w Sciance krytycznej okresla sie, wykorzystu-
jac rownania teorii MCFT, przy zatozeniu, ze jest ona poddana dziataniu $rednich
naprezen stycznych t,, (T+V), rtownomiernie roztozonych na grubosci ¢,, (por. rys. 8
oraz rys. 9.a). W wyniku przeprowadzonej procedury obliczeniowej uzyskuje sie
Srednie wartosci naprezen i odksztatcen w Sciance krytycznej, ktora podlega jedno-
czesnemu dziataniu skrecania i $cinania (T+V), m.in.: 6., fomamms Ocims Exms O
Indeks m oznacza, ze odksztatcenie lub naprezenie zostato spowodowane dziata-
niem sity poprzecznej, rOwnowaznej poczatkowemu uktadowi naprezen stycznych
(T+V). Na podstawie przeprowadzonej analizy nie mozna, wobec tego okreslic,
w jaki sposob zmienia sie wartos¢ ¢, na grubosci Scianki. W konsekwencji, nie mozna
ustali¢ wartoSci odksztatcenia na zewnetrznej powierzchni Sciskanego betonu ¢,,,,,.
Odksztalcenie ¢,,,, jest bardzo wazne w analizie elementéw skrecanych. Jest wskaz-
nikiem zmiazdzenia betonu (przyjmuje si¢, ze zmiazdzenie betonu wystepuje, gdy
Emax = 1.5¢,), @ ponadto stanowi podstawe obliczenia grubosci $cianki ¢, przeno-
szacej skrecanie, wg row. (50), a w konsekwencji rowniez A,, wg row. (40), oraz
skrecenia przekroju .

W celu okreslenia wartosci e,,,, nalezy przeprowadzi¢ dodatkowg analize
obliczeniowa, ktéra oparta jest na zatozeniu, ze gléwne odksztatcenia w betonie
Sciskanym &,;, spowodowane skrecaniem, zmieniajg sie liniowo na grubosci t,.
Ilustracja graficzna tej analizy zostata przedstawiona na rys. 9.

Gtowne naprezenia Sciskajgce w Sciance krytycznej o, obliczone na podsta-
wie 1,1 t,,, spowodowane sg jednoczesnym dziataniem T'i V. Wartos¢ wypadkowej
wykresu naprezen o,,,, musi by¢ rowna sumie wartosci wypadkowych rzeczywistych
wykresow naprezen Sciskajacych spowodowanych przez T (o.,;) i V (0.,y). Udziat
skrecania w gtéwnych naprezeniach Sciskajacych bedzie wiec rowny:

AT = Uchtm - UCQVtV (51)

gdzie oty jest udzialem sily poprzecznej, co przedstawiono na rys. 9b i 9c.
Wartos¢ o,y oblicza sie, zgodnie z réw. (7), w nastepujgcy sposob:

- Oclm (52)

2V

T =Ty [tanGm +

tand

Znajac warto$¢ o,,, mozna obliczy¢ gléwne odksztalcenie w betonie Sciska-
nym spowodowane sitg poprzeczng &,y, z réw. (21). Poniewaz sita poprzeczna
powoduje rownomierny rozktad odksztatcen na grubosci krzyzulca t,, wobec tego,

v = Emaxve
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Rys. 9. Sposbéb wyznaczania g,,,, w Sciance krytycznej belki jednocze$nie skrecanej i Scinanej wg
modelu Rahala i Collinsa [13]: a) sposOb wyznaczania rdwnowaznych, srednich naprezen
stycznych 7, b) okreslenie udziatu T w gléwnych naprezeniach $ciskajacych, ¢) wyznacze-
nie Eomax (lub meaxT)'

Fig. 9. Method for calculating ¢,,,, in the critical wall of the beam subjected to combined torsion
and shear in the model of Rahal and Collins [13]: a) computing equivalent average shear
stress 7,,, b) calculating contribution of T to the principal compressive stresses, ¢) comput-
NG &3ax (OT E3pan)-

Znajac warto$¢ Ay oblicza sie &, W taki sposob, aby spelnione byto zato-
zenie o liniowej zmiennosci odksztatcenia &, na grubosci t,, por. rys. 9c. Liniowa
zmiennoS¢ &, implikuje paraboliczny wykres naprezen o, na grubosci t,, wobec
tego &, Nalezy wyznaczy¢ na podstawie rownania [por. row. (33)]:

Eomax T

t, td
A = [ f(@)dz = - [ 00 Er )iz, (53)

2max T 0

Wartos¢ odksztatcenia na zewnetrznej powierzchni betonu Sciskanego,
spowodowanego jednoczesnym dziataniem T'i V, bedzie wiec réwna:

te (54)

2max 82 max T' 2max V'

Wartos¢ odksztalcenia e,,,, mozna réwniez wyznaczyé w sposob ,,bezpo-
Sredni”, rozwazajac jednoczesne dziatanie T i V na grubosci t,. Udzial naprezen
Sciskajgcych o,,, dziatajacych na grubosci ¢, i spowodowanych jednoczesnym dzia-
taniem T'i V, w naprezeniach o, bedzie rowny, zgodnie z rys. 9c:

AT+V =0ty ~ Oy (tv B td) (55)

Wartos¢ odksztatcenia e,,,,, okresla si¢ na podstawie rbwnania:

A, = f () = 2 f o, (€ )de, (56)

Lty 2max ...y
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Do wyznaczenie wartosci &, Z 1OW. (53), oraz &,,,,, z row. (56), konieczne
jest zastosowanie metody iteracyjnej. Istota procedury iteracyjnej jest uzyskanie
zbieznosci pomiedzy wartoscig catki, row. (53) lub (56), i wartoscig wypadkowej
rbwnowaznego (prostokatnego) wykresu naprezen (por. rys. 5). Nalezy zwrécié
uwage, ze wyznaczajac wartosc &,,,,, na podstawie row. (56), nie mozna zastosowaé
wspolczynnikdéw rownowaznego wykresu naprezen a; i §; dla przypadku czystego
skrecania, tzn. przy zatozeniu, Ze ¢, zmienia si¢ od zera do ¢,,,, na grubosci t,.
W $ciance krytycznej elementu jednocze$nie skrecanego i scinanego (T+V), wartos¢
gtownych odksztatcen zmienia sie, na grubosci t,, od &, do &,,,,,, por. rys. 9c. Nalezy
wiec wyznaczyé nowe wartodci wspotczynnikéw rownowaznego bloku naprezen,
reprezentatywne dla przypadku (T+V). WartoSci wspotczynnikoéw, ktore dla odrdz-
nienia zostang oznaczone jako o, i f3,, okresla sie na podstawie row. (33) i (34)
z tym, ze w wyrazeniach wystepujacych po prawej stronie tych rownan, nalezy zmie-
ni¢ odpowiednio granice catek oraz zmienng ¢, zastapi¢ zmienng t,. Ostatecznie, po
przeksztatceniach, warto$¢ wspodtczynnika o, oblicza sie z rbwnania:

t €
a, b L) S (1_m2)_l
t, B, & 3| ¢

0

%ﬂ} (1—m3) (57)

natomiast wartos$¢ t, wyznacza si¢ wg zaleznosci:

t = €2max td (59)

1
62 max T’

Wartos$¢ wspotczynnika 8, oblicza sie ze wzoru:

e

ﬁz - 2 1 - t_
1|e
d lfmZ _ — | T2max 1777?/3
O
Znajac warto$¢ maksymalnego odksztatcenia betonu Sciskanego &,
spowodowanego momentem skrecajacym, mozna okresli¢ grubos¢ krzyzulca t,, wg
row. (50), oraz wartosci wspolczynnikow o, i §;, wg row. (35) i (36). W konsekwen-
cji daje to mozliwos$¢ wyznaczenia wysokosci rownowaznego wykresu naprezen a,
wg row. (31), oraz 7, wg row. (39), i A;, wg row. (40).

(60)

Znajac warto$¢ maksymalnego odksztatcenia betonu sciskanego &,,,.., SpOwWo-
dowanego jednoczesnym dziataniem V i T, mozna wyznaczy¢, na podstawie row.
(14), odksztatcenia poprzeczne w poszczegblnych Sciankach:

2 (€ + 1)

61
tan 0, (61)
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a w rezultacie skrecenie (kgt obrotu) przekroju y:

=)+ 06 =)
= (62)
2bh
Odksztalcenia y, w row. (62), majg znak zgodny ze znakiem strumienia sit

stycznych g,,; (od T+V) w kazdej Sciance.

3.3. Sposo6b rozwiazania problemu

Model teoretyczny Rahala i Collinsa zostat opracowany w celu okreslenia
stanu odksztalcenia skrecanego elementu zelbetowego znajdujacego si¢ w ztozonym
stanie naprezenia. Rozwigzanie mozna uzyskac jedynie przez zastosowanie metody
kolejnych przyblizen (iteracji). Proces iteracji stosuje sig, az do uzyskania zbieznosci
(wartosci zatozonych i obliczonych), ktérg sprawdza sie¢ przy pomocy warunkéw
rownowagi [réw. (42) - (44)]. Skrocona forma algorytmu obliczeniowego, w 0gol-
nym przypadku obcigzenia (T+V,+V +M +M,+N), zostala przedstawiona ponizej.

Dane poczatkowe: charakterystyka przekroju (wymiary; ilos¢, rodzaj
i rozmieszczenie zbrojenia), parametry wytrzymatosciowe betonu i stali, obcigzenia
zewnetrzne.

1) Przyja¢ wartosci ¢,, o, f; w poszczeg6lnych Sciankach.
2) Okresli¢ rbwnowazny stan naprezen stycznych t,, t,, (T+V) w Sciankach.
3) Przyja¢ wartosci g w poszczegblnych sciankach.
4) Dla danych 1, t,, i g, okresli¢ stan odksztatcenia i naprezenia w Sciankach
(uktad 2; teoria MCFT):
4.1) Przyjac wartosc &,.
4.2) Przyjac¢ wartosc 6.
4.3) Obliczy¢: €, €, &, &, O.1y Oy Oy Oys Oy Oy O.
4.4) Sprawdzi¢ wartos¢ 6; jezeli obliczona warto$¢ 6 jest zgodna z przyjeta
wartoscia 0 (z zatozona doktadnoscia), to wartosci zmiennych obli-

czone w p. 4.3 sa prawidtowe; w przeciwnym wypadku nalezy przyjac
now3 (skorygowang) wartosc¢ 0.

4.5) Sprawdzi¢ wartos¢ ¢,; jezeli obliczona wartos¢ &, jest zgodna z przyjeta
wartoscia &, (z zatozong doktadnoscia), to wartosci zmiennych obli-
czone w p. 4.3 sg prawidtowe; w przeciwnym wypadku nalezy przyjac
nowg (skorygowang) wartosc &,.

5) Obliczy¢ wartosci o,y 1 &, (0d V) w poszczegbdlnych sciankach.

6) Obliczy¢ wartosci sit podtuznych N,, w poszczegblnych Sciankach, spowo-
dowanych naprezeniami stycznymi 7, [row. (45)].

7) Okresli¢ catkowite obcigzenie rownowazne dziatajagce w uktadzie 1 [suma
obcigzen zewnetrznych N, M,, M, i obcigzen bedacych wynikiem dziatania
sit N,; prawe strony row. (42) — (44)].

8) Okresli¢ odksztatcenia przekroju &, ¢,, ¢, spowodowane catkowitym

obcigzeniem réwnowaznym, czyli ustalic stan odksztatcenia przekroju
w kierunku podtuznym [réw. (41)].
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9) Ustali¢ stan naprezen normalnych w przekroju poprzecznym, odpowiada-
jacy stanowi odksztatcenia podtuznego, czyli w konsekwencji wartosci sit
wewnetrznych N, M,, M, [lewe strony row. (42) — (44)].

10) Sprawdzi¢ zbiezno$¢, wykorzystujac rownania rownowagi (42) — (44);
jezeli uzyskano zatozony poziom zbieznosci, to wartosci wszystkich, obli-
czonych zmiennych sg prawidtowe; w przeciwnym razie nalezy przyjaé
nowe (skorygowane) wartosci ¢ w poszczegdlnych Sciankach (w p. 3)
i powtorzy¢ obliczenia.

11) Obliczy¢ ¢, ¢, oraz ¢,, w poszczegbdlnych Sciankach.

12) ObliczyC &5,0xs Eamaxts tas 015 Bis ¥ W poszczegblnych Sciankach oraz y.

13) Sprawdzi¢ wartos¢ ¢, w poszczegblnych sciankach; jezeli obliczone warto-
Sci t,; sg zgodne z przyjetymi warto$ciami ¢, (z zalozong doktadnoscig)
oznacza to, ze stan odksztatcenia elementu zostat okreslony prawidtowo;
w przeciwnym razie nalezy przyja¢ nowe (skorygowane) wartosci ¢, w p.1)
i powtorzy¢ obliczenia.

Stosujac model teoretyczny Rahala i Collinsa mozna wyznaczy¢ stan odksztat-
cenia elementu jednoczesnie skrecanego i Scinanego pod obcigzeniem eksploatacyj-
nym (w SGU). Wedtug wiekszosci metod, teoretycznych i normowych, podstawa
obliczenia szerokosci rys jest okreslenie stanu odksztatcenia elementu. W zwigzku
z tym wydaje si¢ uzasadnione, podjecie proby opracowania zaleznosci, stuzacej do
obliczania szerokos¢ rys w elementach jednoczesnie skrecanych i scinanych.

4. Propozycja wlasna obliczania szerokosci rys ukosnych
w elementach zelbetowych poddanych jednoczesnemu
dzialaniu Ti V

Kierunek rys, ktore powstaja w elemencie zelbetowym, jest zawsze prosto-
padly do kierunku gléwnych naprezen rozciggajacych o,,. W belkach jednocze-
$nie skrecanych i Scinanych rysy o maksymalnej szerokos$ci powstaja na boku, na
ktérym nastepuje sumowanie naprezen stycznych od T'i V, co uzasadniono w p. 3.
Kat nachylenia pierwszych rys, ktére powstaja na boku (T+V) tego typu belek,
pod obcigzeniem rysujacym, jest wiec zgodny z katem nachylenia kierunku gtow-
nych naprezen Sciskajacych w betonie przed zarysowaniem o,,, i wynosi 45°. Jezeli
w elemencie skrecanym lub/i $cinanym moc zbrojenia podtuznego jest rézna od
mocy zbrojenia poprzecznego, co wynika z przyjetej przy projektowaniu wartosci
0 = 45° to pod obcigzeniem wieckszym od obcigzenia rysujacego kat nachylenia
kierunku naprezen o, jest rozny od 45° Wyniki zarowno analizy teoretycznej
[6, 12, 14], jak i badan doswiadczalnych [1, 3, 8, 16] wskazujg, ze kat nachylenia
kierunku naprezen 6., moze w istotny sposéb réznic sie od 45° (r6znica wigksza niz
+5°), dopiero jezeli obcigzenie elementu jest bliskie obciazenia niszczacego, nawet
gdy przy projektowaniu przyjeto warto$¢ 0 istotnie r6zna od 45°. Wobec tego,
w belce jednocze$nie skrecanej i Scinanej, na boku (T+V), pod obcigzeniem odpo-
wiadajacym stanowi uzytkowalnosci (eksploatacyjnym) kat nachylenia kierunku
naprezen o, jest rowny okoto 45°. Mozna wiegc przyjaé, z zadowalajacg doktadno-
Scig, ze rysy, ktore powstaly zarowno pod obcigzeniem rysujacym jak i pod wigk-
szym obcigzeniem, lecz nie wigckszym od eksploatacyjnego, bedg si¢ rozwieraly
doktadnie w kierunku zgodnym z kierunkiem gtéwnych naprezen rozciggajacych o,
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spowodowanych obcigzeniem eksploatacyjnym (szerokos¢ rys mierzy sie w kierunku
prostopadtym do brzegéw rys). W konsekwencji, odksztatcenia w betonie rozcig-
ganym g,;, spowodowane naprezeniami o,;,, mozna uznaé za miare intensywnosci
uko$nego zarysowania elementu.

Jedynym modelem teoretycznym, na podstawie ktoérego mozna okresli¢ zacho-
wanie elementu jednoczesnie skrecanego i Scinanego jest model Rahala i Collinsa.
Daje on mozliwo$¢ ustalenia petnej reakcji elementu na dziatajgce obcigzenia.
Stosujgc ten model mozna wiec okresli¢ warto$¢ odksztatcenia g, w Sciance krytycz-
nej (T+V) belki poddanej jednoczesnemu dziataniu T i V, pod obcigzeniem odpo-
wiadajacym stanowi uzytkowalnosci (eksploatacyjnym).

Uwzgledniajac powyzsze uwagi oraz podstawowe zatozenia modelu Rahala
i Collinsa, na podstawie ktorych definiuje si¢ m.in. Srednie odksztatcenia w betonie
zarysowanym, proponuje si¢, aby wartos¢ Sredniej szerokosci rysy w elementach
poddanych jednoczesnemu dziataniu momentu skrecajacego i sity poprzecznej obli-
cza¢ wedtug zaleznosci:

wm = 61 Sr"m (6 3 )

gdzie ¢, jest srednim odksztatceniem w betonie rozciaganym (na kierunku o),
ktérego wartos$¢ wyznacza sie na podstawie modelu Rahala i Collinsa, natomiast s,,,
jest sSrednim rozstawem rys uko$nych, mierzonym prostopadle do ich kierunkéw.

Proponuje sig, aby $redni rozstaw rys uko$nych wyznacza¢ na podstawie zalez-
nosci:

e (64)

cosf)  sinf
+

S
rmy rmz

Roéwnanie (64) jest w zasadzie zgodne z zaleznoScig zalecang przez norme [20].
Roéznica polega na zastgpieniu kata a przez kat pochylenia betonowych krzyzulcow
Sciskanych 6. W réw. (64) zmienne s,,, i s,,, 0znaczaja Srednie, ostateczne, rozstawy
rys w kierunku, odpowiednio, podtuznym i poprzecznym, a ktoére proponuje sie
obliczaé na podstawie zaleznosci wg [19, 22]:

s, =50+ 0.25k k, (65)

T

rmx

Wartos¢ ¢, zgodnie z definicjg (zatozenie 5 w p. 2.1), jest usredniong wartoscia
odksztatcen w betonie rozcigganym, na dtugosci odcinka przecinajgcego kilka rys,
wliczajac w to odksztatcenia w przekrojach zarysowanych. Wobec tego, w Srednim
odksztatceniu ¢; uwzglednione s3 rowniez odksztatcenia w betonie rozcigganym
na odcinkach miedzy rysami. Z réw. (63) wynika, ze g, s3 utozsamiane ze $rednig
szerokoscig rys w,,. Podstawiajac wartos¢ g, obliczong na podstawie modelu Rahala
i Collinsa, bezposrednio do row. (63) uzyska sie w konsekwencji zawyzong wartos¢
w,,, pomimo znacznie mniejszej wartosci odksztatcen w betonie na odcinku miedzy
rysami w poréwnaniu z szerokoscig rys. Ponadto warto$¢ w,, obliczona z row. (63)
bedzie wieksza od rzeczywistej, Sredniej szerokosci rys (ustalonej na podstawie
pomiaroéw) dlatego, ze obliczeniowa wartoS$¢ ¢, uwzglednia odksztatcenia we wszyst-
kich przekrojach zarysowanych, rowniez w tych, w ktorych wystgpity rysy wtorne.
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Poniewaz rysy wtorne nie uwidaczniajg sie na zewnetrznej powierzchni betonu [5],
ich szerokosci nie uwzglednia si¢ przy obliczeniowym sprawdzaniu szerokosci rys
w stanie granicznym uzytkowalnosci (i oczywiscie nie mozna ich zmierzyc).

Nalezy jednak przypomnie¢, ze w modelu Rahala i Collinsa warto$¢ ¢,
w konkretnej Sciance, wyznacza si¢ przy zatozeniu, ze na calej wysokosci Scianki
dziataja state, co do wartosci, Srednie naprezenia styczne 7, [p. 2.1; réw. (39)]. Nie
jest to zgodne z rzeczywistym rozktadem naprezen 7, ktoére maja najwigksza wartos¢
w potowie wysokosci Scianki. Rzeczywista warto$¢ 7, w potowie wysokosci $cianki
krytycznej, czyli w miejscu gdzie w elemencie jednocze$nie skrecanym i Scinanym
rysy maja najwieksza szerokos¢, jest wiec wieksza od wartosci t; przyjmowanej do
obliczen. Jezeli do row. (63) podstawi sie wartos¢ g, obliczong na podstawie modelu
Rahala i Collinsa, to w rezultacie uzyska sie zanizong warto$¢ w,, w stosunku do
rzeczywistej wartosci w,, w potowie wysokosci Scianki.

Przyjeto zatozenie, Zze czynniki majgce wplyw na obliczeniowg wartos¢
odksztalcenia ¢, (opisane powyzej), ktore powoduja zawyzenie i zaniZenie oblicze-
niowej wartoSci w,, [wg row. (63)] w stosunku do rzeczywistej wartosci Sredniej
szerokosci rys w potowie wysokosci bokow belki, na ktéorych wystepuje przypa-
dek (T+V) lub (T-V), wzajemnie sie znoszg. Nalezy doda¢, ze prawidtowe oszaco-
wanie wptywu opisanych czynnikéw na obliczeniowg wartos¢ ¢;, a takze wptywu
zmian wartosci g, wywotanych poszczegélnymi czynnikami, na warto$¢ w,,, jest
bardzo trudne. Wydaje sie, ze przyjmujac powyzsze zatozenie, w przypadku znacz-
nej wartosci stosunku /b (np. h/b = 2.5), uzyska si¢ zanizona wartos¢ w,, obliczong
na podstawie réw. (63), z powodu istotnej r6znicy miedzy srednia, obliczeniowa
wartoScig 7, i maksymalng, rzeczywista wartoscig 7.

Zgodnie z podstawowym zatozeniem teorii Rahala i Collinsa (teorii MCFT),
za $rednig wartos$¢ odksztatcen przyjmuje sie warto$¢ odksztatcen w ptaszczyznie
okreSlonej potozeniem linii Srodkowej rownowaznej strefy strumienia $cinania,
czyli w odlegtosci (a/2) od zewnetrznej powierzchni betonu (por. p. 2.2). Srednia
szerokosc¢ rys, wg row. (63), oblicza sie wiec na gtebokosci (a/2), liczac od zewnetrz-
nej powierzchni betonu.

Brzegi rys ulegaja deplanacji [7, 17]. Wskutek tego zjawiska rysa ma najwigk-
szg szerokos$¢ na zewnetrznej powierzchni elementu. Uwzgledniajac: standardowe
grubosci otuliny betonowej, stopien wytezenia elementu w SGU oraz wyniki badan
[7, 17] przyjeto zatozenie, ze $rednia szeroko$¢ rysy na powierzchni elementu jest
20% wieksza niz Srednia szeroko$¢ rysy na gtebokosci (a/2). Przy tym zatozeniu
row. (63) przyjmuje postac:

w =12¢s (66)

Przy projektowaniu za miarodajng przyjmuje sie maksymalng szerokos¢ rys.
Wszystkie wartosci stosunku w,,,./w,, podane w przepisach normowych, przy
réznych przypadkach obcigzenia, zostaly ustalone na podstawie badan doswiad-
czalnych. W Zzadnej z norm nie ma podanych zalecen odnoSnie wartoSci tego
stosunku, jaka nalezy przyjmowaé w przypadku elementéw skrecanych (i oczywi-
Scie przypadku T+V). Autorowi nie s3 znane wyniki badan, na podstawie ktorych
mozna by okresli¢ do§wiadczalng wartos¢ tego stosunku w przypadku elementow
jednocze$nie skrecanych i Scinanych. Opierajac sie na wynikach badan wtasnych
[1, 2, tab. 1] proponuje sie przyja¢ wartos¢ tego stosunku réwng (w,,,/w,,) = 1.7.
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Ostatecznie proponuje sie, aby maksymalng szerokos¢ rys w elementach
poddanych jednoczesnemu dziataniu T'i V, w potowie wysokosci Scianki krytycznej
(T+V), oblicza¢ na podstawie rownania:

w o =17-12c5 (67)

Przeprowadzono badania wtasne na elementach zelbetowych w skali natu-
ralnej poddanych jednoczesnemu skrecaniu i Scinaniu [1,2]. W tabl. 1 przedsta-
wiono poréwnanie doswiadczalnych szerokosci rys zaobserwowanych w poszcze-
go6lnych belkach pod obcigzeniem eksploatacyjnym, w potowie wysokosci Scianki
krytycznej, z wartoSciami szerokosci rys wyznaczonymi na podstawie proponowa-
nej metody obliczeniowej (w obliczeniach wykorzystano program komputerowy).
W tabeli 2 przedstawiono analogiczne wyniki dla bokéw elementéw badawczych,
na ktoérych strumienie sit stycznych od T i V odejmowaty sie.

Tabela 1. Poréwnanie doswiadczalnych i obliczeniowych wartosci w,, i w,,,, w obszarach (T+V)

belek badawczych.
Table 1.  Comparison of experimental and calculated w,, i w,,,, in the regions (T+V) of the testing
beams.
Oznacz. & Som w,, wmdos' wmaxdus' wmubl wmaxobl Wm:i MLX:;Z
belki wgl[13] r(64) 1r.(63) r.(66) 1.(67) Wy, Wipax
x103 mm mm mm mm mm mm

BN 3-1 0.77 159 0.122 0.057 0.15 0.146  0.25 2.56 1.67
BN2-1 0.79 149 0.118 0.158 0.24 0.142  0.24 0.90 1.00
BN1-1 0.63 151 0.095 0.136 0.17 0.114  0.19 0.84 1.12

Tabela 2. Poréwnanie doswiadczalnych i obliczeniowych wartosci w,, i w,,,, w obszarach (T-V)

belek badawczych.
Table 2.  Comparison of experimental and calculated w,, i w,,,, in the regions (T-V) of the testing

beams.

£ S w wodos gy dos bl w.obl w,, W

OZnaCZ . 1 m m m max m max o —

. wgl[13] r(64) r(63) r.(66) r1.(67) Wy Winax
belki 3
x10 mm mm mm mm mm mm

BN 3-1 0.55 158 0.087 0.026 0.05 0.104 0.18 4.00 3.60
BN 2-1 0.47 148 0.070 0.046 0.10 0.084 0.14 1.83 1.40
BN 1-1 0.33 155 0.051 0.054 0.10 0.061 0.10 1.13 1.00

Aby zastosowa¢ proponowang metode obliczania szerokosci rys, nalezy okre-
§lic wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie w dwuosiowym stanie naprezenia f,,,.
Vecchio i Collins [15], Hsu [6] oraz Rahal i Collins [13] proponujg, aby wartos¢
tej wytrzymatosci oblicza¢ wedtug zaleznosci £, = 0.33(f.,)">. W obliczeniach,
ktorych wyniki przedstawiono w tabl. 1 i tabl. 2, wartosci f°,, wyznaczono na
podstawie tej zaleznosci.

W proponowanej metodzie obliczania szerokosci rys w elementach jedno-
cze$nie skrecanych i Scinanych zostata uwzgledniona wigkszo$¢ parametrow, ktore
maja wplyw na zarysowanie elementu (szerokos¢, rozstaw rys). Byto to mozliwe,
przede wszystkim dzigki zastosowaniu modelu Rahala i Collinsa, i dodatkowo
poprzez wykorzystanie row. (65). Wyznaczajac ¢, na podstawie modelu Rahala
i Collinsa uwzglednia sie nastepujace parametry: wymiary przekroju, stopien
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zbrojenia, wytrzymatos¢ betonu na Sciskanie i rozciaganie w dwuosiowym stanie
naprezenia, kat pochylenia rys, rysy wtorne oraz, posrednio, warunki przyczepno-
Sci miedzy betonem i stalg (zatozenie 6 w p. 2.1). Poprzez zastosowanie réw. (65)
uwzglednia sie dodatkowo nastepujace parametry: Srednice zbrojenia, rodzaj
powierzchni pretow oraz rozmieszczenie zbrojenia. W metodzie obliczeniowej
uwzgledniono réwniez zjawisko deplanacji brzegdéw rys, poprzez zastosowanie
wspolczynnika o wartosci 1.2.

Dzigki zastosowaniu teorii Rahala i Collinsa, w obliczeniach szerokosci rys wg
row. (67) uwzglednia sie naprezenia rozciagajace w zarysowanym betonie (zjawi-
sko ,,tension stiffening”) oraz zjawisko zmniejszenia wytrzymatosci na $ciskanie
uko$nie zarysowanego betonu (softening of concrete). Nalezy szczegoélnie podkre-
§li¢, ze jedynie teoria Rahala i Collinsa daje mozliwo$¢ poprawnego okreslenia
stanu odksztatcenia (naprezenia) elementu jednoczesnie skrecanego i Scinanego pod
obcigzeniem eksploatacyjnym. Nalezy zaznaczy¢, ze ustalenie stanu odksztatcenia
elementu w SGU stanowi powazny problem przy opracowywaniu metod obliczania
szerokosci rys w elementach skrecanych, co opisano w p. 1.

Z porobwnania wartoSci doswiadczalnych i obliczeniowych szerokosci rys (por.
tab. 1 i tab. 2), szczegblnie w zakresie w,,,,, wynika, ze wartoSci wyznaczone na
podstawie proponowanej metody obliczeniowej s3 w dobrej zgodnosci z wynikami
badan. Wydaje sie wiec, ze ogdlna koncepcja rownania (67) jest stuszna. Konkretne
wartosci wspdtczynnikéw liczbowych, zastosowanych w row. (67), zostaly przyjete
na podstawie wynikéw (nielicznych) badan, rowniez wiasnych (wspotczynnik 1.7).
Wymagane s3 dalsze badania do§wiadczalne w celu usciSlenia wartosci tych wspot-
czynnikow.

Aby wyznaczy¢ warto$¢ odksztatcenia ¢, nalezy przeprowadzi¢ skompli-
kowana procedure obliczeniowg (p. 3.3). Wymagane s3 dalsze prace analityczne
w celu wprowadzenia pewnych zalozen wstepnych, upraszczajacych tg procedure.

W proponowanej metodzie obliczeniowej, podobnie jak w modelu Rahala
i Collinsa (por. zatozenie 2 w p. 2.1), nie zostal uwzgledniony wptyw: czasu trwania
obcigzenia oraz odksztalcen wymuszonych i reologicznych. Wobec tego, na podsta-
wie row. (67) mozna wyznaczyC jedynie szerokos$¢ rys w elementach poddanych
dziataniu obcigzen doraznych.

Przy wykorzystaniu proponowanej metody obliczeniowej w praktyce inzynier-
skiej (przy projektowaniu) nalezatoby, zgodnie z propozycja Lewickiego [11], okre-
§li¢ wartos¢ wspotezynnika y,, uwzgledniajacego niepewnos¢ modelu teoretycznego
przyjetego przy opracowywaniu row. (67).
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Proposition of a new method for the calculation
of diagonal crack widths in reinforced concrete
elements subjected to combined torsion and shear
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Abstract: This paper concerns the phenomenon of cracking in reinforced
concrete elements subjected to combined torsion and shear. The theoretical model
developed by Rahal and Collins is described in detail. This model is the only one
which is capable of predicting the full response (e.g.: steel and concrete strains, defor-
mations, curvatures) rectangular reinforced concrete sections subjected to combined
torsion and shear throughout their post - cracking loading history. The assump-
tions of Modified Compression Field Theory are also described because the model
of Rahal and Collins is based on this theory. It also contains a concept of the new
method which is capable of determining the width of cracks in reinforced concrete
elements subjected to combined torque moment and shear force. The method is
based on the model suggested by Rahal and Collins.

Key words: reinforced concrete; torsion; shear; truss model; strains; compat-
ibility equations; width of cracks.



