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Streszczenie. W artykule rozpatrzono metodologi¢ opracowania modeli matematycznych
obrobki cieplno-mechanicznej watow matej sztywnosci. Przedstawiono analiz¢ modeli stero-
wania: odksztalceniami sprezysto-plastycznymi, niezmiennoscia obcigzen zewngtrznych i pro-
cesOw zdejmowania obciazen. Do analizy jakosciowej proceséw opracowano modele mate-
matyczne uktadu dynamicznego obrobki cieplno-mechanicznej watéw o matej sztywnosci.
Przedstawiono proste modele trzyelementowe, opisujace tylko napr¢zenia i odksztatcenia.
Przeanalizowano réwniez bardziej ztozone modele matematyczne, opisujace niesprgzyste cia-
fa sztywne.

Stowa kluczowe: modelowanie, uktad dynamiczny, waly o matej sztywnosci, obrobka ciepl-
no-mechaniczna

WSTEP

W wielu wspotczesnych agregatach, maszynach i przyrzadach sa stosowane bar-
dzo doktadne czesci o malej sztywnosci. Ciagly wzrost ich ilosci jest spowodowany
zwigkszaniem si¢ produkcji maszyn precyzyjnych, mozliwej dzigki doskonaleniu metod
obliczen wytrzymatosciowych, optymalizacji ksztaltu czgsci i konstrukcji oraz obniza-
niu ilosci materiatu potrzebnego do wytworzenia czesci.

Analiza doswiadczen przemystowych wytwarzania takich elementéw w produkcji
matoseryjnej i seryjnej pokazata, ze tradycyjne sposoby obrobki czesci sztywnych sa
mato efektywne przy wytwarzaniu wyrobdw o matej sztywnosci, dlatego w praktyce
przy ich obrdbce sg zanizane parametry obrobki oraz stosowane jest docieranie r¢gczne.
Prowadzi to do zwigkszenia pracochtonnosci obrobki, nie gwarantuje przy tym wyma-
ganej jakosci wyrobow [4].

Paczenie si¢ czgsci o malej sztywnosci jest uzaleznione od naprezen szczatkowych,
powstajacych w wyniku odksztatcen plastycznych o rdznej wielko$ci przy obciazeniu
potfabrykatu. W trakcie walcowaniu potfabrykatow o duzej dtugosci mozna wyodreb-
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ni¢ dwie przyczyny powstawania naprezen szczatkowych: nierdwnomiernos¢ odksztatcen
plastycznych metalu przy jego zgniocie i niejednorodnos¢ pola temperaturowego pod-
czas chlodzenia.

Poziom naprezen szczatkowych w czgsciach o matej sztywnosci, w zaleznosci od
wiasciwosci fizyko-mechanicznych, moze zosta¢ obnizony w wyniku zastosowania:
odksztatcen plastycznych, wyzarzania, odpuszczania [1, 2]. Jednym ze sposobdéw
umozliwiajacych zachowanie niezmiennosci ksztattu jest obrébka cieplna przy ustalo-
nym na sztywno potozenia potfabrykatu; w trakcie obrobki cieplnej bez takiego ustale-
nia (na przyktad przy odpuszczaniu) praktycznie prawie zawsze zmianie ulegaja wy-
miary czesci. Ztozony stan mechaniczny materiatu w trakcie obrobki cieplnej wyro-
bow, w ktdrych naprezenia maja duze wartosci, w potaczeniu z réznorodnoscig wyste-
pujacych standw fazowych, moze spowodowaé zmiang wymiarow przedmiotu w trakcie
kolejnych operacji obrébki mechanicznej lub sktadowania. Paczenie w stanie swobod-
nym ma miejsce rowniez po obrobee cieplnej, przed zakonczeniem procesu przeksztat-
cen fazowych i odksztalcen niesprezystych. Ustalenie wyrobu przy hartowaniu takze
charakteryzuje si¢ okreslona specyfika. W przypadku, kiedy ustalenie wyrobu harto-
wanego trwa dosy¢ dlugo, odksztalcenia sa niewielkie (1-2% wielkosci odksztatce-
nia plastycznego powstajacego przy obciazeniu). Odpuszczanie realizowane po har-
towaniu, w szczegolnosci przy wystgpowaniu austenitu szczatkowego, jezeli w ma-
teriale zachodza przeksztatcenia fazowe (na przyktad okoto 10%), powigksza w nieco
wigkszym stopniu dziatania wtorne, ktore sumuja si¢ z poprzednimi (w tych samych
kierunkach).

ANALIZA TEORETYCZNA PROCESOW OBROBKI
CIEPLNO-MECHANICZNEJ

W przypadku dowolnego odksztatcenia, naprezenia i odksztatcenia powinny by¢
przedstawione w postaci tensoréw drugiego rzedu i wtedy prawo Hooke’a ulega prze-
ksztatceniu do uktadu réwnan liniowych, wyrazajacych kazda sktadowa tensora napre-
zen przez sktadowa tensora odksztatcenia i odwrotnie. W danym przypadku to uogél-
nienie doprowadzitoby tylko do niepotrzebnego skomplikowana zagadnienia, dlatego
oparto si¢ na prawie Hooke’a, okreslonego zaleznoscia:

o=F-¢
lub gzj'o-a

gdzie: E=1/],
j — wspotczynnik podatnosci mm?/N.
Zaktada sig, ze w tym przypadku wystepuje odksztalcenie postaciowe lub odksztal-

cenie w jednej osi. Brak sprezystosci materiatu mozna okresli¢ trzema warunkami:
kazdej wartosci naprezenia odpowiada jedna rownowazna wartos$¢ odksztatcenia lub
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odwrotnie; rownowazna warto$¢ wyjsciowej wielkosci uzyskiwana jest tylko po upty-
wie odpowiedniego czasu — rownowaga osiagana jest w zakresie od mikrosekund do
bardzo duzych odcinkéw czasu; zwigzek migdzy odksztatceniem i naprezeniem jest
liniowy. Warunki pierwszy i trzeci — to powtorzenie warunkow sprezystosci idealnej.

W proponowanym sformutowaniu zagadnienia sens liniowosci jest nastgpujacy:
jezeli zmiana napr¢zenia w czasie o, (f) prowadzi do odksztatcenia €, (?) i jezeli napreze-
nie c,(f) prowadzi do odksztatcenia €,(?), to 5,(f) + 6,(f) powoduje odksztatcenie
&,(1) + &,(0).

Uktad termodynamiczny, w przypadku szeregu nieskonczenie matych zmian para-
metru zewnetrznego, moze przyjmowaé wiele standw rownowaznych. Pierwszemu
warunkowi niesprezystosci, zawierajacemu wymagania jednoznacznosci rtownowaz-
nego stosunku miedzy naprezeniami i odksztalceniem, w zwiazku z petna zdolnoscia do
odbudowy, odpowiadaja wiec wszystkie materialy, spetniajace wymagania termodyna-
micznego ciata sztywnego. Drugi warunek niesprezystosci oznacza, ze jezeli ulegnie
zmianie naprezenie mechaniczne, to ustalenie rownowagi w materiale niesprezystym
wymaga pewnego czasu.

Przechodzenie uktadu termodynamicznego do nowego stanu rownowagi, w odpo-
wiedzi na zmiang parametru wejsciowego, nazywa si¢ relaksacjq. Jezeli oddziatywa-
niem wejsciowym jest naprezenie, to relaksacja jest zaleznym od czasu ustaleniem sta-
nu wartosci rownowaznej parametru wyjsciowego — odksztatcenia (lub odwrotnie).
Zewngtrznym przejawem relaksacji jest osiagnigcie przez parametry wewngtrzne no-
wych wartosci réwnowaznych. Z punktu widzenia teorii regulacji automatycznej para-
metry wewngetrzne uktadu wpltywajq na strong ilo§ciowa procesu przejsciowego —uwaza
sig, ze relaksacja jest procesem przejsciowym. Migdzy o i € istnieje nie tylko bezpo-
Srednie powiazanie czysto sprezyste, ale rOwniez powiazanie posrednie poprzez para-
metr wewnetrzny. W miarg relaksacji parametru wewngtrznego do wartosci roéwno-
wagi, odksztatcenie € dqzy rowniez do odpowiedniej wartosci nie momentalnie, lecz z
okreslona predkoscia (zmiana momentalna odpowiada przypadkowi sprezystosci w
postaci czystej).

Relaksacja jest w istocie wtasciwoscig termodynamiczng, uwarunkowang powig-
zaniem o i g, z okreslonymi parametrami wewngtrznymi, ktore moga ulega¢ zmianie do
wartosci rownowagi w wyniku procesow kinetycznych (na przyktad dyfuzji). Zewnetrz-
nym przejawem takiej relaksacji wewngtrznej sq zalezne od czasu wlasciwosci doty-
czace odksztatcania.

Paczenie potfabrykatu jest funkcjonalnie powiazane z niejednorodnoscia odksztat-
cenia plastycznego i pola temperaturowego oraz réoznym charakterem odksztalcen
plastycznych i sprezystych przy zdejmowaniu obciazenia. Analogiczny proces za-
chodzi takze z naprezeniami szczatkowymi, poniewaz ich relaksacja zaczyna si¢ nie-
jednoczesnie i w réznych czegsciach wyrobu, zardwno w przekroju poprzecznym,
jak i wzdtuznym.
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MODELE MATEMATYCZNE PROCESOW OBROBKI
CIEPLNO-MECHANICZNEJ

Opracowane sposoby osiagania niezmiennosci ksztattu geometrycznego czgsci o
matej sztywnosci [1, 5] bazujq na odksztatceniu osiowym przy odpuszczaniu — stero-
waniu nim przy nagrzewaniu i odpuszczaniu. Celowe jest wigc rozpatrzenie trzech
modeli sterowania: odksztatceniem sprezysto-plastycznym,; stabilizacja obciazen zewnetrz-
nych i procesem zdejmowania obcigzenia. Taki umowny podziat jest poprawny w przy-
padku rozpatrywania modelu pretowego, kiedy analizowane sa naprgzenia pierwszego
rzedu.

W modelu pierwszym napre¢zenia o(7) i odksztatcenia €(¢) ulegaja zmianie w czasie;
sterowanie jest realizowane wedtug dwoch parametréw G i 7°, jest kontrolowana wiel-
kos¢ wyjsciowa g(¢); w drugim G = const (podtrzymuje system sterowania automa-
tycznego), zmianie ulega €(¢); w modelu trzecim naprezenie G jest utrzymywane na
statym poziomie, sterowanie jest realizowane wedlug parametru £(¢) z uwzglgdnieniem
zmiany temperatury stygniecia 7°.

Do jakosciowego zbadania procesdw, sg niezbgdne rownania opisujace uktad dyna-
miczny obrobki cieplno-mechanicznej, jako obiekt sterowania.

W danym przypadku zastosowano znana metodyke [10, 11] podziatu obiektu na
cztony dynamiczne (tab. 1).

W celu scharakteryzowania stanu cztonu dynamicznego, jako wspotrzedna uogdl-
niona na wejsciu cztonu przyjeto o, (€), a na wyjsciu €,(c), i okreslono je odpowiednio
jako wejsciowa i wyjsciowa wielos$¢ cztonu o dziataniu ukierunkowanym.

Proces odksztalcenia sprezysto-plastycznego mozna przedstawié¢ cztonem o dzia-
faniu ukierunkowanym z wielkoscig wyjsciowa ¢ oraz wyjsciowq € i odwrotnie, w
zaleznosci od tego, czy jest rozpatrywana relaksacja naprezen czy tez podatnosci.

Eksperymentalne charakterystyki statyczne (zalezno$¢ wielkosci wyjsciowej € cztonu
od wejsciowej o w ustalonym trybie) przedstawiono na rysunku 1.

Istotne jest, ze czton dynamiczny niekoniecznie jest przedstawiony w postaci kon-
strukcyjnej lub schematycznej. W niektérych przypadkach cztony dynamiczne w ogoéle
mogga nie mie¢ sensu fizycznego, charakteryzujac tylko zaleznosci matematyczne po-
miedzy niektorymi wielkos$ciami uktadu automatycznego i obiektu.

Rodzing charakterystyk statycznych, zbudowanych w przypadku ré6znych warto-
Sci temperatury 7, przedstawiono na rysunku 1.

Modelami przedstawionych charakterystyk statycznych sa zaleznosci nieliniowe,
ktore przy realizacji uktadu sterowania automatycznego sa linearyzowane, co umozli-
wia uproszczenie uktadu sterowania automatycznego, nie powodujac obnizenia wyma-
gan odnosnie dynamiki proceséw obrobki cieplno-mechaniczne;.

Charakterystyki statyczne w petni odzwierciedlaja zachowanie cztonu dynamiczne-
go w trybie ustalonym, umozliwia to opracowanie zasad sterowania odksztalceniem
sprezysto-plastycznym.
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Tabela 1. Cztony dynamiczne i ich opis matematyczny

Table 1. The dynamic elements and their mathematical description

Model Opis Proces Transmitacje
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Rys. 1. Charakterystyki statyczne uktadu dynamicznego obrdbki cieplno-mechanicznej
Fig. 1. The static characteristics of thermo-mechanical processing dynamic system
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Uktad sterowania dziata rowniez w trybie nieustalonym, a wigc wazne jest przy
badaniu uktadu dynamicznego obrobki cieplno-mechanicznej zachowanie cztonow dy-
namicznych, w trakcie procesow przejsciowych.

Charakterystyki statyczne obiektu sterowania nie zawierajq czasu relaksacji, co jest
przeszkoda w opracowaniu urzadzenia i regulowaniu procesu obrobki cieplno-mecha-
niczne;j.

Opis powinien by¢ realizowany na podstawie uktadu parametrow, ktéry mozna
rozpatrywac jako wlasciwos$¢ samego materiatu. Przy takim podejsciu, jest istotny
stosunek migdzy naprezeniem i odksztalceniem, zapisany w postaci rownania réznicz-
kowego, zawierajacego naprezenie, odksztatcenie i ich pochodne po czasie. Réwnania
rozniczkowe opisujace odksztatcenia zawieraja trzy parametry niezalezne, a wigc mo-
del jest budowany z trzech podstawowych elementéw — dwoch sprezyn i ttumika.

Okreslenie niesprezystosci zawiera wymog liniowosci. Rownania rézniczkowe
opisujace niesprezystos¢, wiazace o i €, powinny by¢ wiec rownaniami pierwszego
rzedu i zawieraé tyle niezaleznych statych, ile jest niezbednych do opisu niesprezystego
zachowania danego ciata sztywnego. W ogdlnej postaci rownanie liniowe ze statymi
wspotczynnikami mozna zapisa¢ w sposob nastgpujacy:

a,-c+a,-doldi+..+a, -d'cldt" =b,-c+b de/di+..+b -d"e/dt" (1)

lub Ao =Be,
gdzie A iB —operatory liniowe zawierajace odpowiednie wspotezynniki ;i b;.

Uktad mechaniczny moze by¢ modelem okreslonego materiatu niesprezystego wte-
dy, gdy spehnia te same zaleznosciom miedzy sita, przemieszczeniem i czasem, co od-
powiednio naprezenia, odksztatcenia i czas w przypadku materiatu niesprezystego. Sita
dzialajaca na sprezyng odzwierciedla naprezenie, przemieszczenie — odksztalcenie,
a wspotczynnik sztywnosci sprezyny K — odpowiada modutowi sprezystosci £ lub
podatnoscij. Cecha charakterystyczna takiej sprezyny jest nagromadzona w niej ener-
gia odwracalna. Innym elementem niezb¢dnym do wystepowania tarcia wewngtrznego
jest thumik Newtona, ktory jest thokiem przemieszczajacym sie w idealnie lepkiej cieczy,
predkos¢ ruchu ttoka jest proporcjonalna do dziatajacej sity, a wigc praca w pehni jest
zuzywana na powstawanie ciepta. W przypadku takich ciat sztywnych ttumik stoso-
wany jest tylko w potaczeniu ze sprezyna.

W trakcie konstruowania modeli elementy mechaniczne moga by¢ taczone szere-
gowo i rownolegle [3]. Przy faczeniu szeregowym (tab. 1, model 2) napr¢zenia , i 6,
sarowne, a odksztalcenia si¢ sumuja: € =€, + €,, 6 = 6, = G,. Przy potaczeniu rowno-
legtym tych elementow e = ¢, =¢,, 6 = 6, + G,.

Kombinacje modeli réznorodnych potaczen z dwoch i trzech elementdw sa przed-
stawione w tabeli 1.

Model 1 posiada inercyjnosc¢ jako wynik podatnosci i oddziatywania sprezystego.
Do opisu ilosciowego nalezy wyprowadzi¢, a nastgpnie rozwigzaé rownanie roznicz-
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kowe odksztatcenia, odpowiadajace przytoczonemu modelowi. Stosujac zasade row-
noleglo-szeregowego potaczenia elementow modelu mechanicznego, odksztatcenie spre-
zyny przyjeto: €, = ¢ - 6, = 0o,/ E, atlumika g, =; - 5,/ E - T. Eliminujac €, €,, 6,
1 0,, otrzymano rownanie (tab. 1, model 1). Rozwiazujac to rownanie, uzyskano funk-
cje podatnosci. Proponowany model nie dopuszcza odksztalcenia momentalnego, to
znaczy nie odzwierciedla on rzeczywistego zachowania ciata sztywnego, w momencie
¢t =0, nie mozna wytworzy¢ odksztafcenia € i opisa¢ relaksacji napr¢zenia. Jednak w
potaczeniu z innymi elementami model ten takze znajduje zastosowanie.

Przy potaczeniu szeregowym sprezyny i thumika (tab. 1, model 2) dobrze jest przed-
stawi¢ lepkos¢ B wielkoscia E - T'(gdzie T — stata czasu). Rozpatrzony model umozli-
wia opisanie praktycznie petnej relaksacji 6 do wartosci 6, rownych zero.

Uogolnione rownanie odksztatcen, odpowiadajace temu modelowi, mozna otrzy-
mac zakfadajac o, = E - €, orazs, = E - T - €, (tab. 1, model 2). Réwnanie w przypad-
ku tych dwoch modeli jest ekwiwalentne rownaniu (1) wtedy, gdy wszystkie wspol-
czynniki oprécz a,, a, i by, b, sa rdwne zero oraz obie czgsci pierwszego réwnania
podzielone sq przez b, a drugiego przez a,,.

Z rownania model 2 (tab. 1) wynika, ze réwniez drugi model — szeregowo pota-
czone ttumik i sprezyna — opisujq material niesprezysty, poniewaz umozliwia on okre-
$lenie stacjonarnej podatno$¢ ciagliwosci. Nalezy wigc rozpatrzy¢ model sktadajacy si¢
z trzech elementdéw. Model trzyelementowy jest przedstawiony w tabeli 1 (model 3).
Ma on wszystkie specyficzne cechy charakterystyczne materiatu niesprezystego; w
tym przypadku odksztatcenie na jednostke naprezenia zmienia sie od chwilowej warto-

$ci j do ostatecznej wartosci podatnosci jZ = J, + J». W oparciu o ten model jest

mozliwe opisanie relaksacji naprezenia, poniewaz zaczynajac z momentu ¢ = 0, mozna
w nim podtrzymywac odksztatcenie €, w tym przypadku poczatkowo rozciagany jest
tylko element — sprezyna 1, a nastepnie zaczyna si¢ przemieszczac ttok ttumika 3, do-
poty, dopdki naprezenie 64, dziatajace na thumik (napr¢zenie na thumiku), nie osiagnie
wartosci zero. Przemieszczenie to wpltywa na zmniejszenie napr¢zenia od wartosci po-
czatkowej €/ j, do wartosci koncowej €,/ (, + /,).

Rozpatrywany model jest prosty, posiada jednak wszystkie charakterystyki mate-
riatu niesprezystego. Réwnanie rézniczkowe opisujace taki model i jego rozwiazanie przed-
stawiono w tabeli 1 — model 3. W przypadku elementow 1 -3: ¢, =/ - 6,,&,=/- 0,,
€, =] - 05. Warunki poczatkowe przy rozwiazaniu rOwnania sa nastgpujace: ¢ = o,,
6=0,t>0,e=j, - o przy t=0. Przedstawione rownanie rézniczkowe trzech ele-
mentow modelu jest ekwiwalentne rownaniu (1), kiedy wszystkie wspdtczynniki oprocz
ay, a, 1b, b, sarowne zero oraz obie czgsci rownania sa podzielone przez b,. Mozna
oczekiwac, ze dowolny bardziej ztozony model 3-elementowy uwzglednia w rownaniu
rézniczkowym odksztatcenia pochodne wyzszych rzedow, co komplikuje opis mate-
matyczny obiektu sterowania, nie zmieniajac fizycznej istoty procesu. Z rozwigzania
réwnania wynika, ze funkcja podatnosci jest eksponencjalna funkcja rosnaca typu
[1 —exp(—t/ ts)], (ts — czas relaksacji przy statym naprezeniu). Zgodnie z teorig stero-
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wania automatycznego, wielkos¢ t¢ przyjeto nazywac stala czasowg W szczegdlnosci,
przy t = ts, j(f) ulegnie zwiekszeniu o (1 — e!), w stosunku do petnej zmiany J,- Do
okreslenia funkcji relaksacji naprezen sa niezbedne nastgpujace warunki poczatkowe:
£€=¢,€8=0,t>0,06=E-¢g przy t = 0. Dodatkowo wprowadzono oznaczenie fe = #s(j, /
J,tJy) =ts(E, —t))/t, gdzie A=j, /j, stopiefi relaksacji (wielkos¢ bezwymiarowa).
Warto$¢ z_ jest to czas, niezbedny do zmniejszenia naprgzenia o € razy, czyli 7 jest
czasem relaksacji naprezenia przy stalym odksztalceniu. Funkcja relaksacji naprezen
jest ekspotencjalnie malejaca funkcja typuexp — (—/1,).

Laczac kolejno 7 sprezyscie-ciagliwych elementow (sprezyna wprowadzona row-
nolegle do thtumika), otrzymano model o takich samych wtasnosciach ogdlnych, lecz o
znacznie bardziej ztozonej zaleznosci procesu odksztafcenia od czasu.

Potaczenie rownolegte n elementéw (sprezyna potaczona szeregowo z ttumikiem)
tworzy model podobny do modelu 2 (tab. 1), lecz lepiej opisujacy wiasciwosci relaksa-
cyjne materialdw rzeczywistych, w tym przypadku rozwiazanie rownania wyglada
nastgpujaco:

_ —t/t,& _ €
o,=¢,-FE, -e ,t,e=p0,1E",

aprzy n — o, zamieniajac state £_ i E, funkcje rozktadu mozna zapisac jako:
E(t)/ o, =&, J.E(t) e!dr .
0

Zachowanie si¢ potfabrykatow w trakcie nagrzewania oraz ich modele mechanicz-
ne i matematyczne s przedstawione w tabeli 1, model 6. Przy opracowaniu schematu
strukturalnego obiektu, jakim jest uktad dynamiczny obrobki cieplno-mechanicznej,
modele te sa rozpatrywane w potaczeniu z zaprezentowanymi modelami mechaniczny-
mi (tab. 1).

W celu dalszych przeksztalcen matematycznych, w przypadku rozpatrywanych
modeli, nalezy sformutowac zasade superpozycji. Jezeli na materiat, kolejno réznych
odstepach czasu, oddziatuje szereg naprezen, to kazde wptywa na odksztatcenie. Su-
maryczne odksztatcenie spowodowane dziataniem naprezen stalych 6, is, jest rowne
&,(?) + &,(1), gdzie g,(7) i £,(f) — odksztatcenia, ktore powstatyby, jezeli 6, i 6, oddzia-
tywatyby niezaleznie, analogicznie, wige odksztatcenie sumaryczne €,(7) + €,(7) jest spo-
wodowane naprezeniami 6,(f) + ().

Zasada superpozycji jest najbardziej ogolnym sformutowaniem wymagania linio-
wosci, zawartym w przytoczonym wczesniej okresleniu niesprezystosci.

Przeanalizowano funkcj¢ nastgpstwa: w momencie #, przytozono naprezenie G,, z
funkcji podatnosci wynika, ze przy t > 1, &(t) = 6 - j(t - £,). Przy zatozeniu, ze kolejno
w czasie 1, t,...,t sa przykladane naprezenia o, (i = 1,2,...,n), to zgodnie z zasada
superpozycji (jezeli odksztalcenie zmienia si¢ dyskretnie lub ciagle) otrzymano:
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e(t) = zn‘,a,- <JjE—1,) lub &(t) = tj Jjt—t)o ()dt . ()

Réwnanie (2) wiaze wigc €(¢f) ze zmianami naprezenia w czasie przez funkcje po-
datnosci. Analogicznie, jesli odksztatcenie jest zmienng niezalezna, a badana jest zalez-
nos¢ naprezenia od czasu, to:

o(t) = Zn:g,.(t—z,.)/ J lub o(f) = ]E(t—t,.)g(t)dt. 3)

Réwnania catkowe (2) i (3) wskazuja, ze obiekt zachowuje si¢ w taki sposéb, jakby
posiadat pamig¢; odksztatcenie w momencie # jest zwigzane z czasem poprzednim, po-
przez zmiane naprezenia () i podatnosci j(¢), bedacych charakterystykami metalu. Ta
wlasnos$¢ pamieci pokazuje, ze (¢) zalezy nie tylko od chwilowej wartosci o(%), ale
réwniez od parametréw wewngtrznych, ktorych wartosci chwilowe odtwarzajq za-
chowanie materiatu.

Jezeli zmiany naprezenia 6(¢) w czasie przebiegaja zardwno ciagle, jak i dyskretnie,
to mozna zastosowaé kombinacje zaleznosci (2) i (3), to znaczy

B0 =Y 0 jt=1)+ [jt=1)o 0. @

Do petnej analizy obiektu sterowania — uktadu dynamicznego obrobki cieplno-me-
chanicznej rozpatrzono kilka modeli z elementem sprezysto-plastycznym (tab. 1, mo-
del 4). Polaczone szeregowo: element plastyczny i sprezyna utworza model ciata spre-
zysto-plastycznego. Do granicy plastycznosci o ciato odksztatca si¢ sprezyscie, ply-
nigcie plastyczne zachodzi przy stalym naprezeniu. Po zdjgciu obciazenia powstaje od-
ksztatcenie trwate. Rownania stanu plastycznego, wiazace naprgzenia z odksztatce-
niem, nie zawsze maja rozwigzanie z powodu ztozonosci procesu odksztalcenia pla-
stycznego [1, 6].

Model z elementami ciagliwo-plastycznymi (tab. 1, model 5) charakteryzuje si¢
réwnoleglymi potaczeniami elementow ciagliwego i plastycznego. Przy naprezeniu po-
nizej granicy plastycznosci o, ciato nie ulega odksztatceniu: przy 6. = const = 6, > o,
predkos¢ odksztalcenia jest proporcjonalna do naprezenia 6, — 6. Model ten opisuje
materiaty, ktére maja zauwazalna plastycznos¢ przy wysokich naprezeniach (na przy-
ktad metale w wysokiej temperaturze).

Przy jednoosiowym stanie naprezen, rownanie odksztatcenia — rownanie odksztat-
cenia Srodowiska ciagliwo-plastycznego ma posta¢ przedstawiong w tabeli 1, model 5.
Specyfika takich modeli jest, ze w strefach o naprezeniach niezbyt duzych nie powstaja
odksztalcenia.

Potaczenie szeregowe elementow ciagliwego i plastycznego utworzy model o na-
stepujacych wlasnosciach: przy 6, > 6. — czynnik plynie, podobnie jak ciecz lepka;
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przy 6, = R, —mamiejsce ptynigcie plastyczne, przy ktorym naprezenia nie moga prze-
kracza¢ granicy plastycznosci. Dodatkowy element sprezysty wiaczony, do modelu
ciagliwo-plastycznego, uwzglednia wptyw odksztatcen sprezystych. W przypadku na-
prezen nizszych, niz granica plastycznosci 6, < 6., model zachowuje sig jak czynnik
sprezysto-plastyczny, przy ¢, = o wystgpuje plynigcie plastyczne — napr¢zenia nie
moga by¢ wyzsze od granicy plastycznosci.

Przedstawione wczesniej modele trzyelementowe, odpowiadajace rownaniu roz-
niczkowemu odksztatcenia, zawierajace tylko naprezenia i odksztatcenia oraz ich po-
chodne pierwszego rzedu po czasie, s modelami prostymi. W takich modelach funk-
cje podatnosci relaksacji naprezen sa funkcjami wyktadniczymi, z ktorych kazda za-
wiera jeden czas relaksacji.

Przeanalizowano rowniez modele bardziej ztozone, opisujace niesprezyste materiaty
sztywne. Na podstawie modelu (tab. 1, model 1), mozna opisa¢ zachowanie niespre-
zyste, w tym celu nalezy polaczy¢ dwa modele szeregowo oraz dodatkowo wiaczy¢
szeregowo jedng sprezyng, uzyskujac model zawierajacy pie¢ elementéw. Rownanie
roézniczkowe odksztalcenia, zgodnie z przyjetymi wczesniej zasadami, zawiera w przy-
padku kazdego elementu odpowiednie zaleznosci miedzy naprezeniem i odksztalceniem,
bez wszystkich zmiennych oprécz naprezenia sumarycznego i odksztatcenia suma-
rycznego.

Roéwnanie odksztalcenia przeksztalcane jest do rownania drugiego stopnia odnosnie
o oraz €. Odksztatcenie sumaryczne jest rowne sumie odksztatcen by =4 +é&,+é&;,

a wiec z modelu mozna bezposrednio, bez rozwiazywania rownania rozniczkowego,
otrzymac funkcje odksztalcenia:

e(t) =g [1—exp(—t/ T+ &,[1—exp(~t/T7)]. (5)

Funkcja odksztatcenia jest sumg dwoch cztonow rosnacych wyktadniczo, a podat-
no$¢ na relaksacje jest okreslana zalezno$cig Ez =& +&,,przy tym T g(l) iT 6(2) -

dwie wartosci statych czasowych (czas relaksacji) przy statym naprezeniu.
Taki model nie umozliwia jednak rozwigzania zagadnienia relaksacji naprezen, dlate-
go celowe jest jego przebudowanie, czyli rownolegle podtaczenie do dwdch rownole-

gtych modutéw sprezyny (tab. 1, model 2); przy tym Ez = E, + E, . Oba réwnania

rézniczkowe opisujace model piecioelementowy sg ekwiwalentne i zawierajq pigc nieza-
leznych parametrow. Funkcje relaksacji naprezen mozna zapisa¢ w postaci sumy dwoéch

relaksacji wyktadniczych o czasie relaksacji rownym statym czasowym T g(l) iT 6(2 B
e(t)=¢gexp(—t/T" )+, exp(—t/T?). (6)
7 przedstawionej analizy ciata sztywnego o pieciu parametrach wynika, ze w przy-

padku standardowego ciala niesprezystego jest mozliwe zastosowanie dwoch ekwiwa-
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lentnych modeli, pierwszego w celu otrzymania funkcji podatnosci, a drugiego — funk-
cji naprezenia. W przytoczonych modelach nie ma masy, poniewaz powoduje ona za-
chowanie typu rezonansowego, a nie relaksacyjnego.

Zalety zastosowania zaprezentowanych modeli sa widoczne w bardziej ztozonych
przypadkach, kiedy rownanie rézniczkowe jest rzedu wyzszego niz drugi, wtedy funk-
cje podatnosci naprezenia mozna wyprowadzi¢ bezposrednio z modelu. Nie jest do
tego konieczna znajomos¢ parametréw innego modelu ekwiwalentnego oraz wspot-
czynnikdéw rdwnania rozniczkowego przedstawiajacego odksztatcenia. Funkcje petza-
nia w przypadku modelu z pigcioma parametrami mozna uogdlni¢ na przypadek mode-
lu, zawierajacego kilka modeli typu (tab. 1, model 1):

() =+ e, [1-exp(—t/T)]. )

gdzie: T ;i) i € ;) czas relaksacji i podatnosci i-go modelu.

Przy duzych naprezeniach, w przypadku wielu materiatow, zaleznos¢ liniowa mig-
dzy naprezeniem i odksztatceniem nie znajduje potwierdza w badaniach eksperymental-
nych. Nalezy wtedy stosowac zaleznosci nieliniowe, ktore sa jednak trudne do realiza-
cji[7, 8] —bardziej wlasciwym rozwigzaniem jest zastosowanie rownania przedtozone-
go w pracy [9]:

(&) =0,(1)+ [0 —1)-0,(t)d, (8)

gdzie: ¢, czas przytozenia obcigzenia — jezeli £ jest niewielki, to odksztatcenie dziatania
wtornego, opisywane cztonem catkowym, jest mate czyli o, = @(g,).

Rownanie (8) w stosunku do funkcji ¢(g,) jest liniowe. Rozwiazujac je wzgledem
G|, otrzymano zaleznos¢:

o,(t) = ()~ [R(t~t,)dt, )

gdzie: R(t—t,) — wspotczynnik relaksacji.

Z rozwigzania rownania (8) przy naprezeniu 6, = const = 6, wynika, ze:

ple) =[1+K0loy, K(t)= [Q—1)dt,

to znaczy krzywe odksztatcenia przy ustalonych naprezeniach sa podobne. W przy-
padku relaksacji, stata odksztatcenia g, = const = g, zréwnania (9) uzyskuje sig

o =[1-L()]p(g,), L(t) = ]R(t_tl)dt1 . (10)
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Jezeli rozciaganie poczatkowe realizowane jest szybko, to w zwiazku z relaksacjq
G, = 9(g,) mozna zapisac:

o,/c,=1-L(1), (11)

czyli krzywe relaksacji rowniez sq podobne.

PODSUMOWANIE

Stwierdzono, Ze paczenie pétfabrykatu jest funkcjonalnie powigzane z niejednorod-
noscig odksztalcenia plastycznego i pola temperaturowego oraz réznym charakterem
odksztatcen plastycznych i sprezystych przy zdejmowaniu obcigzenia. Analogiczny
proces zachodzi takze z naprezeniami szczatkowymi, ich relaksacja zaczyna si¢ niejed-
noczesnie i w réznych czgsciach wyrobu zardwno w przekroju poprzecznym jak i
wzdhiznym.

Przeanalizowano modele sterowania: odksztalceniem sprezysto-plastycznym; nie-
zmien-noscia obciazen zewnetrznych i procesem zdejmowania obcigzenia. Do jako-
Sciowego zbadania procesdw opracowano rownania opisujace uktad dynamiczny ob-
robki cieplno-mechanicznej jako obiekt sterowania.

Przedstawiono proste modele trzyelementowe, odpowiadajace rownaniu réznicz-
kowemu odksztatcenia i zawierajace tylko naprezenia i odksztatcenia oraz ich pochodne
pierwszego rzedu. W takich modelach funkcje podatnosci na relaksacjg¢ naprezen sa
funkcjami wyktadniczymi, z ktorych kazda zawiera jeden czas relaksacji.

Przeanalizowano réwniez modele bardziej ztozone, opisujace materialy sztywne.
W oparciu o nie mozna opisa¢ rowniez zachowanie niesprezyste, w tym celu nalezy
potaczy¢ dwa modele szeregowo oraz dodatkowo wiaczy¢ szeregowo jedna sprezyne,
uzyskujac model zawierajacy pig¢ elementow. Rownanie rdzniczkowe odksztatcenia
zawiera w przypadku kazdego elementu odpowiednie zaleznosci miedzy naprezeniem
i odksztalceniem, bez wszystkich zmiennych oprocz naprezenia sumarycznego i od-
ksztatcenia sumarycznego.

Zalety zastosowania opracowanych modeli sa widoczne w bardziej ztozonych przy-
padkach, kiedy réwnanie rézniczkowe jest rzedu wyzszego niz drugi, wtedy funkcje
podatnosci naprezenia mozna wyprowadzi¢ bezposrednio z modelu. Nie jest do tego
konieczna znajomos¢ parametréw innego modelu ekwiwalentnego oraz wspotczynni-
koéw rownania rozniczkowego odksztalcenia.
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MODELLING OF THE DYNAMIC SYSTEM OF THERMO-MECHANICAL
PROCESSING OF NON-RIGID SHAFTS

Summary

The methodology of formulating mathematical models of thermo-mechanical processing of
non-rigid shafts was presented in the article. The analysis of models of control was intro-
duced for following parameters: the elastic and plastic deformation, the invariability of
external loads and the processes of loads removal. The mathematical model of dynamic
system of thermo-mechanical processing of non-rigid shafts was built for qualitative ana-
lysis of processes. Simple three-element models were introduced, describing only strains
and stresses. More detailed mathematical models describing also inelastic solid bodies
were analyzed as well.

Keywords: modeling, dynamic system, non-rigid shafts, thermo-mechanical processing.
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