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ADAPTACJA FUNKCJI BESSELA DO OPISU STANU
ZMIESZANIA JEDNORODNEJ MIESZANINY ZIARNISTEJ®

W artykule przedstawiono spos6b wykorzystania funkcji Bessela do opisu stanu zmieszania jednorodnej mieszaniny ziarnistej.
W badaniach wykorzystano jeden uklad ziarnisty sktadajqcy sie z ziaren kukurydzy roznigcy sie barwg i wilgotnoscig. Do oceny
miary rozproszenia trasera na powierzchni badanych przekrojow poprzecznych mieszalnika zastosowano metode analizy

wariancji.

Stowa kluczowe: funkcja Bessela, jednorodna mieszanina
ziarnista, mieszanie materiatow ziarnistych, analiza wa-
riancji.

WSTEP

Mieszanie materiatéw ziarnistych jest jednym z podstawo-
wych procesow powszechnie spotykanych w wielu gateziach
przemystu miedzy innymi w przemysle spozywczym, mty-
narskim, farmaceutycznym, cementowym, w budownictwie,
w energetyce oraz w rolnictwie. W tych gateziach, a takze
w wielu innych, efekt mieszania materiatow ziarnistych decy-
duje o jakosci otrzymywanych produktow [1, 2, 5, 6].

Powszechnie znane i stosowane sg trzy modele matema-
tyczne, ktdre w sposob szczegdlowy opisuja kinetyke procesu
mieszania. Sg nimi modele kinetyczne, stochastyczne oraz
modele dyfuzyjne.

W zalezno$ci od sposobu mieszania i rodzajéw miesza-
nych komponentéw, przebieg procesu moze wykazywaé
cechy roéznych modeli. Ztozono$¢ zjawiska prowadzi do ko-
niecznos$ci indywidualnego rozpatrywania kazdego przypadku
mieszania i poszukiwania innowacyjnych metod modelowa-
nia [4, 7].

Prowadzenie badan procesu mieszania materialdw ziarni-
stych w skali przemystowe;j jest niezwykle trudne i kosztowne.
Badania laboratoryjne sg w stanie przyblizy¢ charakter pro-
cesu w warunkach przemystowych i wyjasni¢ najwazniejsze
wlasnos$ci badanego zjawiska. Obserwacje dotyczace konkret-
nego zjawiska niejednokrotnie pozwalajg, na zastosowanie
istniejagcych w matematyce i fizyce zaleznosci [3, 8].

Celem artykulu jest prezentacja sposobu wykorzystania
funkcji Bessela do opisu stanu zmieszania jednorodnej
mieszaniny ziarnistej ziaren kukurydzy.

CEL BADAN

Celem prowadzonych badan byla proba adaptacji funk-
cji Bessela do opisu stanu zmieszania jednorodnej mieszaniny
ziarnistej. W oparciu o uzyskane zapisy cyfrowe obrazu
z przekrojow poprzecznych mieszalnika przesypowego,
dokonano oceny rozktadu obserwowanych czastek trasera.
Zalozono, ze zastosowanie funkcji Bessela bedzie dobrym
statystycznym sposobem opisu stanu zmieszania badanych
uktadow.

METODYKA BADAN

Materiatem uzytym do badan byt jednorodny uktad ziar-
nisty sktadajacy si¢ z ziaren kukurydzy roéznigcy si¢ barwa
i wilgotnoscig - wilgotno$¢ wzgledna ziarna mokrego wy-
nosita 16,2% (+0,5), a wilgotnos$¢ ziarna suchego wynosita
11,8% (£0,5). Uktad ziarnisty poddawano mieszaniu w mie-
szalniku przesypowym (rys.l) [5].
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Rys. 1. Dwuwymiarowy schemat laboratoryjnego
mieszalnika przesypowego, I-szy zbiornik
mieszalnika (zasilajacy), 11-gi zbiornik
mieszalnika, III-ci zbiornik mieszalnika
o rozbieralnej konstrukc;ji.

Fig. 1. Two-dimensional diagram of a laboratory mixer:

the first tank mixer (power), the second mixing
tank, a third tank mixer with dismountable
structure.

Zrodlo: Opracowanie wlasne.

Mieszalnik sktadat si¢ z trzech identycznych zbiornikow
(wysoko$¢ czgsci cylindrycznej — 500 mm, $rednica we-
wngtrzna — 300 mm, wysoko$¢ czesci stozkowej — 90 mm,
$rednica otworu wysypowego — 30 mm), umieszczonych
jeden nad drugim w sposob umozliwiajacy tatwa ich zamiane.
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Dodatkowo jeden ze zbiornikow sktadatl si¢ z 10 rozbieral-
nych pierscieni. Przed przystapieniem do mieszania zasypy-
wano zbiornik mieszalnika materiatem ziarnistym w udziale
procentowych 50/50. Nastepnie zbiorniki zamieniano kolejno
miejscami, oprozniajac zbiornik na drodze wysypu grawita-
cyjnego, az do momentu osiggniecia stanu rownowagowego
uktadu na co sktadalo si¢ 10 kolejnych przesypow.

Kazdy uktad ziarnisty w udziale procentowym 50/50
poddawano mieszaniu. Rozbieralna konstrukcja mieszalnika
umozliwila uzyskanie cyfrowego zapisu obrazu przekrojow
poprzecznych mieszalnika. Uzyskany obraz poddano kompu-
terowej analizie obrazu. Przy digitalizacji zamieniono kolory
ziaren kukurydzy na czern i biel (rys. 2), a nastepnie wyko-
nano tzw. pikselizacj¢ (rys. 3).

Rys. 2. Przyktadowy obraz wybranego pierscienia
mieszalnika (fot. J. Rut).

Fig. 2. Demonstration image of a chosen ring of the
agitator (fot. J. Rut).

Zrodlo: Opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Przyktadowe obrazy przedstawiajgce proces
pikselizacji ziarna kukurydzy (fot. J. Rut).

Fig. 3. Demonstration images presenting a process to the
pixellization grains of the corn (fot. J. Rut).

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Aby wyznaczy¢ wielkos¢ komorek przy pikselizacji
obliczono srednicg zastgpczg d, ziaren dla kukurydzy, zgod-
nie do:

d, =3 (M)

gdzie:

M — masa nasion proby [kg],

v — gesto$¢ nasion [kg/m?],

n — liczba nasion w probie.

Srednica zastepcza wyniosta 9,3:10° m.

Dla tak obliczonej $rednicy zast¢pczej przeprowadzono
proces pikselizacji dla ziaren kukurydzy w uktadzie 32x32
komorki. W kolejnym etapie analizy danych wykonano
binaryzacje; punktom bialym przydzielano warto$¢ 1, nato-
miast czarnym 0. Do oceny miary rozproszenia trasera na
powierzchni badanych przekrojow poprzecznych mieszalnika
zastosowano metod¢ analizy wariancji s

=Y (x-X) ®)
n-1%

gdzie:

n - ilo§¢ obserwacji,

X, - warto$¢ cechy badanej dla i-tej obserwacji,
- warto$¢ srednia badanej cechy.

Nastepnie obliczono $rednie wariancje dla trzech ukta-
doéw roézniacych si¢ wilgotno$cia w udziale procentowym
50/50. Uzyskane wyniki przedstawiono graficznie na rys.4.
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Rys. 4. Wariancja dla trzech udziatéw procentowych
(obliczenia wlasne).

Fig. 4. Variance for three percent participation (personal
accounts).

Podczas mieszania jednorodnych uktadow ziarnistych
r6znigcych si¢ wilgotno$cia nie stwierdzono, aby proces mie-
szania byt uzalezniony od wilgotno$ci materiatu w badanym
zakresie.

ANALIZA STATYSTYCZNA | DYSKUSJA
WYNIKOW

Jak juz wspomniano wczesniej, w badaniach podjeto probe
adaptacji funkcji Bessela do opisu stanu zmieszania jedno-
rodnej mieszaniny ziarnistej. Funkcje Bessela pierwszego
rodzaju opisuje ponizszy wzor:
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gdzie, I jest funkcja gamma Eulera, a parametr a (dla
uktadu jednorodnego) jest warto$ci zerowe;j. Stad

r(z)= [t e dt @

Do dalszej analizy przyjeto usrednione wartosci poszcze-
golnych obserwacji dla badanych uktadéow. Na rysunku 5
przedstawiono usrednione warto$ci empiryczne oraz warto$ci
modelowe.
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Rys. 5. Wykres przedstawiajacy warto$ci empiryczne
i modelowe (obliczenia wlasne).

Fig. 5. Graph showing empirical and model value
(personal accounts).

Wyniki aproksymacji prowadza do modelu opisywanego
ponizszym roéwnaniem:

y =s®=0,25-0,02J,(4(x -1)) ®)

gdzie:
x - liczba kolejnych przesypow.

Do weryfikacji uzyskanego modelu zastosowano wspot-
czynnik determinacji R?, ktory wyraza liczbowa ocene jako-
$ci dopasowania modelu do danych do$wiadczalnych, z de-
finicji:

> (-9
= ©)
Z(Yi - y)z

gdzie:

Y, — rzeczywista warto$¢ zmiennej objasnianej

¥, — warto$¢ teoretyczna zmiennej objasnianej (na podstawie
modelu)

Yy - $rednia arytmetyczna empirycznych wartosci
zmiennej obja$niane;.

Uzyskany wysoki wspotczynnik determinacji R? = 0,93,
informuje o dobrym dopasowaniu wynikoéw obliczen na
podstawie modelu do danych do§wiadczalnych.

WNIOSKI

1. Wskazano na mozliwo$¢ wykorzystania funkcji Bessela
do oceny stanu zmieszania jednorodnego uktadu ziarnistego.

2. Warto$ci modelowe uzyskane w oparciu o funkcje
Bessela odzwierciedlaja rzeczywiste warto$ci stopnia zmie-
szania jednorodnych materiatéw ziarnistych.

3. Wykorzystanie funkcji Bessela w postaci zapropono-
wanego modelu korelacyjnego pozwala na uzyskanie infor-
macji opisujacych stan zmieszania jednorodnej mieszaniny
ziarniste;j.

4. Opracowany model dobrze odwzorowuje wartos$ci
empiryczne o czym §wiadczy wysoki wspotczynnik dopaso-
wania R2.
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ADAPTATION OF THE BESSEL FUNCTION
TO THE DESCRIPTION OF THE
CONDITION OF MIXING HOMOGENEOUS
GRAIN MIXTURE

SUMMARY

In the article a way of using the Bessel function for the
description of state of mixing homogeneous grain mixture
is presented. In research conmsisting used a grain system
the corn, of different colour and humidity. The method of
variance analysis was used to the estimation on the surface
of dispersing the tracer of examined cross sections of the
agitator.

Key words: Bessel function, homogeneous grain mixture,
mixing granular materials, analysis of the variance.



