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Streszczenie:W pierwszej czsci referatu przedstawiono

informacje teoretyczne dotygze analizy falkowej. 1 t-b

Szczego6towo omoéwione zostaty CWT, DWT oraz pakiety Fewr(@b)=— j f(t)gl/(—jdt (1)

falkowe. Druga cz¢ referatu do zastosowanie Ja Zo0 a

praktyczne falek do poprawy jad@ oraz kompresji

sygnatow 1D oraz 2D. gdzie: a — parametr skali, b — przesugi®, t — czas, f(t) — analizowany
sygnat.

Stowa kluczowe:analiza falkowa, kompresja falkowa.
Skala ma wymiar odwrotny do e¢stotliwosci. Rysunek 1

1. WSTEP przedstawia analzsygnatu przy gyciu CWT [1].
Falka jest funkej matematyczs ktora charakteryzuje

sie nastpujacymi cechami [1]: s

- zerowa wart@ srednia; ;L;

- przyjmowanie wartéci zerowych poza pewnym 4

skonczonym przedzialem;
- posiada skitzorm moc sygnatu.
Cechy te powodyj ze funkcja falkowa jest dobrze
zlokalizowana w dziedzinie czasu jak estotliwosci.

Od roku 1988 (powstanie algorytmu Mallata) badania
nad analiz falkowa przyjety charakter midzynarodowy,
a falki znajduj coraz to szersze zastosowanie, czego
przykladem mee by standard kompresji obrazu

JPEG2000. —-J\[Lr-— - -J\flr—

L}

FERZO<WM

5] l 1 ] s

2. ANALIZA FALKOWA (WA) 3

Istniep dwie wersje analizy falkowej: agita e
i dyskretna. Pierwsza z nich wykazujezdypodobiéstwo A .
do krétko-czasowej transformaty Fouriera, w ktorej F -
sygnat dzielony jest na segmenty przy pomocy —— £

przesuwalnego okna czasowego (skanowanie)zdKa
segment poddawany jest analizie FFT. W przypadku
ciagtej transformaty falkowej (CWT) oknem skageym Rys. 1. Analiza sygnatu przy:yciu CWT
jest funkcja falkowa.
Dyskretna transformata falkowa (DWT) nie jesi.2. Dyskretna transformata falkowa (DWT)
jedynie cyfrom wersp CWT. Tu analiza polega na Zapisupc parametry skali i translacji w systemie
dekompozyciji sygnatu na aproksymacjecfézzgrubna) dwojkowym otrzymujemy:a = 2", b = 2™.n, gdzie m -
oraz detale (c&¢ doktadna). rozdzielczé¢, n — dyskretne przeswwie. Wtedy dyskretne
jadro falkowe (dyskretna falka-matka) jest réwna:
2.1. Ciagta transformata falkowa (CWT) Ynnt) = 2™ 2 (2™t - n) (2)
Wynikiem chgtej transformaty falkowej as
wspotczynniki okrélajace podobiéstwo pomédzy dan
falka a sygnatem. Wspdtczynniki transformaty ckoee
sa wzorem:

Wprowadmy pogcie funkcji skalujcej @(t). Funkcja
skalupca jest podobnie jak falka specyfiaznfunkcija
matematyczp Kazda falka posiada swpjunikalm funkcje
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skalupca. Najwazniejsz cechy, ktdra odrénia funkci c. = [ x)P 2™ - n)dt 7
skalupca od falki jest niezerowa warté srednia. mn I 07 dt. @

Brn(t) = 27?27t =) 3) A = [ X @™t =)t (8)

By pokazé& algorytm dziatania DWT naky wprowadz¢ Zgodnie z rownaniem (6) sygnaft) mazna przedstawi
elementy analizy wielorozdzielcZ&j MRA jest scisle jako sung aproksymacji (wyrzenia ze wspotczynnikamg)
zwigzana z falkami. Mowa tutaj o agach przestrzeni oraz detali (wyrzenia ze wspéiczynnikamd). Przejcie z
funkcyjnych, w ktérych dane sygnaty cyfrowe wimae rozdzielczéci m do m-1 nazywa si dekompozyej 1-poziomu.

sa za pomog réznej liczby funkcji bazowych oraz Idac dalej, aproksymacje na poziomie dekompozycji 1

aproksymowane z #ha doktadndcia. Przestrzenie takie (rozdzielczé¢ m-1) mazna rozbé na kolejne aproksymacje

oznacza & symbolemV, gdzie mOZ (zbiér liczb idetale na poziomie dekompozycji 2 (rozdziek&zan-2).
catkowitych). Czynna¢ te¢ mozna powtarzé& az do osigniecia k-tego
PrzestrzenieV,, spetniaj zalazenia sformutowane poziomu dekompozycji. Wtedy sygnat x(t) ama przedstawi

przez Mallat'a i Mayer’a: wyrazeniem (rys. 2):

- ..V,0V,0V,... — kolejne przestrzenie zawiefa] - k B
sic W sobie: X(V) =D Cresen@@™ U=+ 3D g (27t =)

- Vpe =V, OW,, - przestrzé na (n+1)-wszym " o ©)
poziomie rozdzielczwi sktada si z przestrzeni
0 poziomie rozdzielczei m oraz dopetnieniaV, Ao

- nie istnieje funkcja, ktéra nalg do wszystkich i 0
przestrzeni, oraz ze domkngcie wszystkich
przestrzeni daje przestrzdunkciji o ,ograniczonej’
energii;

— wszystkie przestrzeniea sskalowam wersp jednej
przestrzeni a pommenie argumentu funkcji
reprezentyjcej sygnat przez 2  powoduje o
przemieszczenie go do kolejnej przestrzeni — do
nastpnego poziomu rozdzielcga;

— operacja translacji nie powoduje przeniesienia @jink
reprezentuyjcej sygnat do innej przestrzeni, z@hi
f(x)OVyto f(x-u)OV, dlawszystkichuOZ .
Dowolny sygnat czasowx(t) mazna wyrazé jako

sung  przesuwalnych  funkcji  bazowych @, (1),

nalezacych do przestrzent,,- m-ty poziom aproksymacji

(przyblizenia):

X(t) = Cp 02"t — 1) (4)
Rys. 2. Drzewo dekompozycji sygnatu — algorytm Mtz
Dzicki zastosowaniu teorii MRA nmima ten sam sygnat

przedstawd w przestrzeniV,,-;, 0znacza to dwukrotnie Technika obliczania wspotczynnikéwid w maszynie
mniejsz rozdzielczé¢ niz w przestrzenv/,,: cyfrowej (komputer, procesor sygnatowy, itp.) realvana jest
X(t) = zcm—],n 2™ —n) przy pomocy specjalnie zaprojektowanych filtrow royfych.

- Filtry te wprowadzono, gdy korzystanie z rowna (7,8)

m bedacych definich wspoétczynnikébwce i d okazuje si by
x(t) = Zcm—lnf/’(z—t -n) (5) nadzwyczaj ueizliwe [1]. Mozna zauway¢, ze wartd¢ srednia
o 2 falek jest réwna 0, natomiast funkcji skaleych jest réwna
1 (warté¢ po zastosowaniu normalizacji). Funkcje skatej
przypomina filtry dolnoprzepustowe (przenoszenie skltadowej
statej), natomiast falki przypo-mirgfiltry gérnoprzepustowe.
NiechH oznacza filtr dolnoprzepustowy, natomi&sfiltr
Wi, bo zgodnie z warunkami Mallata i Mayera gérnopr;epustowy.’Rysunek 3 przedstaw?a; ithkiej filtracji
_ przy wyciu filtréw cyfrowych. Analizowany sygnat
Vi1 =V OW,, . Sygnat aproksymowany ; ! o
) _ ) o o X, reprezentowany jest przez wspoitczynnijoraz d,. Po
z rozdzielczécia. m mozna przedstawi rownowanie  gekompozycji ilé¢ probek reprezentagych sygnat podwoita
w rozdzielczéci m-1 sic (jest nprobek reprezentfych czsé szybkozmiena
X(t) = Y 2"t —n) = i drugie tyle reprezentagych czéé wolnozmienmn). By tego
" (6) unikm¢, a przecie zwiekszanie ildci prébek reprezentaych
D Coan™t=n)+ > d, W™t - 1) sygnat nie jest

Warto podkréli¢, ze przestrzé W, zawiera funkcje
bazowe ktérymi s falki (ymn. Wspotczynnikicy, , oraz
dm n 52 odpowiednio réwne:

Przy zmianie rozdzielcZoi aproksymacji sygnatu
z wickszej na mniejsg tracona jest &&¢ informacji.
Utracone szczeg6ly moa umownie zebtaw przestrzeni

D ang. MRA — Multiresolution Analysis
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Cyp F~ €4 pojedynczy etap dekompozycji daje cztery skiadnjkidra
- H o 12 g - |2— H . aproksymagj oraz trzy detale. Na rysunku 6 przedstawiono
Cn schematycznie pierwszy i drugi etap dekompozyajinsyu 2D
- T~ [3].

oy, : i =

. - : : WIERSZE KOLUMNY

Rys. 3. Pojedynczy etap dekompozycji i rekonstriukcj _“ LO‘:‘;—LOW
(A1)
wskazane, stosujeesidecymaai (downsampling), czyli L OWHIGH
usunkcie co drugiej probki bezgmednio za filtrem. {D1a)
HIGH-LOW
{D1b)

Uzyte filtry zwane lustrzanymi muszcharakteryzowa
sig pewnymi wigciwosciami:

- skaiczona odpowied impulsowa — filtry typu FIR A p—

(zapewniona stabilrio); _E_CD_’ (Dic)

- powinny umaliwi ¢ rekonstrukej sygnatu w sposob

bezstratny; Rys. 5. Analiza DWT dla sygnatu 2D
— powinny mie liniowa charakterystyl fazow.

W praktyce stosuje @i zesp6t czterech filtréw k] el
kwadraturowych: dwéch do analizy i dwéch do syntezy O ISl | ey s Il
powigzanych mgdzy sol i odpowiadajcych jednej OBRAZ (o2v) | (D20)
falce. Algorytm projektowania takich filtréw egciowo
prZedStaWior-]O w [1] HI(?II;;IB?W HIGE;-]':I;GH HI?DH;IB(])W HIG[.;:I:I]GH
Rekonstrukcja sygnatu (odwrotna transformata falpw

polega na dodawaniu detali i aproksymacji poddanych
wezeSniej procesowi upsamplingu (dodawanie zerowej Rys, 6. Pierwszy i drugi poziom dekompozycji digrsgtu 2D
probki co drug problke sygnatu), a nagpnie

przepuszczonych przez filtry odwrotne do Hi G [2,3

. 3. PRZYKLADOWE ZASTOSOWANIA
2.3. Pakiety falkowe (WP)

Pakiety  falkowe s przykladem analizy 31 Kompresja oraz odszumianie sygnatow
wielorozdzielczej wykorzystugej DWT. W tradycyjnym  jednowymiarowych
DWT, drzewo dekompozycji wygtia jak na rysunku 2. Rysunek 7d przedstawia komprepfzy wyciu DWT dla
Okazuje si, ze w kolejnych etapach dekompozycjisygnatu przebiegu pdu stojana podczas powolnego rozruchu.
rozbijac mazna nie tylko aproksymacje sygnatuRysunki 7 b i ¢ przedstawigividmo czstotliwosciowe padu
(wyrazenia ze wspéiczynnikame) ale réwnie detale przed | po dokonaniu kompresji. Do kompresji zasteano
(wyrazenia ze wspoiczynnikami). Tak widnie dziala analiz, DWT z eliminacja progowtwardy. Prog nastawiono na
analiza w oparciu o pakiety falkowe. W praktyegydsic  10% wartsci najwickszego wsp6iczynnika, w efekcie
do otrzymania najbardziej optymalnego drzewgozwolito to na wyzerowania ~80% wspétczynnikow
dekompozycji, eliminujc wiele wspétczynniké®, co falkowych reprezentyfych sygnat.
pozwala na dio wigksza kompresi sygnalu — mniej

wspotczynnikbw oznacza mniej wymaganej pahido T I —
przechowania danych. Rysunek 4 przedstawia wybor =i '
jednej z wielu drég dekompozyciji sygnatu [3]. :5:_] ol L RL I""'"'.'“I"'“'“'W"I"'" I
S R
0 Sygna idiiil MARRALL S ARRE - Liddd
» " im/ \.MM":\"‘T”"‘?‘“'”‘"*."MY‘“—. i:« W‘"‘Wv r“r*Lf‘-*,‘.'-u.
1 c d Bt Fompece Hel Fomama il
MM “l..l"'I'u"”'II'“'WHHII'“'MFJ
2 de dd SO O
3+ [ doc | | dad N, o )
' I ! Rys. 7. Kompresja przyzyiciu DWT sygnatu niestacjonarnego; prog
Rys. 4. Przyktadowa dekompozycja przyeiu pakietéw 10%, eliminacja progowa twarda: a) - przebieg aapizasilajcego
falkowych silnik indukcyjny podczas powolnego rozruchu (zasig z falownika

przy sterowaniu U/f), b) — analiza FFT napa, c) — analiza FFT
napkcia zrekonstruowanego (po kompres;ji), d) — przebiggkcia po

2.4. Dwuwymiarowa dyskretna transformata falkowa .
kompresji

(DWT 2D)
DWT maze by réwniez zastosowane do anallzy3.2. Kompresja obrazéw

sygnatow _dwuvyymlarowych (obrazow). ..RyS“f‘e" Rysunek 8 przedstawia monochromatyczny obraz

Zl}/zyskany z kamery termowizyjnej oraz jego kompresj

dwu-wymiarowej. Macierz taka me reprezentowanp. Lo U .
monochromatyczny obraz. Analiza najpierw dokonywanlfflZyCIem DWT. Zastosowano eliminacprogowa mickka oraz

jest na wierszach a nasnie na kolumnach. W efekcie prég o wartéci 10% najweékszego wspétczynnika falkowego
' reprezentyjcego sygnat. Na skutek dziatania eliminaciji
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progowej a ~90% wspotczynnikéw  falkowych
reprezentujcych sygnat zagpiono zerami. ‘o e

Prég LH
LOWHIGH ‘E‘" et i

Wiybdr falki Ptig [%] Winp. bempresi [%] ENminacja progowa?
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Rys. 8. Obraz monochromatyczny z kamery termowiy(po
lewej) i jego kompresja przyzyciu DWT (po prawej); prog
10%; eliminacja progowa rlika
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. EE—

a 50 100 o 5‘D‘ "

3.3. Selektywne odszumianie obrazow L i o )
Rys. 10. Eliminacja progowa wspotczynnikéw falkowyaiezaléna

na kadym stopniu dekompozycji

\wiybi ki Stopien dekompozuci

b I
PisalLL Pig LH
S ——— 4
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Analiza falkowa, szczegdélnie DWT znajduje zastosuwa
w analizie czasowo-gstotliwoiciowe] sygnatow, w
1, - oddzielaniu sygnatu od szumu oraz kompresji. Piasdeny

il = algorytm kompresji z iyciem DWT pokazuje jak wiele
JEHLDDW 20 dD ED BD 1DD 120 MD |Eﬂ 190 H_‘EH H‘OGH 20 AD Eﬂ Bﬂ mn 120 MD WED WBD Sp(ﬁréd WSp(’)}CZynnikéW falkowych reprezerﬁuj/ch Sygna}
i i i e mozna wyzerowa nie powoduic znacacego ubytku
Jezeli chodzi o oczyszczanie sygnatu z szumu to paprze
umiejtna regulacg progu mana uzyska znacaca poprave

informacji. Wad jest wymdg przechowywania wraz ze
skompresowanym sygnateméciezki dekompozycji oraz

e e jakosci sygnatu nawet wtedy, gdy szum tla przerasta oéért

sygnatu.

spruduy

apryury

informacji o zastosowanej falce.

Rys. 9. Rozbijanie obrazu na detale

Rysunki 9 i 10 przedstawisj selektywne 5. BIBLIOGRAFIA
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WAVELET ANALYSIS IN SIGNAL COMPRESSION AND DENOISE

Key-words: wavelet analysis, wavelet compression
The first part of the paper contains theoretiofbrimations about wavelet analysis. CWT, DWT andvéliet Packets

(WP) were desribed. The second part of the pap®aitts practical applications of wavelet transfofithere were presented
examples of 1D and 2D signal denoising and comjmess
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