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W referacie przedstawiono liniowy model matematyczny silnika komutatorowego z więzami 
holonomicznymi. Taki model wymaga zastosowania większej liczby stopni swobody, ale 
umoŜliwia uwzględnienie asymetrii i zjawisk zachodzących w zestyku ślizgowym. W modelu 
tym wymagane są macierze indukcyjności, które uwzględniają sprzęŜenia magnetyczne po-
między elementarnymi cewkami. Do wyznaczenia tych macierzy zastosowano program Ope-
ra3D. Aby skrócić czas tworzenia modelu 3D w module Preprocessor autorzy opracowali na-
rzędzie komputerowe w środowisku programistycznym Visual C++. UmoŜliwia ono automa-
tyzację procesu tworzenia modelu 3D silnika za pomocą zbioru parametrów konstrukcyjnych. 
Obliczenia polowe wykonano przy wymuszeniach prądowych w wybranych cewkach obwodu 
stojana i wirnika. ZałoŜono stałą przenikalność magnetyczną Ŝelaza, co wynikało z liniowych 
funkcji stanu cewek magnetycznych. Na podstawie rozkładu pola magnetycznego wyznaczo-
no indukcyjności własne i wzajemne pomiędzy poszczególnymi cewkami jako wynik po-
chodnej strumienia sprzęŜonego względem prądu. Dyskretne wartości indukcyjności rozłoŜo-
no w szereg Fouriera, uzyskując ich analityczną postać w funkcji kąta obrotu wirnika.  

 
 
1. WSTĘP 
 

Referat nawiązuje do współpracy naukowej pomiędzy Politechniką Gdańską i koncer-
nem BOSCH, który jest wiodącym producentem maszyn komutatorowych prądu przemien-
nego. Maszyny te mają zestyk ślizgowy, który zuŜywa się intensywnie w porównaniu do 
innych elementów. Komutator powoduje wymuszone przełączanie prądów w poszczegól-
nych cewkach obwodu wirnika. To sprawia, Ŝe prądy w cewkach są funkcjami kąta połoŜe-
nia wirnika. Konsekwencją tego są nieholonomiczne równania róŜniczkowe więzów [1], 
których nie moŜna scałkować. Aby wyeliminować więzy nieholonomiczne wprowadza się 
zmodyfikowaną funkcję Lagrange’a [2]. Stosowane przy tym transformacje prowadzą do 
uzyskania równań modelu we współrzędnych uogólnionych. Istnieją jednak potrzeby anali-
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zy bardziej złoŜonych zjawisk, takich jak zwarcia zwojowe i niejednakowy przebieg proce-
su komutacji w cewkach. Do symulacji takich zjawisk lepszym rozwiązaniem jest aprok-
symowanie komutatora zastępczym obwodem rezystancyjnym [3] o zmiennych parame-
trach. To pozwala na zastosowanie więzów holonomicznych, ale liczba współrzędnych 
uogólnionych znacznie wzrasta. Model taki jest bardziej przydatny do diagnostyki obwodu 
elektromagnetycznego z uwzględnieniem zjawisk występujących w zestyku ślizgowym. 

10  
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2. MODEL MATEMATYCZNY SILNIKA KOMUTATOROWEGO  
 

Przy formułowaniu modelu matematycznego silnika przyjęto następujące załoŜenia 
upraszczające: przenikalność magnetyczna Ŝelaza jest stała, szczelina powietrzna jest rów-
nomierna, nie są uwzględniane prądy wirowe, komutator jest zastąpiony układem rezysto-
rów o zmiennych parametrach. Ideowy schemat elektryczny silnika z aproksymacją komu-
tatora zastępczym obwodem złoŜonym ze zbioru rezystorów pokazano na rysunku 1. W 
obwodzie stojana znajdują się indukcyjności M0, M1 i rezystancje R0, R1 uzwojenia wzbu-
dzenia. Uzwojenie wirnika o K=24 cewkach zawiera zbiór indukcyjności M2÷MK+1 oraz 
rezystancji R2÷RK+1. Komutator zastąpiony jest układem rezystorów RK+2÷R3K+1. Rezystan-
cja źródła zasilania R3K+2 została uwzględniona w rezystancjach R0 i R1.  
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Rys.1. Fragment schematu zastępczego silnika szeregowego z aproksymacją komutatora za pomocą 
rezystorów o regulowanych parametrach 

 
Na schemacie zaznaczono prądy gałęziowe (współrzędne nieuogólnione) w poszcze-

gólnych elementach i0÷i3K+2 oraz prądy oczkowe io0÷io2K-1 (współrzędne uogólnione), tak 
dobrane, aby tworzyły stopnie swobody układu. Układ ma N=73 prądy gałęziowe połączo-
ne ze sobą W=26 węzłami. Stąd liczba stopni swobody S=N-W+1 wynosi 48. Przyjęto 
ponadto, Ŝe występuje jeden zastępczy element bezwładnościowy i jeden tłumik w ruchu 
obrotowym. Funkcja Lagrange’a układu wyraŜona we współrzędnych nieuogólnionych jest 
następująca10 
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10 
gdzie: Ma,b - indukcyjność własna (a=b) lub wzajemna (a≠b), J – moment bezwładności, β - kąt  
         obrotu wirnika 
 

Relacje pomiędzy współrzędnymi nieuogólnionymi i, a uogólnionymi io układu okre-
śla równanie więzów w postaci indeksowanej (2) lub macierzowej (3) 
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Współczynniki we wzorze (2) Cn,m są elementami macierzy więzów przedstawionej poni-
Ŝej. Przerywane poziome i pionowe linie oraz charakterystyczne wartości indeksów (dolna i 
prawa część) podano w celu prostszego zapisu i ułatwienia analizy macierzy więzów C. 
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Stosując metodę czynników nieoznaczonych Lagrange’a [2] moŜna uzyskać rów-
nania układu zawierające wprost macierz więzów. Wymaga to zmodyfikowania funkcji 
Lagrange’a do postaci 
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gdzie: λn –współczynniki nieoznaczone Lagrange’a 
 
To prowadzi do układu równań we współrzędnych uogólnionych [2] 
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 gdzie macierz M (β) oraz R są macierzami indukcyjności i rezystancji o postaci 
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3. PARAMETRYCZNY MODEL 3D SILNIKA KOMUTATOROWEGO 

10 p 
Do usprawnienia wykonywania czynności w module Preprocessor opracowano pro-

gram do parametrycznego definiowania układu geometrycznego maszyny. Jest to samo-
dzielna aplikacja programu Visual C++, która rysuje maszynę w oparciu o zadane wymiary 
charakterystyczne, dyskretyzuje obszar i nadaje odpowiednim obszarom informacje o mate-
riale i potencjale magnetycznym. Graficzny interfejs uŜytkownika do parametrycznego 
definiowania geometrii silnika pokazano na rysunku 1. Układ geometryczny zapisywany 
jest w formacie pliku Preprocessora programu Opera 3D. Obliczenia polowe są wykony-
wane w module Solver. 

 

10  
10 

Rys. 2. Fragmenty interfejsu programu GUTSPACCMotor: a) parametry definiujące kształt, b) jedno 
z okien programu do wizualizacji usieciowanego modelu silnika 

 
 
4. WYNIKI SYMULACJI POLOWEJ I WYZNACZANIE INDUKCYJN OŚCI 

10  
Symulacje polowe przeprowadzono przy dwóch róŜnych wymuszeniach prądowych. 

W pierwszym przypadku była to pojedyncza cewka uzwojenia wzbudzenia. W drugim 
przypadku była to pojedyncza cewka uzwojenia wirnika. W obu przypadkach parametrem 
symulacyjnym było połoŜenie kątowe wirnika. Wyniki rozkładu pola magnetycznego na 
powierzchni rdzenia stojana i wirnika pokazano na rysunku 3a, natomiast rozkład składo-
wej radialnej pola w szczelinie powietrznej na rysunku 3b. 

Indukcyjności własne i wzajemne moŜna wyznaczyć poprzez obliczenie pochod-
nych strumieni sprzęŜonych względem prądu wzbudzającego pole [4,5]. W przypadku 
liniowego obwodu magnetycznego są one współczynnikami proporcjonalności między 
strumieniem i prądem. Obliczenie strumienia wymagało odpowiednich dla poszczególnych 
cewek całek powierzchniowych z indukcji i załoŜenia liczby zwojów w cewkach. 
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 b) 

 
 

Rys.3. Rozkład pola magnetycznego przy zasilaniu pojedynczej cewki uzwojenia wzbudzenia: 
a) Rozkład wektora indukcji magnetycznej na powierzchni maszyny b) Rozkład składowej promie-

niowej Br wektora indukcji magnetycznej w szczelinie powietrznej 
 

Otrzymano dyskretne indukcyjności w funkcji kąta obrotu, które aproksymowano za 
pomocą szeregu Fouriera w celu uzyskania funkcji analitycznych. Wyniki indukcyjności 
własnej M0,0 cewki stojana pokazano na rysunku 4. Na tym samym rysunku pokazano takŜe 
wykres indukcyjności wzajemnej M2,0 pomiędzy cewką 2 wirnika i cewką 0 stojana. 

 

 
 

Rys.4. Wykres indukcyjności własnej cewki uzwojenia wzbudzenia M0,0 i indukcyjności wzajemnej 
M2,0 między cewką stojana 0 i cewką wirnika 2 w funkcji kąta obrotu wirnika (120pkt pomiarowych) 

 
Kąt obrotu wirnika β wpływa w największym stopniu na indukcyjność wzajemną Ms,r 

pomiędzy cewkami stojana i wirnika. Funkcja ta jest okresowa i moŜna ją rozłoŜyć na sze-
reg Fouriera. W przypadku symetrycznych cewek stojana i wirnika moŜna ja przedstawić 
ogólnym wzorem 
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gdzie: Msr(s,r,β) - indukcyjność wzajemna pomiędzy cewką s stojana, a cewką r wirnika w funkcji 
         kąta połoŜenia wirnika β; Msrav - składowa stała indukcyjności wzajemnej; Csrn – współczynnik   
         trygonometrycznego szeregu Fouriera dla n-tej harmonicznej; β - kąt połoŜenia wirnika;  

 αss – kąt połoŜenia osi cewki s stojana; αrr – kąt połoŜenia osi cewki r wirnika 
 

 
4. WNIOSKI 

 
Model matematyczny silnika szeregowego z komutatorem aproksymowanym zbiorem 

parametrycznych rezystorów wymaga zdefiniowania szeregu indukcyjności pomiędzy 

  a) 

         
        M 
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poszczególnymi cewkami maszyny. Elementarnymi cewkami są uzwojenie na pieńku bie-
guna i cewka wirnika połączona z sąsiadującymi wycinkami komutatora. W celu automaty-
zacji procesu tworzenia modelu 3D maszyny do obliczeń polowych autorzy opracowali 
program komputerowy w języku VisualC++, który w sposób parametryczny pozwala na 
zdefiniowanie siatki bazowej, materiałów, potencjałów i warunków brzegowych. Wykona-
no szereg symulacji w programie polowym Opera3D przy zasilaniu cewek uzwojenia stoja-
na lub wirnika. Uzyskano rozkłady pól magnetycznych przy róŜnych kątach połoŜenia 
wirnika. Rozkłady przestrzenne indukcji magnetycznej scałkowano na odpowiednich płasz-
czyznach otrzymując wartości strumieni sprzęŜonych, z których uzyskano dyskretne warto-
ści indukcyjności. Uwzględniając okresowość funkcji dokonano ich rozkładu na szereg 
Fouriera. Uzyskano analityczne postacie indukcyjności w funkcji kąta obrotu. Zawierają 
one wyŜsze harmoniczne, które wpływają na widmo prądu i momentu elektromagnetyczne-
go. W pracy wyznaczono macierze indukcyjności modelu silnika typu GWS 7-115. Będą 
one wykorzystane przy współpracy z koncernem BOSCH do symulacji obwodowej silnika 
z uwzględnieniem zjawisk zachodzących w zestyku ślizgowym. 
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DETERMINATION OF INTEGRAL PARAMETERS OF AN AC COMMU TATOR 
MOTOR CIRCUIT MODEL WITH THE USE OF FEM SOFTWARE 

p 
Mathematical linear model of an AC commutator motor with holonomic constraints is 

presented in this paper. Such model needs using a greater number degrees of freedom but it 
enables to take into consideration electromagnetic asymmetries and physical phenomenon 
in sliding contact. In the assumed model there is requested inductance’s matrix to allow for 
flux linking particular coils. The Opera3D FEM software was used to determine such ma-
trix. Authors worked out special software as Visual C++ application for shorter generation 
of model 3D motor. This software enables automatic generation of model 3D by means of 
set of main parameters. Simulation with current flow in chosen coils were made. Constant 
permeability of iron core as consequence of linear magnetic state function was assumed. On 
the basis of magnetic flux distribution self and mutual inductance’s were calculated as 
result of flux linkage derivative with respect to current. Discretised values of inductance’s 
were expanded into Fourier series which gave their analytical functions in rotor angle posi-
tion domain. 


