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Wstęp 

Zadaniem analizy wrażliwości konstrukcji jest opisanie zależności pomiędzy 

odpowiedzią determinowaną przez rozwiązanie zagadnienia ekstremów funkcjona-

łów a projektowanymi dostępnymi zmiennymi stosowanymi w fazie wejściowej 

procesu rozwiązania. Jako miernik odpowiedzi konstrukcji możemy traktować 

przemieszczenia, naprężenia, siły krytyczne lub np. częstość drgań własnych kon-

strukcji. Jako zmienne projektowe mamy takie parametry, jak pole przekroju belek 

i kratownic, grubość płyt i powłok itp. 

Zaznaczyć należy, że nawet w przypadku układów liniowo sprężystych, układ 

równań może być opisany nieliniowymi funkcjami zależnymi od stałych i zmien-

nych projektowych. Gradient funkcjonału odpowiedzi konstrukcji z uwzględnie-

niem charakterystyki zmiennych projektowych opisuje odchylenie zmian projek-

towych. Istnieją dwie metody pozwalające na obliczenie wrażliwości miernika 

odpowiedzi na zmienne projektowe konstrukcji [1-3]. Są nimi metoda różniczko-

wania bezpośredniego oraz metoda zmiennej sprzężonej. 

1. Metoda różniczkowania bezpośredniego 

Jeśli rozpatrywać będziemy układ statyczny liniowo sprężysty konstrukcji  

o N stopniach swobody, zdefiniowany przez funkcjonał 

  𝒢(ℎ𝑑) = 𝐺[(𝑞𝛼(ℎ𝑑), ℎ𝑑)]  𝛼 = 1,2, … 𝑁;  𝑑 = 1,2, … , 𝐷  (1) 

gdzie 𝐺 jest daną funkcją od powyższych argumentów, ℎ𝑑 jest D-wymiarowym 

wektorem zmiennej projektowej i 𝑞𝛼 jest wektorowym przemieszczeniem  

węzła - rodzaj parametru. 
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Wektor przemieszczenia spełnia równanie równowagi 

 𝐾𝛼𝛽(ℎ𝑑)𝑞𝛽(ℎ𝑑) = 𝑄𝛼(ℎ𝑑) (2) 

gdzie sztywność 𝐾𝛼𝛽 i wektor obciążeń 𝑄𝛼 są funkcjami zmiennej projektowej, 

wektor przemieszczenia 𝑞𝛽 założono jako funkcję uwikłaną od tej zmiennej. Zada-

niem SDS (Structural Design Sensitivity) jest określenie zmian w odpowiedzi kon-

strukcji na zmianę w parametrach projektowych, innymi słowy szukamy gradientu 

wrażliwości 𝜕𝒢 𝜕ℎ𝑑⁄ . 

Używając zapisu liniowego 

 𝒢 .𝑑 = 𝐺 .𝑑 + 𝐺.𝛼 ∙ 𝑞𝛼
.𝑑 (3) 

gdzie (. )𝑑  i  (. )𝛼  oznacza pierwszą pochodną cząstkową po d-tej zmiennej pro-

jektowej i odpowiednio 𝛼 przemieszczeniu.  

Zakładając, że 𝐾𝛼𝛽(ℎ𝑑) i 𝑄𝛼(ℎ𝑑) są gładko różniczkowalne po zmiennych pro-

jektowych ℎ𝑑, zgodnie z teorią funkcji uwikłanej wektor 𝑞𝛼(ℎ𝑑) jest również 

gładko różniczkowalny. Różniczka równania (2) po ℎ𝑑 prowadzi do 

 𝐾𝛼𝛽 ∙ 𝑞𝛼
.𝑑 = 𝑄𝛼

.𝑑 − 𝐾𝛼𝛽
.𝑑 𝑞𝛽 (4) 

Macierz sztywności 𝐾𝛼𝛽 założono jako nieosobliwą. Równanie (4) może być roz-

wiązane dla 𝑞𝛼
𝑑, co po podstawieniu do równania (3) da nam zależność 

 𝒢 .𝑑 = 𝐺 .𝑑 + 𝐺.𝛼 ∙ 𝐾𝛼𝛽
−1(𝑄𝛼

.𝑑 − 𝐾𝛼𝛾
.𝑑 ∙ 𝑞𝛾) (5) 

 Powyższą metodę nazywa się metodą bezpośredniego różniczkowania. Metoda ta 

jest często stosowana w optymalizacji konstrukcji. 

2. Metoda zmiennej sprzężonej 

Alternatywną metodą obliczania wrażliwości jest metoda, która może być 

przedstawiona przez określenie wektora zmiennej sprzężonej 𝜆𝛼, 𝛼 = 1,2, … , 𝑁, co 

daje 

 𝜆𝛼 = 𝐺.𝛽 ∙ 𝐾𝛼𝛽
−1  (6) 

które prowadzi do równania sprzężonego dla wektora 𝜆𝛼 w postaci 

 𝐾𝛼𝛽 ∙ 𝜆𝛽 = 𝐺.𝛼  (7) 

Mając rozwiązanie równania (7) dla zmiennej sprzężonej 𝜆𝛽, współczynnik 

gradientu wrażliwości może być zapisany jako 
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 𝒢 .𝑑 = 𝐺 .𝑑 + 𝜆𝛼 ∙ (𝑄𝛼
.𝑑 − 𝐾𝛼𝛽

.𝑑 ∙ 𝑞𝛽) (8) 

3. Przykład 

Celem przykładu jest zbadanie wrażliwości przemieszczenia powłoki cylin-

drycznej (rys. 1) ze względu na zmianę grubości powłoki (zmienna projektowa). 

Powłoka jest obustronnie utwierdzona na końcach, obciążona parciem równomier-

nie skierowanym do środka. 

 

 

Rys. 1. Powłoka cylindryczna utwierdzona na obu końcach 

Przemieszczenie w powłoce cylindrycznej składa się z dwóch wpływów - bło-

nowego i zgięciowego: 

 𝑤(𝑡, 𝑥) = 𝑤𝑏(𝑡) + 𝑤𝑧(𝑡, 𝑥) (9) 

𝑤(𝑡, 𝑥)- przemieszczenie powłoki 

𝑤𝑏(𝑡)    - przemieszczenie od wpływu błonowej pracy powłoki 

𝑤𝑧(𝑡, 𝑥)  - przemieszczenie od wpływu zgięciowej pracy powłoki (od utwierdze-

nia) 

Przyjęto dane: 

 𝑝𝑟 =
1N

m2;  𝑎 = 𝑅 = 2 m;    𝜈 = 0,3;   𝐿 = 10 m;  𝐸 = 2,1 ∙ 105 MPa, 

dwie grubości t = 1 cm oraz 10 cm. 

 

Oznaczenia: 𝑝𝑟 - wartość obciążenia, t  - grubość powłoki, 𝑎 - promień powłoki,  

𝐿 - długość powłoki, 𝜈 - współczynnik Poissona, 𝐸 - moduł sprężystości  

podłużnej (moduł Younga), sztywność powłoki 𝐷(𝑡) = 𝐸 ∙ 𝑡
1 − 𝜈2⁄ .  

Rozwiązanie na przemieszczenie zaczerpnięto z pracy [4]. Przemieszczenie 

wywołane stanem błonowym powłoki walcowej o przekroju kołowym obciążonej 

parciem jednorodnym promieniowym można zapisać w postaci 
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  𝑤𝑏(𝑡) =
𝑝𝑟𝑎2

𝐷(𝑡)(1 − 𝜈2)⁄   (10) 

Przemieszczenie wywołane stanem zgięciowym powłoki walcowej o przekroju 

kołowym obciążonej parciem jednorodnym promieniowym wynosi 

 𝑤𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑒−𝜅𝑥 𝑎⁄ ∙ (𝐴1 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (
𝜅∙𝑥

𝑎
) + 𝐴2 ∙ sin (

𝜅∙𝑥

𝑎
))

 

                + e-κ(L-x)/a ∙ (B1 ∙ cos (
κ∙(L-x)

a
) + B2 ∙ sin (

κ∙(L-x)

a
))  (11) 

gdzie: 

 𝜅(𝑡) = √3 ∙ (1 − 𝜈2)4
∙ √

𝑎

𝑡
 (12) 

Stałe 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1𝑖 𝐵2można obliczyć, wykorzystując warunki brzegowe: 

dla     𝑥 = 0 ⇒ 𝑤(𝑡, 0) = 0 𝑖 𝜑𝑧(𝑡, 0) = 0 

dla     𝑥 = 𝐿 ⇒ 𝑤(𝑡, 𝐿) = 0 𝑖 𝜑𝑧(𝑡, 𝐿) = 0    (13) 

gdzie 𝜑𝑧(𝑡, 𝑥) jest pochodną przemieszczenia po x (obrót powłoki). 

Wykorzystując powyższe warunki brzegowe, obliczono stałe, które wynoszą: 

 
        𝐴1(𝑡) = −𝑤𝑏(𝑡)  ;     𝐴2(𝑡) = 𝐴1(𝑡)  

 𝐵1(𝑡) = −𝑤𝑏(𝑡) ;     𝐵2(𝑡) = 𝐵1(𝑡)  (14) 

3.1. Metoda analityczna - bezpośredniego różniczkowania 

Wykorzystując rozwiązanie analityczne (10) i (11), przeprowadzono obliczenia 

wrażliwości - metodą bezpośredniego różniczkowania w pakiecie MathCAD [5]. 

Wrażliwość przemieszczenia ma postać 

𝜕𝑤(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

⁄ =
𝜕𝑤𝑏(𝑡)

𝜕𝑡
⁄ +

𝜕𝑤𝑧(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

⁄ =
𝜕𝑤𝑏(𝑡)

𝜕𝑡
⁄ + 𝐴(𝑡, 𝑥) + 𝐵(𝑡, 𝑥) (15) 

gdzie: 

 
𝜕𝑤𝑏(𝑡)

𝜕𝑡
⁄ =

−𝑝𝑟 ∙ 𝑎2

𝐸 ∙ 𝑡2⁄  (16) 

𝐴(𝑡, 𝑥) = 𝑒−𝜅(𝑡)∙
𝑥

𝑎 ∙ (2 ∙ 𝑤𝑏(𝑡) ∙
𝑥

𝑎
∙ 𝜒(𝑡) ∙ sin (𝜅(𝑡) ∙

𝑥

𝑎
))  

− 
𝜕𝑤𝑏(𝑡)

𝜕𝑡
⁄ ∙ 𝑒−𝜅(𝑡)∙

𝑥

𝑎 ∙ (cos (𝜅(𝑡) ∙
𝑥

𝑎
) + sin (𝜅(𝑡) ∙

𝑥

𝑎
)) (17) 

𝐵(𝑡, 𝑥) = 𝑒−𝜅(𝑡)∙
(𝐿−𝑥)

𝑎 ∙ (2 ∙ 𝑤𝑏(𝑡) ∙
(𝐿 − 𝑥)

𝑎
∙ 𝜒(𝑡) ∙ sin (𝜅(𝑡) ∙

(𝐿 − 𝑥)

𝑎
)) 
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      −
𝜕𝑤𝑏(𝑡)

𝜕𝑡
⁄ ∙ 𝑒−𝜅(𝑡)∙

(𝐿−𝑥)

𝑎 ∙ (cos (𝜅(𝑡) ∙
(𝐿−𝑥)

𝑎
) + sin (𝜅(𝑡) ∙

(𝐿−𝑥)

𝑎
)) (18) 

 𝜒(𝑡) =
− √3∙(1−𝜈2)

4

2
∙ √

𝑎

𝑡3 (19) 

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono wykresy wrażliwości przemieszczeń dla 

dwóch różnych grubości powłoki t = 1 i 10 cm oraz stałej długości L = 10 m. 

 

 

Rys. 2. Wrażliwość przemieszczenia powłoki o długości L = 10 m i t = 1 cm 

 

Rys. 3. Wrażliwość przemieszczenia powłoki o długości L = 10 m i t = 10 cm 

Dla powłoki o grubości t = 1cm największa wrażliwość na przemieszczenie jest 

umiejscowiona 0,2 m od obu brzegów i wynosi −2,23 ∙ 10−7, natomiast dla po-

włoki o t = 10 cm znajduje się ona w odległości 0,7 m i wynosi −2,25 ∙ 10−9 . Oba 
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wykresy są symetryczne, inna jest wrażliwość (dla powłoki grubszej różnica 

dwóch rzędów mniej) oraz inne miejsce występowania ekstremum (dla powłoki 

grubszej przesunięte bliżej środka powłoki). 

3.2. Metoda elementów skończonych - zmiennej sprzężonej 

W celu sprawdzenia rozwiązania analitycznego rozwiązano zadanie drugi raz 

z pomocą programu PolSAP [6] lub metodą elementów skończonych [7, 8]. Pro-

gram umożliwia analizę wrażliwości statyczną, dynamiczną oraz analizy stocha-

styczne. 

 

 

Rys. 4. Model połowy powłoki cylindrycznej 

Ze względu na symetrię zbudowano model połowy powłoki (rys. 4). Do zbu-

dowania modelu założono siatkę 16x10 = 160 elementów oraz 187 węzłów (rys. 5). 

Analizowano tylko pierwszy przypadek dla grubości powłoki t = 1cm. 

Wyniki zestawiono w tabelach 1-5. Jak należy odczytywać wyniki? Pomiędzy 

pogrubionymi elementami tabeli znajduje się analizowany węzeł powłoki. Wartość 

dodatnia wskazuje, że zwiększając grubość powłoki zwiększa się przemieszczenie, 

natomiast wartość ujemna odwrotnie. Intuicyjnie domyślamy się, że zwiększając 

grubość elementów w bliskim sąsiedztwie węzła, uzyskujemy zmniejszenie prze-

mieszczenia - co się potwierdza.  

W tabelach 1-3 zaprezentowano wyniki wrażliwości przemieszczenia wzdłuż 

osi symetrii obwodowej dla węzłów 26, 60 i 94. Nasuwają się uwagi: 

– dla węzła 26, to jest węzła znajdującego się blisko brzegu, uzyskano najwięk-

szą wrażliwość (co potwierdza wynik z metody wcześniejszej), 

– dla węzła 94, to jest węzła na podwójnej osi symetrii, wynik jest symetryczny 

wokół obu osi symetrii, 

– dla pozostałych węzłów występuje symetria rozwiązania. 
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Rys. 5. Siatka elementów skończonych połowy powłoki 

 

TABELA 1 

Wrażliwość przemieszenia węzła 26 powłoki cylindrycznej pomnożona razy 𝟏𝟎𝟖 

 
 

TABELA 2 

Wrażliwość przemieszenia węzła 60 powłoki cylindrycznej pomnożona razy 𝟏𝟎𝟖  
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TABELA 3 

Wrażliwość przemieszenia węzła 94 powłoki cylindrycznej pomnożona razy  

 
 
W tabelach 4 i 5 zaprezentowano wyniki wzdłuż osi symetrii po długości  

powłoki w węzłach 88 i 94. 

 
TABELA 4 

Wrażliwość przemieszenia węzła 88 powłoki cylindrycznej pomnożona razy 𝟏𝟎𝟖 

 
 

TABELA 5 

Wrażliwość przemieszenia węzła 90 powłoki cylindrycznej pomnożona razy  
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Wnioski 

Uzyskane wyniki odznaczają się dużą zgodnością obu metod. Rzadko w prakty-

ce inżynierskiej możemy znaleźć rozwiązanie dokładne, rozwiązania takie można 

uzyskać tylko dla szczególnych przypadków (jak w analizowanym). Na powyż-

szym przykładzie udowodniliśmy poprawność metody przybliżonej, tj. metody 

elementów skończonych. Następnie można analizować bardziej skomplikowane 

zadania (inny kształt powłoki oraz różne obciążenie). 

W obecnym zadaniu musieliśmy założyć stałą grubość wszystkich elementów - 

ograniczenie metody analitycznej. W rozwiązaniu analitycznym dostaliśmy tylko 

położenie liniowe miejsca najbardziej wrażliwego. W drugiej metodzie można było 

zmieniać grubość poszczególnych elementów (lecz założono stałą dla wszystkich 

elementów). W rozwiązaniu dostaliśmy o wiele więcej - nie tylko miejsce najbar-

dziej wrażliwe, ale również odpowiedź, jak zmiana grubości poszczególnych ele-

mentów wpływa na przemieszczenie wybranego węzła (jedne powodują wzrost, 

inne zmniejszenie). 

Na przyszłość można próbować badać, jak na przemieszczenie powłoki wpływa 

losowa grubość poszczególnych elementów powłoki lub jeszcze trudniej, jak loso-

wa grubość elementów wpływa na wrażliwość przemieszczenia powłoki. 
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Streszczenie  

W pracy przedstawiono algorytmy analizy wrażliwości układów powłokowych. Oprócz modelo-

wania różniczkowania bezpośredniego, sformułowano sprzężone zagadnienie końcowe bazujące na 

pierwotnym zagadnieniu początkowym, przydatne w analizie wrażliwości. Opracowano  

algorytm numeryczny, łatwo implementowany w istniejących pakietach elementów skończonych. 

Zaprezentowano i przedyskutowano liczbowe wyniki analizy wrażliwości dla powłoki cylindrycznej. 
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Abstract 

A numerical formulation for sensitivity analysis of shell structure is presented in the paper. In ad-

dition to modeling the direct differentation coupled to the find question was formulated based on 

primary issue of use in the initial sensitivity analysis. An algorithm for numerical easily implemented 

in existing finite element packages. There were presented and discussed numerical results of sensitivi-

ty analysis for shell cylindrical.   

 


