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Wstep

Zadaniem analizy wrazliwo$ci konstrukcji jest opisanie zalezno$ci pomigdzy
odpowiedzig determinowang przez rozwigzanie zagadnienia ekstremow funkcjona-
16w a projektowanymi dostepnymi zmiennymi stosowanymi w fazie wejSciowe]j
procesu rozwiazania. Jako miernik odpowiedzi konstrukcji mozemy traktowac
przemieszczenia, napre¢zenia, sity krytyczne lub np. czestos¢ drgan wiasnych kon-
strukcji. Jako zmienne projektowe mamy takie parametry, jak pole przekroju belek
i kratownic, grubos¢ plyt i powlok itp.

Zaznaczy¢ nalezy, ze nawet w przypadku ukladow liniowo sprezystych, uktad
rownan moze by¢ opisany nieliniowymi funkcjami zaleznymi od statych i zmien-
nych projektowych. Gradient funkcjonalu odpowiedzi konstrukcji z uwzglednie-
niem charakterystyki zmiennych projektowych opisuje odchylenie zmian projek-
towych. Istnieja dwie metody pozwalajace na obliczenie wrazliwosci miernika
odpowiedzi na zmienne projektowe konstrukcji [1-3]. Sa nimi metoda rézniczko-
wania bezposredniego oraz metoda zmiennej sprzezone;j.

1. Metoda rézniczkowania bezposredniego

Jesli rozpatrywaé bedziemy uktad statyczny liniowo sprezysty konstrukeji
o N stopniach swobody, zdefiniowany przez funkcjonat

G(h*) =6[(qe(h*),hY)] @ =1,2,..N; d =1,2,...,D 1)
gdzie G jest dana funkcja od powyzszych argumentow, h? jest D-wymiarowym

wektorem zmiennej projektowej i q, jest wektorowym przemieszczeniem
wezlta - rodzaj parametru.
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Wektor przemieszczenia spelnia rOwnanie rownowagi

Kap(h®)ag(h?) = Qo (h?) @

gdzie sztywnos¢ K,p i wektor obcigzen Q4 sa funkcjami zmiennej projektowe;,
wektor przemieszczenia qg zatozono jako funkcj¢ uwiktang od tej zmiennej. Zada-
niem SDS (Structural Design Sensitivity) jest okreslenie zmian w odpowiedzi kon-
strukcji na zmiang w parametrach projektowych, innymi stowy szukamy gradientu
wrazliwosci 0G/9h<.

Uzywajac zapisu liniowego

GP=6"+Gqqd 3)

gdzie ()¢ i (), oznacza pierwsza pochodna czastkowa po d-tej zmiennej pro-
jektowej i odpowiednio a przemieszczeniu.

Zakladajac, ze Kop(h?) i Qq(h?) sa gtadko rézniczkowalne po zmiennych pro-
jektowych h¢, zgodnie z teoria funkcji uwiklanej wektor g, (hd) jest rowniez
gtadko rozniczkowalny. Rozniczka rownania (2) po h® prowadzi do

Kep " ad = Qi — Kipag @)

Macierz sztywnosci K,p zalozono jako nieosobliwg. Rownanie (4) moze by¢ roz-
wigzane dla g2, co po podstawieniu do réwnania (3) da nam zalezno$é

G4 =06+ Ga Ko (Qd — Ky 4y) (5)

Powyzsza metod¢ nazywa si¢ metodg bezposredniego rozniczkowania. Metoda ta
jest czesto stosowana w optymalizacji konstrukcji.

2. Metoda zmiennej sprzezonej

Alternatywng metodg obliczania wrazliwos$ci jest metoda, ktéora moze by¢
przedstawiona przez okreslenie wektora zmiennej sprze¢zonej 4,, @« = 1,2, ..., N, CO
daje

Ao =Gp-Kop (6)
ktore prowadzi do rdwnania sprz¢zonego dla wektora A, W postaci
Kaﬁ ) /1[? = G.a (7)

Majgc rozwigzanie rownania (7) dla zmiennej sprzezonej Ag, wspolczynnik
gradientu wrazliwo$ci moze by¢ zapisany jako
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G4 =6+ (Qd — K - ap) t)

3. Przyktad

Celem przykladu jest zbadanie wrazliwo$ci przemieszczenia powtoki cylin-
drycznej (rys. 1) ze wzgledu na zmiang grubosci powloki (zmienna projektowa).
Powtoka jest obustronnie utwierdzona na koncach, obcigzona parciem réwnomier-
nie skierowanym do $rodka.

7

o L
WL

A

o

Rys. 1. Powloka cylindryczna utwierdzona na obu koncach
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Przemieszczenie w powloce cylindrycznej sktada si¢ z dwoch wpltywow - bto-
nowego i zgigciowego:

w(t, x) = wy(t) + w,(t,x) 9)

w(t, x)- przemieszczenie powtoki

wy(t) - przemieszczenie od wptywu blonowej pracy powtoki

w,(t,x) - przemieszczenie od wpltywu zgieciowej pracy powtoki (od utwierdze-
nia)

Przyjeto dane:

pr=g' a=R=2m; v=03; L=10m; E =2,1-10° MPa,

m2’

dwie grubosci t = 1 cm oraz 10 cm.

Oznaczenia: p, - warto$¢ obcigzenia, t - grubos¢ powtoki, a - promien powtoki,
L - dlugos¢ powtoki, v - wspolczynnik Poissona, E - modul sprgzystosci
podtuznej (modut Younga), sztywno$¢ powtoki D(t) = E- t/ 1 —y2

Rozwigzanie na przemieszczenie zaczerpni¢to z pracy [4]. Przemieszczenie
wywotane stanem blonowym powloki walcowej o przekroju kotowym obcigzone;j
parciem jednorodnym promieniowym mozna zapisaé¢ w postaci
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@=L v (10)

Przemieszczenie wywolane stanem zgieciowym powtoki walcowej o przekroju
kotowym obcigzonej parciem jednorodnym promieniowym Wynosi

w,(t,x) = e /@ <A1 " €os (%) +4;sin (%))

o (L- . -(L-
4 ekL¥/a, (31 . COS (K (a X)) + B, - sin (@)) (11)
gdzie:

k(t) =3/3-(1—v?2) \/% (12)

State A, A,, B1i B,mozna obliczy¢, wykorzystujagc warunki brzegowe:
da x=0=>w(0) =0i¢,(t0)=0
da x=L=>w(tL)=0i¢,(tL)=0
gdzie ¢, (t, x) jest pochodng przemieszczenia po X (obrot powloki).
Wykorzystujac powyzsze warunki brzegowe, obliczono stale, ktoére wynosza:

Ai() = —wp (D) ; A1) = A1 ()
Bi(t) = —wu(t);  By(t) = B1(t) (14)

3.1. Metoda analityczna - bezposredniego rézniczkowania

Wykorzystujac rozwigzanie analityczne (10) i (11), przeprowadzono obliczenia
wrazliwosci - metodg bezposredniego rozniczkowania w pakiecie MathCAD [5].
Wrazliwos$¢ przemieszczenia ma postaé

ow(t, x)/at _ ow, (t)/at n ow,(t, x)/at _ aWb(t)/E)t + A(t,x) + B(t,x) (15)

gdzie:
dwy (t —py - a®
Wi ( )/at ="Prid /E 12 (16)

At x) = e (2 w () -E-x@ - sin (K(t) E))

_dwp®) e, (cos (k@) -Z) +sin (k(2) -g)) (17)

B(t,x) = e_K(t).(L;x) ' (2 wp (£) - ¢ ; ) - x(t) - sin (K(t) 3 ;x)>)
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_Odwy (t)/at ) e—x(t)-“‘%ﬁ") . (COS (K(t) . M) + sin (K(t) . (L+“x)))

x(@) =

a

_4/3.(1_1/2) . \/E
2 t3

(18)

(19)

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono wykresy wrazliwosci przemieszczen dla
dwoch réznych grubosci powtoki t =11 10 cm oraz stalej dtugosci L = 10 m.
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Rys. 2. Wrazliwos¢ przemieszczenia powtoki o dlugosciL=10mit=1cm
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Rys. 3. Wrazliwo$¢ przemieszczenia powloki o dtugosci L=10mit=10cm

Dla powloki o grubosci t = lem najwigksza wrazliwos$¢ na przemieszczenie jest
umiejscowiona 0,2 m od obu brzegéw i wynosi —2,23 - 10~7, natomiast dla po-
wloki o t = 10 cm znajduje sie ona w odleglosci 0,7 m i wynosi —2,25 - 10~ . Oba
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wykresy sa symetryczne, inna jest wrazliwo$¢ (dla powtoki grubszej roznica
dwodch rzedéw mniej) oraz inne miejsce wystepowania ekstremum (dla powloki
grubszej przesunigte blizej srodka powloki).

3.2. Metoda elementoéw skonczonych - zmiennej sprzezonej

W celu sprawdzenia rozwigzania analitycznego rozwiazano zadanie drugi raz
z pomocg programu PolSAP [6] lub metodg elementéw skonczonych [7, 8]. Pro-
gram umozliwia analize¢ wrazliwosci statyczna, dynamiczng oraz analizy stocha-
styczne.

7.
YN

Rys. 4. Model potowy powtoki cylindrycznej

Ze wzgledu na symetri¢ zbudowano model potowy powtoki (rys. 4). Do zbu-
dowania modelu zatozono siatkg 16x10 = 160 elementow oraz 187 weztdw (rys. 5).
Analizowano tylko pierwszy przypadek dla grubosci powtoki t = 1cm.

Whyniki zestawiono w tabelach 1-5. Jak nalezy odczytywa¢ wyniki? Pomiedzy
pogrubionymi elementami tabeli znajduje si¢ analizowany wezet powloki. Wartos¢
dodatnia wskazuje, ze zwigkszajac grubos$¢ powloki zwigksza si¢ przemieszczenie,
natomiast warto$§¢ ujemna odwrotnie. Intuicyjnie domy$lamy sie, ze zwigkszajac
grubos$¢ elementéw w bliskim sasiedztwie wezla, uzyskujemy zmniejszenie prze-
mieszczenia - co si¢ potwierdza.

W tabelach 1-3 zaprezentowano wyniki wrazliwosci przemieszczenia wzdtuz
osi symetrii obwodowej dla wezlow 26, 60 1 94. Nasuwajg si¢ uwagi:

— dla wezta 26, to jest wezla znajdujgcego sie blisko brzegu, uzyskano najwigk-
sza wrazliwos¢ (co potwierdza wynik z metody wczesniejszej),

— dla wezta 94, to jest wezta na podwojnej osi symetrii, wynik jest symetryczny
wokot obu osi symetrii,

— dla pozostatych wezlow wystepuje symetria rozwigzania.
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Rys. 5. Siatka elementow skonczonych potowy powloki

TABELA 1

Wrazliwo$¢ przemieszenia wezla 26 powloki cylindrycznej pomnozona razy 108

j1:8

1121 3 #1581 T 81 81 101 111 121 131 141 151
1183 136 -214 -607 -918 -1167 -1540 1747 -1747 -1540 -1167 -918 -607 -214 136 1183
809 259 491 365 -597 -2525 -4901 -6230 6230 -4901 -2525 -507 365 491 259 809
465 -16 -76 -99 -153 5 609 1314 1314 609 5-163 99 -76 -16 465
64 -256 -240 162 -72 83 276 397 397 276 83 -T2 -162 -240 -256 64
-82 -262 187 91 -37 1 5 109 109 56 1 -37 -91 -187 -262 -82
-108 -199 126 -52 -9 34 90 132 132 80 34 9 -52 -126 -199 -108
-186 123 68 -24 -4 14 40 60 60 40 14 -4 -24 B8 -123 -78
43 63 26 5 2 8 15 18 18 15 8 2 5 26 B3 -43
23 -2 7 -2 -3 9 21 30 -30 -21 9 3 -2 -7 -25 -23
13 9 0 7 & 5 15 20 200 -15 45 &5 7 0 -9 13

0D 00 =~ 3| 2| P —

—_

TABELA 2

Wrazliwo$¢ przemieszenia wezla 60 powloki cylindrycznej pomnozona razy 108

o

T2 3 41 5 61 7 8 8t 101 1M1 121 131 141 151
494 -569 -880 -730 69 727 1263 1456 1456 1263 727 69 -730 -880 -569 404
393 -251 190 -646 -959 -761 163 1067 1067 163 -761 -O49 -546 -190 -251 393
1082 341 161 -111 -1100 -2762 -4210 -4229 -4229 -4210 -2762 -1100 -111 161 341 1092
1107 392 136 -101 -822 -2201 -3764 -4299 -4299 -3764 -2201 -822 -101 136 392 1107
519 -155 -336 -391 404 -120 723 1649 1649 723 -120 -404 -391 -336 -155 519

23 -460 -449 -323 192 14 287 475 475 287 14 -192 -323 -449 469 23
-152 -449 -315 163 -84 -5 1T 222 222 117 -5 -84 -163 -315 -449 -152
-159 -321 172 79 45 9 80 126 126 80 8 45 -T9 172 -321 -158
-135 186 86 -713 -r2 67 -718 -94 B4 78 67 -72 -73 -86 -188 -135

12131 117 54 19 66 87 94 94 87 66 19 -54 -117 4 12

[=RE{=RE-+ RE_ VRN R, RN SRR SR N RE

—



118 H. Kubiak, M. Grzywiriski

TABELA 3
Wrazliwo$¢ przemieszenia wezta 94 powloki cylindrycznej pomnozona razy 10°

el 1 11 21 3 4 51 61 71 81 81 101 111 121 131 41 151
1 81 -403 438 -268 42 205 442 503 503 442 295 @ 42 -258 -438 403 861
2 -210 475 -267 -281 -290 -232 -190 -185 -185 -190 -232 -290 -281 -267 -475 -210
3 15 -551 -432 -333 291 87 236 446 446 236 87 -291 -333 432 -551 15
4 494 -251 -398 -442 -513 -258 682 1735 1735 682 -258 -513 -442 -398 -251 494
51084 312 28 -249 -1016 -2439 -3994 -4503 -4503 -3994 -2439 1016 -249 28 312 1084
G 1084 312 28 -249 -1016 -2439 -3994 -4503 -4503 -3994 -2439 -1016 -249 28 312 1084
7 494 -251 -398 442 -513 -258 682 1735 1735 682 -258 -513 -442 -398 -251 494
8 15 -551 -432 -333 -291 87 236 446 446 236 87 -291 -333 432 -551 15
9 -210 -475 -267 -281 -290 -232 -190 -185 -185 -190 -232 -290 -281 -267 -475 -210
0 81-403 -438 -258 42 295 442 503 503 442 295 42 -258 -438 -403 81

W tabelach 4 i 5 zaprezentowano wyniki wzdtuz osi symetrii po dlugosci
powtoki w weztach 88 i 94.

TABELA 4
Wrazliwo$¢ przemieszenia wezta 88 powloki cylindrycznej pomnozona razy 108

Tt 21 3 #0561 T 8 9 101 111 121 13 141 151
-84 110 320 393 353 260 155 40 -85 -211 M7 373 339 208 B 777
-230 107 72 41 142 @5 38 10 33 47 79 136 173 123 19 243
347 10 113 32 111 177 180 0 -138 -165 -96 -18 9 -2 19 172

-1026 -806 16 802 678 626 215 -161 -277 -184 45 30 43 48 85 146
-2996 -3985 4342 -5495 -2601 1917 1256 668 -217 46 136 123 84 75 106 133
-2996 -3985 -4342 -5495 -2601 -1917 -1266 668 -217 46 136 123 84 75 106 133
-1026 -806 16 802 678 626 215 -161 -277 -184 45 30 43 48 85 146
347 10 113 32 111 177 180 0 -138 -165 -96 -18 9 -2 19 172
-230 107 72 41 142 @5 38 100 33 47 79 136 173 123 19 243
-84 110 320 393 353 260 155 40 -85 -211 M7 373 339 208 B 777

18
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TABELAS

Wrazliwo$¢ przemieszenia wezta 90 powloki cylindrycznej pomnozona razy 10%

el T 1" o213 4 5 6 78t 9 101 111 121 13 141 13
1 -195 58 107 16 93 65 12 31 68 94 103 93 64 24 18 185
2 17 8 98 23 14 4 2 7 15 29 4 61 60 40 7 58
3 108 173 128 51 & 2 -2 46 -39 12 11 16 9 1 0 20
4 30 507 148 221 132 20 49 86 -4 g 19 14 5 0 -1 1
5-4911 4791 -845 -720 437 200 58 26 K8 54 33 14 o135
6 -4911 -4791 -845 -720 437 -209 58 26 58 K4 33 14 3 A 3 5
730 507 148 221 132 20 49 86 -4 g 19 14 5 0 1 1
g 108 173 128 & 4 2 -1 46 -39 12 11 18 9 1 0 20
g a7 8 9L B 14 4 2 7 15 29 47 61 60 40 7 58
10 195 59 107 16 93 55 12 -3 68 04 103 93 64 -24 18 185
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Whnioski

Uzyskane wyniki odznaczaja si¢ duza zgodnoscia obu metod. Rzadko w prakty-
ce inzynierskiej mozemy znalez¢ rozwigzanie doktadne, rozwigzania takie mozna
uzyska¢ tylko dla szczeg6lnych przypadkow (jak w analizowanym). Na powyz-
szym przyktadzie udowodniliémy poprawno$¢ metody przyblizonej, tj. metody
elementéow skonczonych. Nastgpnie mozna analizowaé bardziej skomplikowane
zadania (inny ksztalt powtoki oraz rozne obciazenie).

W obecnym zadaniu musieliSmy zatozy¢ stalg grubos¢ wszystkich elementow -
ograniczenie metody analitycznej. W rozwigzaniu analitycznym dostalismy tylko
potozenie liniowe miejsca najbardziej wrazliwego. W drugiej metodzie mozna byto
zmienia¢ grubo$¢ poszczegolnych elementow (lecz zatozono stala dla wszystkich
elementow). W rozwigzaniu dostalismy o wiele wiecej - nie tylko miejsce najbar-
dziej wrazliwe, ale roéwniez odpowiedz, jak zmiana grubosci poszczegdlnych ele-
mentow wplywa na przemieszczenie wybranego wezta (jedne powoduja wzrost,
inne zmniejszenie).

Na przysztos¢ mozna probowaé badac, jak na przemieszczenie powtoki wplywa
losowa grubos$¢ poszczegdlnych elementow powtoki lub jeszcze trudniej, jak loso-
wa grubos¢ elementow wptywa na wrazliwo$¢ przemieszczenia powtoki.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytmy analizy wrazliwosci uktadéw powtokowych. Oprocz modelo-
wania rézniczkowania bezposredniego, sformutowano sprz¢zone zagadnienie koncowe bazujace na
pierwotnym zagadnieniu poczatkowym, przydatne w analizie wrazliwosci. Opracowano
algorytm numeryczny, tatwo implementowany w istniejacych pakietach elementow skonczonych.
Zaprezentowano i przedyskutowano liczbowe wyniki analizy wrazliwo$ci dla powtoki cylindryczne;.
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Abstract

A numerical formulation for sensitivity analysis of shell structure is presented in the paper. In ad-
dition to modeling the direct differentation coupled to the find question was formulated based on
primary issue of use in the initial sensitivity analysis. An algorithm for numerical easily implemented
in existing finite element packages. There were presented and discussed numerical results of sensitivi-
ty analysis for shell cylindrical.



