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STABILIZACJA WAHADEA ODWROCONEGO Z NAPEDEM INERCYJNYM
PRZY POMOCY REGULATORA LQR

Adam Owczarkowski, Jarostaw Goslinski
Politechnika Poznanska, Wydziat Elektryczny

Streszczenie. Niniejszy artykul opisuje metode stabilizacji obiektu zwanego wahadlem odwréconym z napedem inercyjnym IWP (ang. Interia Wheel
Pendulum). Jest to nieliniowy uktad mechaniczny w postaci wahadla odwréconego skladajgcego si¢ z masztu i kola zamachowego umieszczonego
na szczycie napedzanego silnikiem prgdu statego. Autorzy zaproponowali stabilizacje przy pomocy regulacji LOR, ktora do funkcjonowania wymaga
linearyzacji i dyskretyzacji rownar matematycznych obiektu. Wykonano dziatania symulacyjno-eksperymentalne potwierdzajgce poprawnosé¢ dzialania
proponowanej metody.

Stowa kluczowe: wahadlo odwrocone, regulacja liniowo-kwadratowa LQR, system nieliniowy, sterowanie optymalne, wahadlo z napgdem inercyjnym IWP

STABILIZATION CONTROL FOR THE INTERIA WHEEL PENDULUM BASED
ON LQR CONTROLLER
Abstract. Work is about stabilizing the inverted pendulum object called IWP (Inertia Wheel Pendulum). It is a non-linear mechanical system in the form

of an inverted pendulum containing a flywheel mounted on top accelerated by DC motor. The authors suggested stabilization by LQR control, which
requires the linearization and discretization of the mathematical equations of the object. Simulation and experiment have confirmed proper operation of the

proposed method.

Keywords: LQR (Linear Quadratic Regulator), IWP (Inertia Wheel Pendulum), optimal control, underactuated system, non-linear system, inverted pendulum

Wstep

Na rysunku 1 przedstawiono uproszczony schemat budowy
wahadta odwrdconego z napedem inercyjnym IWP (ang. Interia
Wheel Pendulum). Sklada si¢ z masztu przytwierdzonego
do podtoza przy pomocy przegubu obrotowego i masy wirujgcej
umieszczonej na szczycie, ktdrg napedza silnik pradu statego.
Posiada dwa stopnie swobody (kat o i ¢) i jedno wymuszenie co
sprawia, ze uklad ten jest niedosterowanym (ang. Underactuated
system). Celem uktadu regulacji jest utrzymywanie wahadta
W pozycji pionowej poprzez generowanie odpowiedniego momentu
rozpgdzajacego badz hamujacego koto zamachowe. Problemem jest
fakt, iz stabilizujace wymuszenie wystepuje w skonczonym
horyzoncie czasowym, poniewaz z fizycznego punktu widzenia nie
jest mozliwe rozpedzanie kota bez konca.

Rys. 1. Rysunek poglgdowy przedstawiajgcy wahadlo odwrécone

Autorzy zaproponowali sterowanie przy pomocy regulatora
liniowo-kwadratowego LQR. Ta metoda umozliwia wyznaczanie
sterowania pozwalajacego zminimalizowaé calkowy wskaznik
jakosci. Zaletg jest, ze caly wektor stanu stanowi warto$¢ zadana,
a nie tylko jedna warto$¢ jak to jest w przypadku innych
regulatorow (np. PID).

Na koniec przedstawiono wyniki dziatania w obiekcie
rzeczywistym stworzonym na potrzeby wykonania badan.

1. Model matematyczny

Autorzy wyznaczyli doktadny model matematyczny, gdyz byto
to niezbgdne do wyznaczania sterowania proponowang metoda.
Poniewaz uktad ma dwa stopnie swobody, to do pelnego opisu
matematycznego wymagane sg ponizsze dwa rownania:
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gdzie: k; — stala momentowa silnika, b, — wspdtczynnik tarcia
przegubu, b, — wspolczynnik tarcia kota zamachowego,
g — przyspieszenie ziemskie, o — kat odchylenia masztu od pionu,
¢ — kat obrotu kota zamachowego, I, — moment bezwtadnosci kota
zamachowego, |, — moment bezwladnosci catego wahadla
(wzgledem osi przegubu wahadta), |, — dlugos¢ masztu, i — prad
pltynacy przez silnik, m;— masa catkowita.

Rownanie (1) posiada nieliniowo$¢ przez funkcje sin(a).
Nieliniowosci zwykle stanowig duza komplikacje w probach
implementacji w obiektach rzeczywistych, poniewaz zwykle
mocno zwigkszaja zlozono$¢ obliczeniowg. Szczegdlnie jest to
istotne kiedy obliczenia majg by¢ wykonywane on-line.

Przyje¢to podstawowy model tarcia zaktadajacy proporcjonalny
przyrost wraz ze wzrostem predkosci katowej obracania sig¢
powierzchni tragcych. Ten sposob mocno upraszcza dalsze
obliczenia, chociaz w wielu sytuacjach moze by¢é za mato

precyzyjny.
2. Linearyzacja

Regulacja LQR wymaga linearyzacji i dyskretyzacji rOwnan

stanu. W procesie linearyzacji skorzystano z macierzy

Jacobiego — macierzy kolejnych pochodnych czastkowych.

Uktad liniowych, ciagtych réwnan stanu wyglada nastepujaco:
X=AX+BU ©)
Y = C| X+ D| Q (4)

gdzie: A, B,, C, i D,to macierze liniowych rownan stanu.
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Wektor stanu i wektor sterowania przyjeto nastepujaco:
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Pierwsza pochodna wektora stanu i wektor wyjsciowy

sa odpowiednio rowne:
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gdzie: f, fp, 3, 4, Oy, hy, hg, hy - to konieczne funkcje potrzebne
w trakcie linearyzacji.

Rownania linearyzowano w punkcie chwiejnej réwnowagi,
W miejscu, w ktorym wektor stanu i wektor sterowania przyjmuja
zerowe wartosci. Kolejne macierze zlinearyzowanego uktadu
wygladaja nastepujaco:
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Zatozono, ze w procesie regulacji nie zachodzi potrzeba analizy
zerowe]j pochodnej kata obrotu kota zamachowego (zmiennej ¢),
zatem wyeliminowano jg z wektora stanu. Nowy wektor stanu
wyglada nastepujaco:

X, X, o
X= )(2 =X |= al. (13)
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Jak wida¢ zmienne X, U i y sa od tej pory oznaczane malymi
literami. Rownania stanu, ktére wykorzystywane sa w trakcie
regulacji wygladaja nastgpujaco:
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3. Dyskretyzacja rownan
Roéwnania stanu w postaci dyskretnej wygladaja nastepujaco:

Xisr = Ay Xy +ByUy (16)
Y, =Ca X +Dgu, an

gdzie: k - oznacza numer probki, A, B, C; i D, to macierze
dyskretnego réwnania stanu.

Taka posta¢ rownan upraszcza implementacj¢ ich w systemie
mikroprocesorowym. Zastosowano metod¢ przyblizona [4]
korzystajaca z ponizszych wzordéw:
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C,=C, (20) 5. Wyniki symulacji
D, =D, (21) Badania symulacyjne dokonano w $rodowisku Matlab.

gdzie: T, — to okres probkowania dyskretnych rownan, m — liczba
iteracji algorytmu.

Zgodnie z teorig im wicksza liczba m, tym doktadniejsze
przyblizenie. W praktyce stwierdzono, iz dla m=5, wyniki byty
zadowalajace, czyli zblizone do wynikoéw, kiedy macierze te
wyznaczano metoda doktadng. Metoda dokladna jest bardziej
ztozona od przyblizonej i wymaga wyznaczenia odwrotno$ci
macierzy A i transformaty odwrotnej Laplace'a.

4. Regulator LOQR
Na rysunku 2 przedstawiono schemat blokowy uktadu regulacji

z regulatorem LQR [1, 7, 8].

’—> K Y, obiekt —X%.

Rys. 2. Schemat blokowy uktadu regulacji z regulatorem LOR

Jak wida¢ tego typu regulator jako sprzezenie zwrotne
wykorzystuje caty wektor stanu x. Celem regulatora jest
doprowadzenie wszystkich trzech wartosci stanowigcych stan
uktadu do zera. Innymi stowy dazy si¢ do ustabilizowania masztu
w polozeniu pionowym i zatrzymania kota zamachowego.

Zadaniem dyskretnego regulatora LQR jest zminimalizowanie
wskaznika jakosci:

n
3s =Y [ Qx, +u’R] (22)
i=0
gdzie: n - horyzont sterowania, Q - macierz wag stanu, R - waga
sygnatu sterujacego.
Wynikiem koncowym jest uzyskanie wektora wzmocnien:

K =(R+B]PB, ) 'B] PA, (23)
ktory pozwala wyznaczy¢ wielko$¢ sterujaca:
u=-Kx (24)
Najtrudniejszym zagadnieniem przy regulacji LQR jest

obliczanie optymalnego sterowania przy pomocy dyskretnego
réwnania Riccatiego [6]:

P,=Q+Al (Pj -P,B,(R+BIP,B,) BIP, )Ad (25)

Macierz Pj.;, zgodnie z powyzszym wzorem, jest obliczana
iteracyjnie w tyt. Jako poczatkowa warto$¢ przyjmuje si¢ P;=Q.

Istotnym elementem w trakcie strojenia regulatora LQR sa
wielkosci Q i R. Skorzystano z opracowanego w literaturze
algorytmu dobierania tych wartosci [5, 9]. Jako macierz Q
przyjmuje si¢ iloczyn transponowanej macierzy wyjs¢ i jej wersji
nietransponowanej:

T 1o 0] (26)
Q=Cc"Cc=|0 1 0
001
We wspomnianej literaturze jako R przyjeto statg warto$cé:
R=100. 27)

Dziatanie regulacji LQR przedstawiono ponizej dokonujac
symulacji i sprawdzajac dziatanie realnego obiektu.

Pozwolity one wyznaczy¢ wektor wzmocnien K, ktory jest rowny:

K=[43.04 620 -0.13] (28)

Te wartoSci mozna wyznaczy¢ znajac parametry obiektu
i wielkosci Q i R.

Na rysunku 3 przedstawiono wyniki symulacji WP
z regulatorem LQR. Wektor wzmocnien K przyjal wartosci
jak w réwnaniu 28. Symulacj¢ rozpoczgto dla wychylenia masztu
o 10 stopni od pionu i dotyczyta dwoch sekund dziatania obiektu.
Na wykresie wida¢, ze wszystkie trzy wartoSci wektora stanu daza
do zerowej wartoéci. Rowniez sterowanie (prad plynacy przez
silnik) tagodnie spada do zera. Tutaj rowniez mozna dostrzec
odporno$¢ tego regulatora na pracg w nasyceniu, czyli
dla maksymalnych wartosci sterowania. Przyktadowo w  takiej
sytuacji do poprawnego dzialania regulator PID wymagaltby
kompensacji systemem anti-windup.
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Rys. 3. Przebieg trzech zmiennych stanu oraz sterowania w trakcie 2 sekund

6. Wyniki eksperymentalne

Na potrzeby badan zostat sporzadzony realny obiekt IWP,
ktory przedstawiono na rysunku 4.

Rys. 4. Widok obiektu zrealizowanego fizycznie
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Rys. 5. Przebieg zmian kqta alfa w trakcie dzialania urzqdzenia

Jednostkg wykonawczg byt niskoobrotowy silnik pradu statego.
Koto zamachowe wykonano ze zwyklej stali, a wigkszo$c
pozostatych elementéw z aluminium. Do pomiaru potozenia
katowego kota uzyto enkoder inkrementalny o duzej doktadnosci -
1800 impulsow na obrot. Zastosowano jednostke IMU
(ang. Inertial Measurement Unit) ADIS16355 firmy Analog
Devices do pomiaru odchylenia wahadta od pionu. Zawiera ona
trzyosiowy akcelerometr i trzyosiowy zyroskop. Na koniec
estymowano stan z pomoca rozszerzonego filtru Kalmana. Do
zbierania danych z czujnikow wykorzystano mikroprocesor ARM.
Nastepnie dane te kierowano do komputera klasy PC, w ktorym
dokonywano wszystkich obliczen.

Caly zrealizowany system automatycznej regulacji byt w stanie
stabilizowa¢ wahadlo w nieskonczonym horyzoncie czasowym.
Na rysunku 5 zamieszczono wykres ukazujacy przebieg zmian kata
alfa w trakcie dziatania urzadzenia. Widac, ze w trakcie 60 sekund
kat ten glownie zmieniat si¢ od -2 do 2 stopni. Byto mozliwe
zaklocanie uktadu, a tym samym wychylanie go do £/5 stopni.

7. Whnioski

Poprawno$¢ rozwazan teoretyczno-symulacyjnych  zostata
udowodniona pozytywnym wynikiem eksperymentu. Analitycznie
wyznaczony wektor wzmocnien K, okazal si¢ by¢ docelowym.
Regulator LQR dobrze nadaje si¢ do stabilizacji obiektow z natury
nieliniowych. Jest mozliwe poprawne funkcjonowanie uktadu
wokot punktu linearyzacji, zwanej czesto ILQR (ang. Iterative
Linear Quadratic Regulator) [2, 3].

Wejscie w stan nasycenia nie powoduje komplikacji w procesie
sterowania. Nie sg wymagane dodatkowe kompensacje
uruchamiane w tego typu momentach.

Regulacja LQR pozwala zapanowaé nad catym stanem uktadu,
co ulatwia proces projektowania regulatora.

W przysztosci chcac polepszy¢ parametry regulacji, moznaby
wykonywaé linearyzacje regularnie, np. co kazde wykonywanie
obliczen sterowania w petli sprzezenia zwrotnego procesu
regulacji. W powyzszej pracy takie obliczenia zostaly wykonane
tylko jednokrotnie. Proponowane podejscie jest stuszne
dla obiektow nieliniowych. Wada tego rozwigzania moze by¢
potrzeba wykonywania duzej iloSci obliczen w krotkim czasie
przez system mikroprocesorowy. Mozliwe, ze wymagatoby
to zréwnoleglenia obliczen przy pomocy matrycy programowalne;j
FPGA (ang. Field Programmable Gate Array).
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