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METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH ORAZ METODA ZBIOROW
POZIOMICOWYCH W TOMOGRAFII DYFUZYJNEJ
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Streszczenie. W artykule zaprezentowano polgczenie metody elementow brzegowych i metody zbioréw poziomicowych W poszukiwaniu nieznanego ksztattu
w elektrycznej tomografii impedancyjnej. Pokazane zostalo jak wyznaczyé predkosé na symulowanym brzegu, jak jq rozszerzy¢ i wykorzystaé do przesuniecia
brzegu jak rowniez w jaki sposob reiniciowaé funkcje poziomicowq, ostatecznie przedstawiono przyklad identyfikujgcy trzy obszary niejednorodne
przy wykorzystaniu zbioru poziomicowego zawierajgcego wiele poziomic zerowych.

Stowa kluczowe: metoda elementow brzegowych, MEB, metoda zbioréw poziomicowych, elektryczna tomografia impedancyjna, analiza pola

BOUNDARY ELEMENT METHOD AND SET LEVEL METHOD
IN ELECTRICAL DIFFUSE TOMOGRAPHY

Abstract. In this paper was presented coupling Boundary Element Method and Set Level methods for identification of unknown shape of interface
in electrical impedance tomography (EIT). I¢’s shown how determinate velocity, how extend it, how use it to move interface and finally how to reset level
function. Finally the example showing identification of three areas of heterogeneous sample, using multi zero levels function is presented.

Keywords: Boundary Element Method, BEM, Set Level Methods, electrical impedance tomography, field analysis

a)

Wstep

Badanie pola podzieli¢ mozna zasadniczo na dwa zagadnienia.
Pierwsze obejmuje analiz¢ i wystepuje wtedy, gdy poszukiwana
jest informacja o rozktadzie pola w danym obszarze. W tym
przypadku uwzglednia si¢ takie informacje jak ksztalt obszaru
(obszaréw), warunki graniczne, wlasnosci materiatowe, ewentualne
zrédla pola. Jest to tak zwane zadanie proste (ang. forward
problem) [8]. Drugie zwigzane jest z zagadnieniem zadania =
odwrotnego (ang. inverse problem) [7]. Polega ono na wyznaczeniu
np. ksztattu obiektu przy znanym wspoétczynniku materialowym.

W zasadzie powyzsze stanowi etap wstepny do rozwigzywania b)
zagadnien tomografii. Zgodnie z definicja, tomografia jest to
otrzymywanie obrazu wnetrza obiektu na podstawie pomiaréw Q
z zewnatrz (na brzegu). Réwnanie dyfuzji dane wzorem: ° >0

Vb -k —=-f (1) c" Q |

W szczegolnym przypadku redukuje si¢ do roéwnania "
Laplace’a: 10
v20=0 ) s
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W tej pracy rownanie Laplace’a zostanie wykorzystane Rys. 1. a) wyglgd zbioru poziomicowego @ , b) wyglqd poziomicy zerowej zbioru
do opisania badanego obiektu, w ktérym na brzegu (powierzchni) wraz z podaniem wiasnosci
zostaja umieszczone elektrody. Poprzez polaryzacje pary z nich,

wymusza si¢ przeplyw pradu przez obiekt, na pozostatych Wiasnosci zbioru poziomicowego sg nastepujace:

elektrodach rejestruje si¢ wartoéci  rozkladu potencjatu. o(x,y)>0,P(x,y)eQ’

Na podstawie uzyskanych wynikOw pomiarow za pomocg

algorytmoéw dokonuje sie rekonstrukcji - obrazu = struktury @(X,y)<0,P(x,y)eQ" (3)
wewngetrznej. Ze wzgledu na polaryzacje z wykorzystaniem 0 (X, y) ~0,P (X, y) coQ=T

napigcia statego jest to przyklad tomografii rezystancyjne;.
Zaréowno dla tomografii dyfuzyjnej jak i rezystancyjnej moga by¢
stosowane identyczne algorytmy rekonstrukcyjne. 2. Zlozone niejednorodnosci strefowe

1. Metoda Zbioréw Poziomicowych Pomiary badanego obiektu moga zosta¢ wykonane tylko
na brzegu zewngtrznym, podobnie jak polaryzacja, ktéra moze

dotyczy¢ jedynie elementow (elektrod) na brzegu zewngtrznym.
Niejednorodno$¢ strefowa oznacza sytuacje, w ktdrej] wewnatrz
struktury znajduje sie nieznany obiekt wewnetrzny - jeden obszar
jest otoczony przez drugi, a granica obszaréw jest okreslona przez
roézne wartosci wspotczynnikow materialowych. Jezeli w calej
strukturze nie mozna wyodrgbni¢ obszaréw jednorodnych,
wowczas niejednorodno$¢ ma charakter ciggly. Zagadnienia
opisane przez niejednorodnos$¢ strefowa sa zwigzane z tomografia
impedancyjna.

Metoda zbioréw poziomicowych (ang. LSM — Level Set
Method) jest numeryczna metoda przeznaczong do $ledzenia
przesuwajacego  si¢  brzegu w  Kkartezjanskim  ukladzie
wspotrzednych bez koniecznosci jego parametryzowania. Autorzy
— Stanley Osher i James Sethian przedstawili ja w latach
osiemdziesigtych XX. Zastosowanie metody pozwala na latwe
Sledzenie topologii brzegu, ktéory dynamicznie si¢ zmienia,
wlaczajac  w  to dzielenie 1 laczenie si¢  obiektow,
ktore reprezentuje [3].
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Realizacj¢ rekonstrukcji pola badanego obiektu wykonano
W oparciu o numeryczng Metode Elementéow Brzegowych (MEB,
ang. Bounduary Element Method — BEM). Gtéwna zaleta MEB jest
dyskretyzacja jedynie brzegu obszaru, co oznacza skrdcenie czasu
obliczen, kluczowego w przypadku rozwigzania zagadnienia
odwrotnego. Po wyznaczeniu wartosci brzegowych mozna
wyznaczy¢ wartosci pola lub pochodnej pola w dowolnym punkcie
bez konieczno$ci analizy calego obszaru. Przyklad ztozonej
niejednorodnosci strefowej zostal pokazany na rys. 2.
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Rys. 2. Przyklad  struktury obszaru
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Definiujac warunki brzegowe - pierwszego rodzaju (Dirichleta)
wystepujacy, gdy na brzegu (lub jego fragmencie) okreslona jest
wartoé¢ pola ®(T)=g, oraz warunek drugiego rodzaju

(Neumanna) oznaczajacy zadanie na brzegu (lub jego fragmencie)
pochodnej normalnej pola (czyli pochodnej w kierunku
oo(T)
prostopadtym do brzegu I ) T:g
Przypadek przedstawiony na rysunku 2 mozna opisa¢ uktadem

réwnan roézniczkowych wykorzystujac funkcj¢ Greena G [4, 6]:
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Przy czym warto$¢ wspolczynnika C :
1, jezeli punkt lezy wewnqtrz obszaru
c=1 0.5, jezeli punkt lezy na brzeguobszaru (5)

0, jezeli punkt lezy na zewngtrz obszaru

Calki krzywoliniowe oznaczono nowymi zmiennymi:

A= J%r ©
B, = [Gdr )

Stosujac nowe oznaczenie:

_] A ®)
A {Aj+ci,i—j

Badanie nieznanej struktury realizowane jest przez polaryzacje
wybranych elektrod i pomiary potencjatu w pozostatych
elektrodach. Jezeli brzeg I'1 podzielony zostanie na n elementow

mozna wykonaé¢ p niezaleznych liniowo projekcji:

ng 9)

Podczas symulacji na brzegu I'{ zadane sa mieszane warunki
Dirichletta i Neumana, na brzegach I'pi I'3 pole musi spelniaé

warunki ciaglodci, z ktorych wynika, ze warto$¢ pola nie moze
zmienic si¢ skokowo:
®1(T2)=P2(T2)
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Warto$¢ pochodnej normalnej pola na brzegu uzalezniona jest
od wspotczynnika materialowego 7. Jezeli przez 7] 0znaczono
wspotczynnik materialowy obszaru pierwszego, za§ rp obszaru
drugiego), wowczas:

o (10)

Warto§¢  pochodnej  normalnej  przy  uwzglednieniu
wspolczynnikow materiatowych wyrazona zostanie zaleznoscia:

od1(T'2) _ ow2(I'2) (12)

1" on 2" n

Minus we wzorze oznacza przeciwny kierunek pochodnej
normalnej na brzegu obszaru 1i 2.

Uktad réwnan (4) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej [4]:
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Roéwnanie stanu wyrazone jest przez rownanie Laplace’a:
VD =0 (14)

Roéwnanie sprz¢zone do réwnania stanu wyrazone jest przez
réwnanie Poissona w postaci [1]:

—AA =D -y, (15)
Przyjmujac warunki brzegowe:
A(T)=0,Le(r,ul,UTy) (16)

Zapis macierzowy rownania sprz¢zonego jest nastepujacy:
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Przy czym warto$¢ 3 wyznaczono jako réznice potencjalow

w poszczegélnych elektrodach w ukladzie symulowanym
i pomiarowym:
od |y —uy,dlaelektrod napigciowych (18)
of 0,dlaelektrod prgdowych

Przy czym ®jj oznacza potencjal wyliczony w trybie
symulacji w j -tej projekcji w i -tej elektrodzie, analogicznie Ujj

oznacza potencjat zmierzony w ukladzie rzeczywistym

w ] -tej projekcji w i -tej elektrodzie.



Ostatecznie predkosé w kierunku normalnym
W poszczegdlnych weztach na ruchomym brzegu I'p i3
wyznaczono [2]:
pl/ap 1
ot Jot
N 2,i,j 2,i,j (19)
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3. Rozszerzenie predkosci na brzegu, réwnanie
poziomicowe

W poprzednim punkcie pokazano sposéb na wyznaczenie
predkosci w wezlach, a $cislej w dyskredytowanych elementach.

Wykorzystanie tej predkosci bezposrednio do rozwigzania
robwnania poziomicowego moze doprowadzi¢ do szybkiej
deformacji  zbioru. Uniknigcie tego jest mozliwe dzigki

rozszerzeniu predkosci. Rozszerzenie predkosci w  kierunku
normalnym wymaga rozwiazania rownania Hamiltona-Jacobiego w
postaci:

Vo
V,+S(p)—=—VV =0 20
t ((ﬂ) ‘V(o‘ (20)

Szczegoty dotyczace rozszerzenia predkosci mozna znalezé
m.in. w [3, 5, 9].

Predkos$¢ na brzegu przeznaczona do rozszerzenia w przestrzeni
trojwymiarowej zostala pokazana na rysunku 3. Narysunku 4
zaprezentowano pr¢dkos¢ rozszerzong w 60 krokach, rozdzielczo$¢
zbioru poziomicowego wynosi 300x300 punktow.
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Rys. 3. Predkos¢ na brzegu przeznaczona do rozszerzenia

Rys. 4. Predkos¢ rozszerzona

Rozwigzanie zadania dotyczacego identyfikacji poszukiwanego

ksztattu wymaga iteracyjnego rozwiazania réwnania
poziomicowego w postaci:
"M A V&V VoY) (21)

Przy czym, jak zostalo to zasygnalizowane, zastosowana
rozszerzona predko$¢ Veyt musi zosta¢ roztozona na skladowe

w kierunku osi X i Y . Stabilno$¢ rozwigzania uzyskuje si¢ przez
wilasciwy dobor kroku czasowego At, w oparciu o warunek CFL
(ang. Courant-Friedreichs-Lewy condition). Szczegbtowy schemat
rozwigzania rownania 21 mozna znalez¢ m.in. [9].

4. Deformacja zbioru poziomicowego, reinicjacja

Iteracyjnie rozwiazywanie rdéwnania Hamiltona-Jacobiego
powoduje deformacje zbioru poziomicowego. Objawia si¢
to sptaszczeniem lub naglym, stromym wzrostem wartosci zbioru w
poblizu brzegu I' . Reinicjacja zmienia zbior poziomicowy w inny
zbior, jednakze posiadajacy te sama poziomice zerowa. Uzyskanie
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nowego zbioru poziomicowego jest realizowane przez iteracyjne
rozwigzanie rOwnania reinicjacji w postaci:

Ve+S(0)(IVel-2)=0 (22)

Szczegdélowy opis procedury reinicjacji mozna znalezé

w literaturze np. [3, 5, 9]. Na rysunku 5 przedstawiono przyktad
zdeformowanego zhioru oraz na rysunku 6 po reinicjacji.

oo

Rys. 6. Zbiér poziomicowy po reinicjacji
5. Przyklad numeryczny

Na rysunku 7 przedstawiono zdjecie rentgenowskie obrazujagce
trzy obszary niejednorodne objgte krwotokiem oraz na rysunku 8
odniesienie tych obszarow jako struktury przeznaczonej
do symulacji numerycznych.

Rys .7. Zdjecie rentgenowskie obrazujqce trzy obszary niejednorodne objete
krwotokiem

Rys. 8. Odniesienie jako struktura przeznaczona do symulacji numerycznych

Do identyfikacji zaznaczonych niejednorodnosci strefowych
wykorzystano zbidr poziomicowy posiadajacy dziewig¢ obiektow
ograniczonych poziomicami zerowymi (rysunki 9 i 10). Podczas
badania przyjeto dyskretyzacje 16 elementowa, powierzchnig
obiektu do wylaczenia ze zbioru poziomicowego okreslono na 0,5.
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Rys. 9. Wyglgd zbioru poziomicowego z 9 poziomicami zerowymi

Rys. 10. Poziomice zerowe

Dla poszczegdlnych krokdw iteracji na rysunkach 11, 12, 13
przedstawiono wyglad obiektow wyodrebnionych przez poziomice
zerowe. Na rysunku 14 przedstawiono przebieg funkcji celu dla
badanego przypadku — przyjeto dyskretyzacje 16 elementowa na
brzeg.

Rys. 11. Krok 1

Rys. 12. Krok 78 - trzy obszary osiggnely zbyt malq powierzchnig i zostaly wylgczone
ze zbioru poziomicowego

Rys. 13. Krok 300 - koniec symulacji

Wi b i ool

bl g

Rys. 14. Wykres funkcji celu w 300 krokach
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6. Podsumowanie

Podsumowujac, W zaprezentowanym przyktadzie wykazano,
ze proponowany algorytm jest zbiezny, pokazano przebieg wartosci
funkcji celu. Podczas ustalania parametrow symulacji nalezy
zwraca¢ uwage, by przyjeta dyskretyzacja byta odpowiednio liczna.
Pozwala to unikna¢ formowania ostrych krawedzi symulowanych
struktur. Nalezy roéwnoczesnie zwrdci¢ uwage na osiggane
rozdzielczosci zbioru poziomicowego, sa one silnie powigzane
z iloSciag obiektow wyodrgbnionych przez poziomic¢ zerowa.
Im wigcej obiektow, tym rozdzielczo§¢ zbioru musi byé wigksza,
tak by zapewni¢ odpowiednia dlugos¢ kazdego elementu
brzegowego. W poréownaniu do [9] pokazano w jaki sposdb
tworzy¢ uklad roéwnan dla wielu poczatkowych poziomic
zerowych, zdefiniowano réwniez kryterium wylgczenia danego
obszaru z dalszych symulacji, ze wzgledu na zbyt malg
powierzchni¢, dotaczono rowniez przyklad numeryczny.
Wyznaczenie predkosci na brzegu, jej rozszerzenie i wykorzystanie
w rownaniu poziomicowym, jak rowniez cykliczne reinicjowanie
zbioru poziomicowego pozostaja, co do zasady, identyczne
niezaleznie od ilo$ci poziomic zerowych.
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