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Streszczenie. W pracy przedstawiono wyniki analizy algorytméw rekonstrukcji konduktancji prostokqtnych siatek rezystorow na podstawie
pomiarow brzegowych. Opracowano i zaimplementowano algorytmy rekonstrukcji bazujqgce na metodach metaheurystcznych (symulowane
wyzarzanie, algorytmy genetyczne) oraz optymalizacyjnych. Zaproponowane algorytmy porownano pod wzgledem stabilnosci numerycznej oraz
poprawnosci uzyskiwanych wynikéw. Przedstawiono ograniczenia istniejgcych algorytmow oraz zaproponowano usprawnienia.
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APPLICATION AND COMPARISON OF METAHEURISTIC AND OPTIMIZATION ALGORITHMS
FOR RECONSTRUCTION OF CONDUCTANCES IN RESISTIVE GRIDS

Abstract. The problem of reconstruction of conductances in rectangular resistive grids from boundary measurements is studied. Several
reconstruction algorithms based on metaheuristics (simulated annealing, genetic algorithms) and optimization methods are compared in terms
of numerical stability and accuracy of the results. Limitations of the algorithms are discussed and several improvements are proposed.
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Wstep

Rekonstrukcja konduktancji siatek rezystorow na podstawie
pomiaré6w brzegowych wzbudza zainteresowanie od wielu lat
[3,4,7,13]. Istota problemu rekonstrukcji jest znalezienie
wartosci konduktancji elementéw taczacych wezty siatki, majac
dostep jedynie do weztow brzegowych.

W roku 1990 Curtis i Morrow zaproponowali analityczny
algorytm rekonstrukcji konduktancji na podstawie pomiardw
brzegowych [3, 4]. Udowodnili oni, Zze problem rekonstrukcji ma
jednoznaczne rozwiazanie oraz wykazali, ze problem ten ma
charakter ciagly, tzn. ze jezeli wartosci pomiarow na brzegach
siatki sg do siebie zblizone, to siatki, dla ktoérych uzyskano
te wyniki s3 zbudowane z elementow o zblizonych warto$ciach
konduktancji. W pracy [17] wykazano, ze wspomniany algorytm
analityczny ma pewne ograniczenia, a w pracy [18] zaproponowa-
no usprawnienia pozwalajace na rekonstrukcje siatek o wigkszych
rozmiarach.Opracowanie algorytmow pozwalajacych
na rekonstrukcje siatek o odpowiednio duzych rozmiarach
(sktadajacych si¢ z wielu elementdw) moze pozwoli¢ na zastoso-
wanie ich do rozwigzania problemu tomografii rezystancji
osrodkow ciagtych z wystarczajaca rozdzielczos$cia
[5,9, 14, 15, 16].

Ponizsza praca sktada si¢ z nastgpujacych czesci. W rozdziale
pierwszym zdefiniowano prostokatne siatki rezystorow oraz
omoéwiono ich podstawowe wlasnosci. Rozdzial drugi zawiera
opis zaproponowanego algorytmu rekonstrukceji, definicje funkcji
celu oraz prezentacje jej podstawowych wilasnosci. W rozdziale
trzecim i czwartym pokrotce przedstawiono wybrane algorytmy
metaheurystyczne i optymalizacyjne zastosowane do poszukiwa-
nia minimum funkcji celu. W rozdziale pigtym zaprezentowano
uzyskane wyniki pomiarow. Nastegpnie zinterpretowano je,
zaproponowano mozliwe modyfikacje algorytmu i przedstawiono
whnioski.

1. Skonczone prostokatne siatki rezystorow

Siatka rezystordw nazywamy obwdd elektryczny, w ktorym
elementy rezystancyjne tacza sasiednie wezly kratownicy.
W pracy rozwazany jest przypadek kratownicy prostokatne;.
Zalozono, ze kazdy wezel wewnetrzny jest polaczony z czterema
weztami sasiednimi oraz ze kazdy wezel brzegowy jest potaczony
z jednym wezlem wewngtrznym (rys. 1). Ponadto zatozono,
ze wszystkie  konduktancje  posiadaja  wartoSci  dodatnie
i skonczone.

Siatka o n wierszach i m kolumnach posiada (n-2)-(m-2)
weztow wewnetrznych oraz 2-(ntm—4) weztow brzegowych,

co daje catkowita liczbe n-m—4 weztdow. Przykladowa siatka
zaprezentowana na rysunku 1 jest rozmiaru 4x6 wezlow i posiada
8 wezlow wewnetrznych i 12 weztdow brzegowych, co daje tacznie
20 weztow.

Algorytm rekonstrukcji konduktancji na podstawie pomiaréw
brzegowych mozna zrealizowaé w oparciu o procedur¢, w ktorej
wymuszane s3 odpowiednie prady w wezlach brzegowych,
amierzone sg roznice potencjalow pomiedzy tymi weztami.
Mozna roéwniez zastosowaé podejScie odwrotne — wymuszaé
napigcia pomiedzy weztami brzegowymi i dokonywaé pomiaru
pradéw brzegowych. Wektor pradow brzegowych siatki rezystan-
cyjnej zwany jest zestawem danych Neumanna, podczas gdy
wektor potencjatdow weztdw brzegowych zwany jest zestawem
danych Dirichleta. Na podstawie odpowiednich pomiar6w mozna
fatwo zdefiniowa¢ odwzorowania Neumann-Dirichlet oraz
Dirichlet-Neumann [3, 4]. Problem rekonstrukcji sprowadza si¢
do okreslenia zestawu wartosci konduktancji elementéw laczacych
wezly siatki, ktéry odpowiada danemu odwzorowaniu Neumann—
Dirichlet  Iub  Dirichlet-Neumann. = Udowodniono  [3],
ze odwzorowania te w sposob jednoznaczny okreslaja wartosci
konduktancji elementow siatki rezystorow.

Rys. 1. Przyktadowa siatka o rozmiarze 46 wezlow

2. Algorytm rekonstrukcji

W celu wykorzystania procedur metaheurystycznych
i optymalizacyjnych do rekonstrukcji konduktancji nalezy zdefinio-
waé odpowiednig funkcj¢ celu w taki sposéb, aby jej globalne
minimum odpowiadato prawidlowemu rozwigzaniu problemu.

W prezentowanych w tej pracy badaniach funkcje celu
skonstruowano w oparciu o pomiary dla odwzorowania Neumann—
Dirichlet, czyli wymuszano odpowiednie prady w weztach brzego-
wych i odezytywano odpowiadajace im potencjaly w tych weztach.
Do obliczenia wartosci funkcji celu dla wybranej probki wykorzy-
stywany jest zawsze wigcej niz jeden wektor pradow brzegowych,
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gdyz rozmiar wektora potencjaldow weztdw brzegowych (rowny
k-1, gdzie k jest liczba wezlow brzegowych) jest zawsze mniejszy
od liczby elementow siatki.

Funkcja celu zdefiniowana jest nastepujaco:

I

fG)=3" 30—V M

et

gdzie G=(G,G,,...,G,) jest wektorem konduktancji siatki,
p oznacza liczbe elementow siatki, /=k/2 jest liczba zestawdw
pomiarowych, k—1 jest rozmiarem zestawu Dirichleta, V%, jest
zmierzonym potencjalem wezla ¢ w s-tym zestawie pomiarowym
dla oryginalnej nieznanej siatki, a V", jest obliczonym potencja-
fem wezla t w s-tym zestawie pomiarowym dla siatki testowej G.
Wektory pradéw brzegowych wybrano tak, aby wstrzykiwaé prad
o warto$ci J=1 w wybranym we¢zle brzegowym i pobieraé ten sam
prad z wezla potozonego symetrycznie wzglgdem $rodka siatki.
Prady w pozostalych weztach brzegowych wynosza zero.
Dla kolejnego wektora pradéw brzegowych zroédlo wymuszajace
jest przesuwane symetrycznie do sgsiednich weziow. Procedura
rozpoczyna si¢ od skrajnego lewego wezta pierwszego wiersza.
Wymuszenie pradéw brzegowych w pierwszym kroku obliczenia
wartosci funkcji celu dla danej probki zobrazowano na rysunku 2.

Rys. 2. Wymuszenie prqdow brzegowych w pierwszym kroku obliczenia wartosci
Sfunkcji celu

Po osiaggnigciu ostatniego wezla pierwszego wiersza
(wm—2—-gim kroku), zrédlo wymuszajace jest przesuwane
do gornego wezta skrajnej prawej kolumny (rys. 3). Nastepnie
procedura jest powtarzana, az do osiagnigcia ostatniego wezla
prawej kolumny w /—tym kroku. W ten sposob do obliczenia
warto$ci funkcji celu wykorzystywanych jest k/2 zestawow
Neumanna iprzez kazdy element siatki co najmniej raz plynie
niezerowy prad.

Rys. 3. Wymuszenie prqdow brzegowych w m—1—szym kroku obliczenia wartosci
Sunkcji celu

W przypadku algorytméw bazujacych na procedurach
metaheurystycznych obliczenie wartosci funkcji celu dla kazdej
probki jest niezbedne do oceny jej dopasowania do oryginalnej
siatki.

Procedury te polegaja na przeszukiwaniu zbioru obiektow tego
samego typu i wskazaniu probki/osobnika najbardziej zblizonego
do oryginalu. Do celow badawczych wybrano procedurg
symulowanego  wyzarzania oraz algorytm  genetyczny
w podstawowej wersji.

Algorytmy bazujace na metodach optymalizacyjnych
sa tak skonstruowane, ze problem rekonstrukcji konduktancji jest
sformutowany jako zagadnienie znalezienia minimum funkcji
wielu zmiennych, gdzie liczba zmiennych odpowiada liczbie
elementow siatki. Jezeli siatka testowa odpowiada doktadnie
oryginatowi, funkcja celu okre$lona wzorem (1) przyjmuje
warto$¢ zero. Dla kazdej innej siatki, funkcja celu przyjmuje
warto$¢ dodatnig. Zaimplementowane i przetestowane metody
optymalizacyjne poszukiwania minimum funkcji to algorytm
sympleksowy Neldera-Meada, metoda quasi-Newtona, metoda
sekwencyjnego programowania kwadratowego (optymalizacja
nieliniowa z ograniczeniami) oraz nieliniowa metoda
najmniejszych kwadratow.

Aby okresli¢ pewne charakterystyczne witasciwosci funkcji
celu wygenerowano wykresy przedstawiajace zalezno$¢ warto$ci
funkcji celu od dwoch wybranych konduktancji siatki. Punkt
srodkowy plaszczyzny X-Y odpowiada sytuacji, gdy wartosci
wybranych konduktancji sa réwne wartoSciom dla oryginalnej
siatki. W punkcie tym funkcja celu przyjmuje warto$¢ zero.
Przyktadowe wykresy przedstawiono na ponizszych rysunkach.

Rys. 4. Wartos¢ funkcji celu w funkcji zmiennych (Gs,Gy;) dla siatki o rozmiarze
4x4 wezly (12 elementow)
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Rys. 5. Wartos¢ funkcji celu w funkcji zmiennych (G2,Gzs) dla  siatki o rozmiarze
6%6 weztow (40 elementow)

Najwazniejsza obserwacja jest, ze funkcja celu moze by¢
bardzo plaska w otoczeniu minimum. Wynika z tego,
ze znalezienie w przestrzeni poszukiwan punktu o bardzo mate;j
wartosci funkcji celu nie oznacza, ze znalezione rozwiazanie jest
blisko oryginatu.

Inng istotng obserwacja jest, ze ksztatt uzyskanych wykresow
bardzo mocno zalezy od wyboru zmiennych, od ktérych
uzalezniamy warto$¢ funkcji celu. Niektore konduktancje siatki
maja duzy wplyw na warto$¢ funkcji celu, podczas gdy
w przypadku innych wplyw ten jest praktycznie niezauwazalny.

W ogélnosci mozna zauwazy¢, ze wartosci konduktancji
lezacych w poblizu $rodka siatki majg maly wplyw na wartos§é
funkcji celu.
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Rys. 6. Wartos¢ funkcji celu w funkcji zmiennych (G9,Gsg) dla siatki o rozmiarze
7x7 wezlow (60 elementéw)
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Rys. 7. Warto$¢ funkcji celu w funkcji zmiennych (G»;,Gay) dla siatki o rozmiarze
8%8 weztow (84 elementy)

3. Algorytmy metaheurystyczne

W pierwszym etapie badan wybrano i zaimplementowano dwa
algorytmy metaheurystyczne pozwalajace na poszukiwanie
globalnego minimum funkcji celu, czyli na wskazanie probki
najlepiej dopasowanej do rekonstruowanego oryginalu. Wybrane
algorytmy to symulowane wyzarzanie oraz algorytm genetyczny
w podstawowej wersji. Cecha wspdlng wszystkich algorytmow
metaheurystycznych jest przeszukiwanie zbioru mozliwych
rozwigzan i obliczanie wartosci funkcji celu dla kazdej badanej
probki. Poszczegodlne algorytmy rédznig si¢ metoda zmierzania
do globalnego minimum. Algorytmy metaheurystyczne inspirowa-
ne sg zjawiskami fizycznymi lub przyrodniczymi.

Symulowane wyzarzanie [10] jest jednym z pierwszych
algorytméw metaheurystycznych i znalazto zastosowanie w wielu
dziedzinach optymalizacji. Podstawowa zaletg algorytmu symulo-
wanego wyzarzania jest zdolno$¢ unikania utknigcia wlokalnym
minimum funkcji. Prawdopodobienstwo akceptacji kolejnej probki
jest uzaleznione od wartosci funkcji celu probki poprzedniej, przy
czym z niezerowym prawdopodobienstwem akceptowane sa
gorsze rozwiagzania w kolejnych krokach. Wartos$¢ funkcji celu dla
badanej probki nazywana jest tutaj energia, a warunek akceptacji
nowego rozwigzania jest nastgpujacy [11]:

—-AE

p=el >r 2)

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo akceptacji, AE — rdznice
energii analizowanej i poprzedniej probki, 7 — temperaturg,
a r — warto$¢ losowa z przedziatu (0; 1), ktéra mozna nazwad
progiem akceptacji.

Z wzoru (2) wynika, ze lepsze rozwiazania (o nizszej energii)
sa zawsze akceptowane (dla AE < 0, p > 1), natomiast z pewnym
prawdopodobienstwem, uzaleznionym od temperatury 7, akcepto-
wane s3 gorsze rozwigzania. Warto$¢ parametru 7 jest stopniowo
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obnizana w kolejnych krokach algorytmu, az doosiagnigcia
warto$ci zerowej. Nawigzuje to do procesu wyzarzania
w metalurgii, stad nazwa algorytmu. Obnizanie temperatury
oznacza, ze na poczatku dziatania algorytmu gorsze rozwigzania
sa akceptowane z wigkszym prawdopodobienstwem, a w miarg
wzrostu liczby iteracji prawdopodobienstwo to maleje. To wlasnie
ta cecha algorytmu pozwala unika¢ lokalnych miniméw
w poszukiwaniu globalnego.

Nowa probka jest generowana na podstawie najlepszej
dotychczas zachowanej probki w ten sposob, ze warto$¢ konduk-
tancji kazdego elementu siatki jest modyfikowana o wartos¢
losowa w przedzialu (-J; J). Parametry T oraz ¢ nalezy dobra¢
indywidualnie dla kazdego postawionego problemu. Przyktadowo,
mata warto$¢ temperatury (7 — 0) oznacza, Ze gorsze rozwiazania
praktycznie w ogole nie beda akceptowane. Natomiast zbyt duza
warto$¢ T oznacza stan wysokiej energii systemu. Innymi slowy
wysokie prawdopodobienstwo akeceptacji gorszych rozwigzan,
a co za tym idzie trudno$¢ w osiagni¢ciu minimum globalnego.

Symulowane wyzarzanie jest algorytmem dzialajacym
w oparciu o analiz¢ pojedynczej probki i trajektori¢ zmierzania jej
do minimum. Przyktadem algorytmu analizujacego wiele probek
w kazdym kroku jest algorytm genetyczny. Jest to klasyczny
algorytm, ktorego idea dzialania bazuje na zalozeniach teorii
ewolucji Darwina w biologii. W pierwszym kroku algorytmu
generowana jest populacja poczatkowa (pierwsze pokolenie),
sktadajace si¢ z wielu osobnikow. W omawianym przypadku jest
to skofczony zbior siatek o zadanym rozmiarze i warto$ciach
konduktancji elementéw z zadanego przedziatu.

Dziatanie algorytmu genetycznego bazuje na trzech podstawo-
wych operacjach: krzyzowanie, mutacja oraz selekcja najlepiej
dopasowanych osobnikéw. Selekcja polega na poddaniu ocenie
wszystkich osobnikow w pokoleniu (przypisanie wartosci funkcji
celu) i wybraniu najlepiej przystosowanych (czyli tych
o najnizszej wartosci funkcji celu). Wsrod wyselekcjonowanych
osobnikow dokonuje si¢ krzyzowania oraz mutacji. Tak powstate
osobniki tworza kolejne pokolenie. Krzyzowanie polega
na polaczeniu czgéci genotypu jednego osobnika z pozostala
czescig genotypu innego, natomiast mutacja polega na zmianie
wartosci losowego genu o losowa warto$¢. Cze$¢ osobnikow
najlepiej przystosowanych moze by¢é w catosci skopiowana
do kolejnego pokolenia. W przypadku zastosowania algorytmu
genetycznego do rekonstrukcji siatek rezystancyjnych przyjeto,
ze genotypem bedzie wektor konduktancji wszystkich elementéw
siatki, a genem warto$¢ konduktancji pojedynczego elementu.

Podobnie jak w naturze przyjeto, ze krzyzowanie nast¢puje
ze stosunkowo duzym (typowo 0,8-0,95), natomiast mutacja
z matym (ponizej 0,1) prawdopodobienstwem. Zaobserwowano,
ze w badanych przypadkach, gdy zrezygnowano z mutacji
(prawdopodobienstwo mutacji ustalono na 0,0) to po okreslonej
liczbie generacji (zaleznie od rozmiaru siatki) cala populacja
sktadata si¢ z osobnikow o takim samym genotypie.

4. Algorytmy optymalizacyjne

Zaimplementowano i poréwnano cztery algorytmy poszukiwa-
nia minimum funkcji f{G), nalezace do réznych grup algorytmow
optymalizacyjnych.

Pierwszym z nich jest algorytm sympleksow Neldera-Meada
(oznaczany w zestawieniach wynikow jako ,,sympleksowy-NM”).
Jest to metoda bezposredniego poszukiwania, nie uzywajaca
obliczonych numerycznie ani analitycznie warto$ci pochodnych
funkcji celu. Sympleksem nazywamy figur¢ rozpigta na p+1
wierzchotkach w  przestrzeni p-wymiarowej. Taka liczba
wierzchotkéw  pozwala na  przeszukiwanie  przestrzeni
we wszystkich mozliwych kierunkach. Z tego powodu istotne jest,
aby sympleks nie rozpinat figury o zerowej objetosci (np. 4 punkty
sympleksu w przestrzeni trojwymiarowej lezace na jednej
plaszczyznie). W pierwszej kolejnosci generowany jest sympleks
wokot  punktu poczatkowego xo. Jednym z wierzchotkow
sympleksu jest sam punkt x,, natomiast pozostate p wierzchotkow
powstaje poprzez dodanie 5% wartosci do kazdej wspotrzednej
punktu xo. W kolejnych krokach algorytm modyfikuje sympleks
wielokrotnie, na podstawie procedury opisanej w [12].



22 IAPGOS 0312012

Kolejnym  przetestowanym algorytmem jest metoda
quasi-Newtona z procedurg interpolacji szesciennej (oznaczona
dalej jako ,,quasi-Newton”). W metodzie tej wartosci elementow
hesjanu (macierzy drugich pochodnych) nie sg obliczane
bezposrednio. Przyblizenia hesjanu sa obliczane na podstawie
kolejnych wektorow gradientu (lub przyblizen wektora gradientu).

Metody quasi-Newtona sa uogélnieniem metody siecznych
poszukiwania zer pierwszej pochodnej dla problemow wielowy-
miarowych. Dla probleméw wielowymiarowych rdwnanie
siecznych nie definiuje rozwiazania w sposob jednoznaczny,
a rézne wersje metody quasi-Newtona réznig si¢ sposobem nakta-
dania dodatkowych ograniczen na rozwigzanie. Jedna z najcze-
$ciej stosowanych metod aproksymacji hesjanu jest metoda BFGS
(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) [1, 8], ktéra wykazuje wyso-
ka skutecznos¢ nawet dla problemow nie-gladkiej optymalizacji.

Algorytm sympleksowy Neldera-Meada jest generalnie mniej
efektywny od metody quasi-Newtona dla probleméw wielowymia-
rowych, ale dla probleméw wysoce nieciggtych moze by¢ bardziej
niezawodny. Z tego powodu postanowiono zaimplementowaé
i porowna¢ oba algorytmy.

Trzecim zastosowanym algorytmem optymalizacyjnym jest
metoda sekwencyjnego programowania kwadratowego, nalezaca
do klasy metod optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami [6].
W Kklasie tej podstawowym celem jest przeksztatcenie problemu
w tatwiejszy do rozwiazania ,,podproblem”, ktéry mozna
rozwigza¢ 1 ktory moze postuzy¢ za baze procesu iteracyjnego.
Cechg charakterystyczng tej klasy metod jest przeksztalcenie
problemu z ograniczeniami w prostszy problem bez ograniczen,
poprzez uzycie funkcji wykluczajacej punkty bedace blisko
lub poza brzegiem ograniczenia. W ten sposob problem
z ograniczeniami jest rozwigzywany przy uzyciu sekwencji
sparametryzowanych  optymalizacji bez ograniczen, ktore
W granicy zmierzaja do rozwigzania problemu z ograniczeniami.
W zaimplementowanej metodzie w kazdej iteracji algorytm
rozwigzuje  ,,podproblem”  programowania kwadratowego.
Nastepnie algorytm uaktualnia wartosci przyblizenia hesjanu
przy uzyciu formuty BFGS.

Ostatnia wybrang 1 przetestowang metodg jest metoda
najmniejszych kwadratow w wersji nieliniowej. Przy jej pomocy
rozwigzywane sa nieliniowe problemy typu ,data-fitting”,
z zastosowaniem algorytmu , trust-region-reflective”, dziatajacego
w oparciu o metod¢ Newtona wewnetrznego odbicia [2]. W kazdej
iteracji przyblizone rozwigzanie duzego uktadu réwnan liniowych
jest znajdywane przy pomocy metody wstepnie uwarunkowanych
gradientow zespolonych.

5. Uzyskane wyniki

Zaproponowane algorytmy zaimplementowano i przetestowa-
no przy uzyciu oprogramowania MATLAB 7.12.0 (R2011a).
Algorytmy poréwnano dla réznych rozmiardw siatek i réznego
zakresu warto$ci konduktancji, z ktorych zbudowana jest siatka.

W celu poréwnania metod przeprowadzono dla kazdego
z algorytméw rekonstrukcje konduktancji dla 20 losowych siatek
testowych. W tabelach przedstawione s3a wyniki $rednie.
Analizowano wylacznie siatki kwadratowe (o rownej liczbie
wierszy 1kolumn). Dla wybranych procedur ustalono goérne
ograniczenie czasu obliczen dla pojedynczej siatki testowej rowne
10 sekund. Jako parametr poréwnawczy poprawnosci dzialania
algorytméw rekonstrukcji wybrano S$redni maksymalny btad
rekonstrukcji. Parametr ten jest obliczony w nastgpujacy sposob.
Dla kazdej siatki losowej wskazywano element, dla ktérego
réznica pomigdzy warto$cia konduktancji oryginalnej siatki oraz
siatki zrekonstruowanej byta najwicksza. Nastgpnie usredniono
warto$¢ tego parametru z wszystkich podjetych prob rekonstrukeji.
Zaobserwowano, ze maksymalny btad rekonstrukcji z reguty
wystepuje na elemencie potozonym blisko $rodka siatki.

W pierwszej serii do$wiadczen analizowano rekonstrukcje
siatek, w ktorych wartosci konduktancji byly losowo wybierane
z przedzialu  (0,1; 10,0). Oznacza to roznice konduktancji
elementow siatki dochodzace do dwoéch rzgdéw wielkoscei,
co podnosi stopien trudnosci problemu rekonstrukcji.

W tabeli 1. przedstawiono wyniki doswiadczen przeprowadzo-
nych dla siatek o rozmiarze 4x4 wezly. Dla kazdego
przetestowanego algorytmu przedstawiono $redni maksymalny
btad rekonstrukcji oraz $redni czas obliczen.

Tabela 1. Poréwnanie metod dla siatki o wymiarach 4 x4 wezly

s | | G | it | Sl
symul. wyzarzanie 0,1 10,0 5,980584 11,23374
alg. genetyczny 0,1 10,0 2,462503 1,096279
sympleksowy-NM 0,1 10,0 14,77997 1,230723
quasi-Newton 0,1 10,0 0,001183 1,103715
sekw. prog. kw. 0,1 10,0 0,000077 1,129632
niel. met. najmn. kw. 0,1 10,0 0,000000 0,123826

Jak wida¢ z tabeli 1. juz dla niewielkiego rozmiaru siatki
(siatka o rozmiarze 4x4 wezly ma 12 elementow) istnieja bardzo
powazne roéznice w dzialaniu poszczegélnych algorytmow.
Algorytm bazujacy na procedurze symulowanego wyzarzania byt
za kazdym razem przerywany, po osiggni¢ciu wspomnianego
wczesniej maksymalnego czasu obliczen. Jak wida¢ po wartosci
maksymalnego btedu rekonstrukcji, minimum globalne funkcji
celu nie zostalo w tym czasie znalezione. Bardzo duza warto$¢
btedu rekonstrukeji dla metody sympleksow Neldera-Meada moze
wynika¢ z braku stabilno$ci numerycznej metody dla omawianego

problemu.
Nalezy zauwazyé, ze algorytmy bazujace na metodzie
quasi-Newtona oraz sekwencyjnego programowania

kwadratowego dlasiatek o rozmiarze 4x4 wezly dzialaja
z satysfakcjonujaca precyzja. Jednakze nieliniowa metoda
najmniejszych kwadratow przewyzsza pozostate metody, zar6wno
pod wzgledem precyzji rekonstrukeji, jak réwniez czasu obliczen.

Na podstawie wynikow z tabeli 1. wybrano algorytm bazujacy
na metodzie najmniejszych kwadratow i zbadano jego wtasciwosci
dla  wigkszych rozmiaréw siatek (1). Zaobserwowano,
ze nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow dziata w taki
sposob, ze albo osigga minimum globalne funkcji celu
w stosunkowo krotkim czasie, albo jej czas obliczen znacznie si¢
wydtuza ialgorytm zatrzymuje si¢ po osiagni¢ciu ustawionej
wartosci maksymalnej liczby iteracji, nie znajdujac minimum.
W zwiazku z tym, w tabeli 2. oprocz $redniego czasu obliczen
zaprezentowano parametr oznaczajacy odsetek poprawnych
wynikow  rekonstrukcji, czyli tych, ktére doprowadzity
do osiggni¢cia minimum funkcji celu.

Tabela 2. Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow dla roznych rozmiarow siatek

n | Guiv | Guax | % poprawnych wynikéw | Sredni Czas Obliczen [s]
3 0,1 10,0 100 0,081235
4 0,1 10,0 100 0,123826
5 0,1 10,0 80 0,732583
6 0,1 10,0 70 4,101307
7 0,1 10,0 20 30,18785
8 0,1 10,0 0 30,90485

Wraz ze zwigkszaniem rozmiaru siatki, maleje odsetek
przypadkow w ktorych funkcja osigga minimum globalne
i znajduje poprawne rozwigzanie. Zastosowano usprawnienie
polegajace na uruchomieniu procedury wielokrotnie, z r6znych
punktow startowych 1 wybraniu najlepszego rozwigzania.
Pozwolito to na rekonstrukcj¢ dla siatki o rozmiarze 7
ze 100%-owa skuteczno$cig, ale nie pozwolilo na poprawe
dziatania algorytmu dla wigkszych siatek. Obserwacje z tym
zwigzane zostang szczegblowo omowione w nastgpnym rozdziale.

Nastgpnie przetestowano algorytm quasi-Newtona
dla wigkszych rozmiarow siatek. W tabeli 3. zaprezentowano
sredni maksymalny btad rekonstrukcji, $redni czas obliczen oraz
odsetek poprawnych wynikow rekonstrukcji. Oczywistym jest,
ze metoda quasi-Newtona dziala gorzej niz nieliniowa metoda
najmniejszych kwadratow, jednak jej wlasciwosci moga byc
istotne dla dalszych usprawnien algorytméw rekonstrukcji.
Jak wida¢ z tabeli 3. badany algorytm dziala poprawnie tylko
dla siatek o rozmiarze nie wigkszym niz 6.



Tabela 3. Metoda quasi-Newtona dla réznych rozmiarow siatek

Sredni maksymalny % poprawnych Sredni czas
| G | Guiax blad rekonstrukcji wynikow obliczen [s]
3 0,1 10,0 0,000003 100 0,152758
4 0,1 10,0 0,001183 100 1,103715
5 0,1 10,0 0,002413 85 4,737862
6 | o1 | 100 - 0 13,75410

Podobne do$wiadczenie przeprowadzono dla algorytmu
bazujacego na metodzie sekwencyjnego programowania kwadra-
towego. Tabela 4. prezentuje uzyskane wyniki. Wartos¢ usrednio-
nego maksymalnego bledu rekonstrukcji oraz odsetek poprawnych
wynikow dla siatek o rozmiarach od 3x3 do 5x5 weztow
pozwalaty podejrzewa¢, ze efektywnos$¢ algorytmu bedzie wigksza
niz dla metody quasi-Newtona. Jednak z ostatniego wiersza tabeli
widaé, ze oba algorytmy sa ograniczone ze wzgledu na rozmiar
siatek mozliwych do rekonstrukcji i ograniczenie to dla obu
algorytmow jest na tym samym poziomie — siatek 6x6 weziow.

Tabela 4. Metoda sekwencyjnego programowania kwadratowego dla réznych
rozmiarow siatek

n | Gun | Guax Sredni maksymahp/ % poprf'm{nych Sre_dm' czas
btad rekonstrukcji wynikow obliczen [s]
3 0,1 10,0 0,000002 100 0,218294
4 0,1 10,0 0,000077 100 1,129632
5 0,1 10,0 0,000728 100 4,887621
6 0,1 10,0 - 0 8,794875

Z przedstawionych dotychczas wynikow nalezy wnioskowacé,
ze w celu osiaggnigcia prawidlowej rekonstrukeji dla wigkszych
siatek nalezy zmniejszy¢ zakres mozliwych konduktancji.
W kolejnych testach zakres ten zmniejszono z (0,1;10,0)
do (1,0; 2,0). Poréwnanie algorytmoéw przy ograniczonym zakresie
warto$ci  konduktancji moze by¢ Dbardziej interesujace
z praktycznego punktu widzenia. Zbadano dziatanie algorytmu
bazujacego na nieliniowej metodzie najmniejszych kwadratow
dla ré6znych rozmiaréw siatek i z losowo wybranym punktem
startowym. Wyniki takiego eksperymentu przedstawiono
w tabeli 5.

Tabela 5. Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow — ograniczony  zakres
konduktancji

n Gun | Gmax % poprawnych wynikow Sredni czas obliczef [s]
7 1,0 2,0 100 0,76
8 1,0 2,0 100 2,09
9 1,0 2,0 77 32,95

Zgodnie z oczekiwaniami, redukcja przestrzeni poszukiwan
pozwolita poprawi¢ skuteczno§¢ dziatania algorytmu. Dla siatek
o rozmiarze 9x9 weztow w 77% uruchomien algorytmu uzyskano
prawidtowy wynik rekonstrukcji, podczas gdy we wczesniejszym
przypadku (szerszy zakres konduktancji) algorytm nie dziatal juz
dla siatek o rozmiarze 8§x8 weztow.

W dalszych badaniach postanowiono sprawdzi¢, jak poprawita
si¢ skutecznos$¢ dziatania pozostatych algorytméw o zmniejszeniu
zakresu mozliwych konduktancji. Przyjeto za poprawne te wyniki,
dla ktérych maksymalny btad rekonstrukcji byl ponizej 5%
warto$ci konduktancji. Wyniki zebrano w tabeli 6.

Tabela 6. Wybrane algorytmy - ograniczony zakres konduktancji

Sredni % Sredni czas
Algorytm f n | Guiv | Gwax | maksymalny blad | poprawnych | "o - - [s]
rekonstrukcji wynikow
symul. 510 | 20 0,595642 0 12,567092
wyzarzanie
alg. s 10 | 20 0,579245 0 1,8232247
genetyczny
quasi- 6| 1,0 2,0 0,108296 50 7,3833632
Newton
quasi- 71 10 2,0 0,507784 0 12,132236
Newton
sekwkwprog 6] 1.0 | 20 0,291947 0 8,6238615
sekwkwprog 71 10 | 20 0,634132 0 13,108094

[APG0O$ 032012

23

Jak wida¢ poprawa nastgpita tylko dla algorytmu dziatajacego
w oparciu o metod¢ quasi-Newtona. W przypadku pozostatych
zbadanych algorytmow zawezenie zakresu mozliwych konduktan-
cji nie pozwolito na rekonstrukcje siatek o wigkszych rozmiarach,
co praktycznie dyskwalifikuje te algorytmy w kontekscie
wykorzystania ich do rekonstrukcji  konduktancji  siatek
rezystorow.

6. Ograniczenia i usprawnienia

W tej czgSci zostang omowione ograniczenia przetestowanych
algorytméw oraz na podstawie wczesniejszych obserwacji
zaproponowane zostang pewne usprawnienia.

Jak zaobserwowano w poprzednim rozdziale skuteczno$¢
dziatania algorytméw bazujacych na metodach optymalizacyjnych
silnie zalezy od wyboru punktu startowego. Najprostsze uspraw-
nienie zaimplementowanych algorytmow polega na uruchomieniu
algorytmu réwnolegle w wielu punktow startowych i wybraniu
najlepszego sposroéd wyznaczonych rozwigzan problemu.

Jak juz wspomniano, nieliniowa metoda najmniejszych
kwadratow prowadzi do prawidlowego rozwigzania w malej
liczbie iteracji lub osigga zadang graniczng wartos$¢ liczby iteracji
nie realizujac prawidtowej rekonstrukcji. W zwiazku z tym, dalsze
usprawnienie algorytmu moze polega¢ na ograniczeniu czasu
obliczen poprzez obnizenie wartosci maksymalnej liczby iteracji
dla kazdego punktu startowego.

Tabela 7. Analiza maksymalnej liczby iteracji dla niel. met. najmniejszych kwadratow

Maks, % Sredni czas Lpl(c);];,a
0L Gy [ Guiax .hCZb?. pop ra\'fvn'ych obliczen [s] | wynikow na

iteracji wynikow )

jedn, czasu

6 1,0 2,0 10000 100 0,32 3,13
6 1,0 2,0 5000 100 0,31 3,23
6 1,0 2,0 2000 100 0,29 3,45
6 1,0 2,0 1000 100 0,31 3,23
6 1,0 2,0 500 100 0,31 3,22
6 1,0 2,0 400 100 0,33 3,03
6 1,0 2,0 300 100 0,30 3,33
6 1,0 2,0 250 98 0,28 3,50
6 1,0 2,0 230 88 0,24 3,67
6 1,0 2,0 220 83 0,24 3,46
6 1,0 2,0 210 89 0,24 3,71
6 1,0 2,0 200 58 0,23 2,52
6 1,0 2,0 100 0 0,15 0,00
7 1,0 2,0 10000 100 0,76 1,32
7 1,0 2,0 1000 100 0,75 1,33
7 1,0 2,0 500 99 0,73 1,35
7 1,0 2,0 400 97 0,61 1,59
7 1,0 2,0 350 55 0,54 1,02
7 1,0 2,0 300 6 0,46 1,30
7 1,0 2,0 200 0 0,38 0,00
8 1,0 2,0 1000 100 2,09 0,48
8 1,0 2,0 700 77 1,82 0,42
8 1,0 2,0 600 71 1,61 0,44
8 1,0 2,0 550 39 1,45 0,27
8 1,0 2,0 500 10 1,24 0,081
9 1,0 2,0 20000 77 32,95 0,023
9 1,0 2,0 10000 78 18,96 0,041
9 1,0 2,0 5000 61 16,51 0,037
9 1,0 2,0 2000 39 9,69 0,040
9 1,0 2,0 1000 3 5,08 0,006

Badania wykazaty, ze dla kazdego rozmiaru siatki i zakresu
konduktanc;ji istnieje optymalna warto$¢ maksymalnej liczby itera-
cji, dla ktorej prawdopodobienstwo uzyskania prawidtowego
rozwigzania (w ustalonym czasie obliczen) jest najwicksze.
W tabeli 7. zaprezentowano dane pozwalajace na okreslenie opty-
malnej warto$ci maksymalnej liczby iteracji dla danego rozmiaru
siatki. Dla réznych wartosci maksymalnej liczby iteracji przedsta-
wiono  odsetek  uruchomien  algorytmu  prowadzacych
do prawidlowych rozwiazan oraz §redni czas obliczen dla kazdego
uruchomienia. W tym wypadku przyjeto za prawidlowe
te rozwigzania, ktore rekonstruuja konduktancje elementéw siatki
z maksymalnym bledem rekonstrukcji ponizej 1% maksymalnej
warto$ci konduktancji. W skrajnej prawej kolumnie znajduja si¢
obliczone wartosci ilorazu odsetku prawidtowych rozwigzan
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i $redniego czasu obliczen. Wspoélczynnik ten obrazuje liczbe
prawidtowych rekonstrukcji w przeliczeniu na jednostke czasu.

Po wymnozeniu tej warto$ci przez catkowity czas obliczen
w wyniku  otrzymujemy spodziewana liczb¢ poprawnych
rekonstrukcji.

Nalezy zauwazy¢, ze dla mniejszych siatek (n=6,7) liczba
prawidtlowych rekonstrukcji na jednostke¢ czasu nie zalezy
znaczaco od zadanej wartosci maksymalnej liczby iteracji,
az do momentu, gdy maksymalna liczba iteracji nie znajdzie si¢
ponizej] minimum wymaganego do okre$lenia globalnego
minimum funkcji celu. Dla wigkszych siatek (#=8,9) zalezno$¢
pomigdzy omawianym wspotczynnikiem a maksymalng liczbg
iteracji jest bardziej znaczaca. Przykltadowo dla n=9 oraz zakresu
konduktancji (1,0; 2,0) na podstawie tabeli 7. nalezy wybraé
maksymalng liczbg iteracji na poziomie 10000. Ta warto$¢ pozwa-
la spodziewa¢ si¢ najwickszej liczby prawidlowych rezultatow
na jednostke czasu, a co za tym idzie zwigkszy¢ prawdopodobien-
stwo prawidlowej rekonstrukcji. Dla wyzszej warto$ci maksymal-
nej liczby iteracji algorytm traci wiele czasu na wykonywanie
obliczen dla nieprawidlowych  rezultatow  rekonstrukcji
i w zwigzku z tym obniza si¢ prawdopodobienstwo prawidtowe;j
rekonstrukcji.

Zastosowanie modyfikacji algorytmu, polegajacej
na wprowadzeniu ~ wielu  punktéw  startowych  pozwala
na rekonstrukcje siatek o rozmiarze 7x7 z konduktancjami
z zakresu (0,1;10,0) ze 100% skutecznoscia. Niestety algorytm
nadal nie pozwala na rekonstrukcje siatek o wigkszych rozmiarach
przy takim zakresie konduktancji. Przy 100 punktach startowych,
maksymalnej liczbie iteracji ustawionej na 10000, zakresie
konduktancji (0,1; 10,0) zaden z punktow startowych nie
doprowadzit do prawidtowej rekonstrukcji siatki.

7. Whnioski

Przedstawiono mozliwosci zastosowania metod optymaliza-
cyjnych i metaheurystycznych do rekonstrukcji konduktancji
siatek rezystoréw. Przetestowano sze$¢ algorytmow. Wykazano,
ze algorytm bazujacy na nieliniowej metodzie najmniejszych kwa-
dratow przewyzsza skutecznoscig pozostate algorytmy. Udowod-
niono, ze dla wybranego zakresu mozliwych konduktancji istnieje
ograniczenie rozmiaru siatki, dla ktorego rekonstrukcja prowadzi
do poprawnego rezultatu, przy zachowaniu satysfakcjonujacego
czasu obliczen.

Pokazano, ze redukcja zakresu mozliwych warto$ci
konduktancji elementow siatki pozwala na rekonstruowanie siatek
o wigkszych rozmiarach. Nawet dla stosunkowo waskiego zakresu
konduktancji, maksymalny rozmiar siatki, dla ktérego prawidtowa
rekonstrukcja  jest ~mozliwa przy uzyciu  najlepszego
z zaprezentowanych algorytméw, wynosi 9x9 weztow. Niestety,
ogranicza to W sposOb znaczacy mozliwe zastosowanie
wspomnianych algorytméw rekonstrukeji konduktancji
w tomografii rezystancyjnej, gdzie element ciggly o zmiennej
konduktywno$ci modeluje si¢ za pomoca odpowiednio ggstej
siatki.

W dalszych badaniach planowane jest testowanie funkcji celu
zdefiniowanych na podstawie inaczej wybranych zestawow
danych Neumanna oraz implementacja algorytméw optymaliza-
cyjnych wykorzystujacych obliczone analitycznie pochodne
funkcji celu.
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na stanowisku asystenta, a od 1996 roku na stanowisku
adiunkta w Katedrze Elektrotechniki Akademii Gorni-
czo-Hutniczej. Od 2005 roku jest zatrudniony na stano-
wisku profesora nadzwyczajnego w Katedrze Elektro-
techniki i Elektroenergetyki. Jego zainteresowania
naukowe obejmuja metody symulacji, analizy i projek-
towania ukladow nieliniowych, w szczegdlnoéci
uktadow chaotycznych, metody numeryczne, arytmety-
k¢ przedzialowa i komputerowo wspierane dowody
w dziedzinie ukladow dynamicznych. Opublikowat
ponad 100 prac naukowych. Odbyt wyjazdy naukowe
do Uniwersytetow w Monachium (1991, 1993), Berke-
ley (1996), San Diego (1999-2000), Melbourne (2005,
2007, 2011) oraz Uppsali (2011). Otrzymal nagrode
Fundacji Nauki Polskiej dla miodych pracownikow
nauki (1994), nagrode Prezesa Rady Ministrow za
wyrdzniong  rozprawg¢  doktorska  (1996) oraz
stypendium Fulbrighta (1999).




